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Διαγώνισμα μέχρι και το Ρυθμό Μεταβολής 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ ΚΑΙ ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ & ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ : ΤΡΕΙΣ (3) 

ΘΕΜΑ Α  

Α1.   Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση f(x) είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 

xo , τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 

Μονάδες 7 

Α2. Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σ΄ ένα κλειστό διάστημα 

[α, β]; 

Μονάδες 4 

Α3. Να διατυπώσετε το Θεώρημα Bolzano. 

Μονάδες 4 

Α4.   Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα 

σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος , αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

α. Αν οι συναρτήσεις  f και g έχουν όριο στο xo  και ισχύει f(x) ≤ g(x)  κοντά στο 

xo , τότε .    
    

   ) ≤    
    

   ). 

β. Μια συνάρτηση f  είναι 1-1 , αν και μόνον αν, για κάθε στοιχείο y του συνόλου 

τιμών της , η εξίσωση y=f(x)  έχει ακριβώς μια λύση ως προς  x. 

γ. Αν για δυο συναρτήσεις f , g ορίζονται οι συναρτήσεις f    ,      , 

τότε ισχύει πάντοτε ότι f   =    

δ. Αν    
    

f(x)=0 και f(x)  >0 κοντά στο xo  , τότε    
    

1

   )
=+∞ 

ε. Για κάθε x   R1=R-{x/συνx=0} ισχύει : εφx)΄ =  
 

     
 

 Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β  

Δίνεται η συνάρτηση f : R   για την οποία ισχύει : 

f(lnx)=
 

 
     1 , x>0 

B1. Να αποδείξετε ότι f(x) =       1 , x       

        Μονάδες 5 
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B2. Να βρεθεί το πρόσημο της f(x)  x     και να λυθεί η ανίσωση :  

       + 1 

Μονάδες 8 

Β3. Να λυθεί η εξίσωση :  

    )       )   + 1) = 1 

Μονάδες 6 

B4. Να υπολογίσετε το όριο :  

Κ =    
    

   

    )
 

Μονάδες 6 

 

ΘΕΜΑ Γ  

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x – ln(1+   )  , x   . 

Γ1.  Να αποδείξετε ότι η f(x) αντιστρέφεται και να βρεθεί το πεδίο ορισμού της  

f-1(x). 

         Μονάδες 6 

Γ2. Να δείξετε ότι η εξίσωση  

x+2022 =ln(1+   )   

έχει ακριβώς μια λύση 

Μονάδες 4 

Γ3. Να λύσετε την ανίσωση : 

      ΄  )  )  
1

2
 

Μονάδες 5 

Γ4. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της Cg στο x = 1, όπου  

g(x) = 
 

 
     +

 

 
 ,  > 0 , εφάπτεται και στην Cf . 

Μονάδες 5 

Γ5. Να βρείτε το όριο :  

Λ =    
    

     )     

     )
 Μονάδες 5  
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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R   για την οποία ισχύουν :  

     )  
 

    )
 =2x  , x    

  f(0) =0    
 

Δ1.  Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f(x) είναι :  

f(x)=ln(x+   + 1)  , x    

Μονάδες 6 

Δ2. Αν g(x)= lnx 
 

 
 , x > 0 ,  

να αποδείξετε  ότι η εξίσωση  f(g(x)) = 0 έχει μοναδική θετική ρίζα. 

Μονάδες 5 

Δ3. Να βρεθεί το παρακάτω όριο :  

Μ =    
    

      )  1       )] 

Μονάδες 5 

Δ4. Ένα σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης y = f(x), x≥0 , με  x=x(t) 

και y=y(t).  

Να βρείτε σε ποιο σημείο της καμπύλης, ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης 

y(t) του Μ ,είναι ίσος με το μισό του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης x(t) , αν 

ισχύει x΄(t) > 0  για κάθε t≥0. 

Μονάδες 4 

Δ5. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και f-1 έχουν κοινή 

εφαπτομένη τον άξονα συμμετρίας τους, αν θεωρηθεί ότι η f-1 είναι 

παραγωγίσιμη. 

Μονάδες 5 

ΟΔΗΓΙΕΣ   για τους εξεταζομένους) 

1. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο 
στυλό με μελάνι που δεν σβήνει . Μολύβι επιτρέπεται, μόνο αν το ζητάει η 
εκφώνηση. 

2. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή . 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

Ο ΕΙΣΗΓΗΤΗΣ του Διαγωνίσματος 

ΙΩΑΝΝΗΣ ΣΑΛΑΜΑΝΗΣ, μαθηματικός του 3ου ΓΕΛ Γιαννιτσών 
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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ  

από τον επιμελητή του 

  

Ιορδάνη Χ. Κοσόγλου, Msc μαθηματικό του ΓΕΛ Eξαπλατάνου 

 

ΘΕΜΑ A 

A1. Σελίδα 99 σχολικού βιβλίου 

Α2. Σελίδα 73 σχολικού βιβλίου 

Α3. Σελίδα 74 σχολικού βιβλίου. 

Α4.  α )Σ    β )Σ   γ )Λ   δ )Σ   ε )Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  
 =    
 > 0
   

  
 =   

 > 0
   

   , συνεπώς η  f(lnx)=
 

 
     1 ισοδύναμα  

γίνεται : f(u)=          1 =       1,      

 

B2. Θα αποδείξω με τον ορισμό ότι η f(x)   είναι γνησίως φθίνουσα 

συνάρτηση. 

Για κάθε x1, x2 R με x1<x2  -x1-1>-x2-1  (1) 

Επίσης,   x1<x2   -x1 > -x2       >       (2) 

Με πρόσθεση κατά μέλη των  1) ,  2) προκύπτει ότι f(x1) > f(x2) 

Άρα η f(x) είναι γνησίως φθίνουσα και έχει το πολύ μια ρίζα. 

Επίσης f(0) = 1-0-1=0  , άρα μοναδική ρίζα η x = 0. 

 Για κάθε x > 0   f(x) < f(0)   f(x) < 0 
 Για κάθε x < 0   f(x) > f(0)   f(x) > 0 
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       + 1 ,  x   

      1     

f(x)  < f(-1)   

x > -1   

B3.  

    )       )   + 1) = 1   

f(x) –e + 1 = 
 

    )  
  

0 =       )  )      )   )  1   

  0) =      )   )   

f(f(x)-e) = f(0)       

   )   = 0 

   ) =     

                                                 ) =    1)     γνησίως φθίνουσα άρα 1-1) 

 =    1        

 

Β4. Κ =    
    

   

    )
 =    

    
 
   

 
 

 

   ) 
 = 1    ∞) = -∞, γιατί 

   
    

   ) =    
    

       1) = 0 , και για κάθε  > 0  ί         Β2 

ότι f(x)    0 , συνεπώς     
    

 

   )  
=  ∞ 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f(x)  γράφεται : f(x)  = ln         + 1) =   
  

    
=   

      

    
 

f(x) = ln(1 
 

    
) 

Θα αποδείξω με τον ορισμό ότι η f(x)  είναι γνησίως αύξουσα στο  . 

Έστω x1, x2   , με  x1<x2      + 1     + 1  
 

     
>

 

     
  

 
1

   + 1
  

1

   + 1
 1  

1

   + 1
 1  

1

   + 1
  

   1  
1

   + 1
      1  

1

   + 1
) 

f(x1)  < f(x2)   

Συνεπώς είναι 1-1 άρα αντιστρέφεται .Το πεδίο ορισμού της 

αντίστροφης είναι το σύνολο τιμών της f(x). 

   
    

   ) =    
    

  
  

  + 1
= 

  
  

    

   
  0+

   =  ∞ 

   
    

   ) =    
    

  
  

  + 1
= 

  
  

    

   
  1

   = 0 

Συνεπώς f Α)=(-∞, 0) και είναι το πεδίο ορισμού της f-1(x)  

 

Γ2.  

x+2022 =ln(1+   )   

   ln(1+   ) =  2022   

f(x)=-2022 

Η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής με Α =   , γνησίως αύξουσα και με 

σύνολο τιμών f Α) =  -∞,0) , συνεπώς παίρνει όλες τις τιμές του f Α), 

άρα υπάρχει μοναδικό      τέτοιο ώστε να ισχύει f(xο) = -2022. 
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Γ3.  

      ΄  )  )  
1

2
   

f(2 f΄ x)-1)<- ln2   

f(2 f΄ x)-1)< f(0)   

2 f΄ x)-1<0   

f΄ x) < 
 

 
   

f΄ x) < f΄ 0)   

 > 0  ,γιατί η f΄ x) = 
 

    
 εύκολα αποδεικνύεται,  

και με τον ορισμό ό,τι είναι γνησίως φθίνουσα ! 

Έστω x1, x2   , με  x1<x2      + 1     + 1  
 

     
>

 

     
  

f΄ x1)> f΄ x2) 

 

Γ4. Θα βρω την εφαπτομένη της g(x) στο 1. 

y-g(1) = g΄(1)(x-1) 

y - 
 

 
+   2 =

 

 
   1)   =

 

 
    2 , γιατί  

    g΄(x)=( 
 

 
     +

 

 
 )΄ =

 

 
 

 

  
 

 

 1  
 

  
 =

 

 
 

 

    

    

  
=

 

 
 

    

      )
 

Για να εφάπτεται στην Cf . στο  xo,f(xo)) πρέπει να ισχύουν: 

 f΄ xο) = 
 

 
     + 1 = 2     = 1   ο = 0 

 Και το σημείο επαφής  0, f(0)) = (0,- ln2) , να ικανοποιεί την 

 =
 

 
    2, που ισχύει. 

Γ5.  

Λ =    
    

     )     

     )
= 

     )

   
    

   )    

   
=    

    
 
   )    )

 

 
   

 

 = 

=f΄ 0) 1 = 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R   για την οποία ισχύουν :  

     )  
 

    )
 =2x  , x    

  f(0) =0    
 

Δ1.       )  
 

    ) =2x        )  2     ) +   = 1 +    

γ2( ) = 1 +    ,     , όπου γ  ) =     )    

γ  )  0 για κάθε     και γ 0) =    0 = 1 > 0 

Άρα από συνέπειες Θ. Μπολτζάνο είναι θετική στο  . 

Συνεπώς γ  ) =     + 1   ή       )   =    + 1 

    ) =  +    + 1, και  +    + 1 > 0 γιατί ; Δες πλαίσιο! 

f(x)=ln(x+   + 1)  , x    

 

 

 

Δ2. Η f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα την  = 0 , γιατί  

f(x)= 0   ln(x+   + 1)  =0      +    + 1 =   1 

x+   + 1=1     + 1 = 1      = 0 

Η εξίσωση  f(g(x)) = 0 , x > 0 έχει ρίζα αν g(x) = 0 

Η g(x)= lnx 
 

 
 , x > 0 ,  είναι γνησίως αύξουσα  εύκολα μέσω του ορισμού)  

Και    
    

   ) =  ∞  ,     
    

   ) = +∞ , συνεπώς κοντα στο 0 είναι 

αρνητική και κοντά στο +∞ θετική άρα από Θ.Μποτζάνο έχει 

μοναδική θετική ρίζα. 

Εναλλακτικά μπορείτε να κάνετε Θ. Μπολτάνο στο [1,2]. 

  

x2< x2+1 |x|<   + 1        + 1       + 1   

 +    + 1 >0 
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Δ3. Το όριο γράφεται :  

Μ =    
    

 
    )  

   )
    )     ) =  0 , γιατί είναι  

   
    

   )     ) = 
     )

   
    

    =0 

   
    

    )  1

   )
= 

     )

   
    

     

  0
= 1 

 

Δ4. y΄(t).= (ln(x(t)+    ) + 1))΄ =
 

   )      )  
[ ΄  ) +

 ΄  )   )

     )  
 ] 

Μετά την απλοποίηση προκύπτει :  y΄   ) = 
 ΄  ο)

      )  
 

 

Σύμφωνα με τα δεδομένα θέλω να ισχύει y΄ t).=
 ΄  )

 
 για κάθε t ≥0 

Άρα θα πρέπει να ισχύει :       ) + 1 = 2   2   ) = 3 

To σημείο της καμπύλης, που ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης y(t) του Μ 

,είναι ίσος με το μισό του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης x(t) , 

είναι το   3,    3)). 
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Δ5.  

Για να εφάπτεται στην Cf . στο  xo,f(xo)) πρέπει να ισχύουν: 

 f΄ xο)=1  
 

   
   

= 1    
 + 1 = 1    = 0 

 Και με δεδομένο το σημείο επαφής  0,0), η  =  , είναι όντως 
εφαπτομένη της f(x). 

 Το  0,0) ανήκει και στην f-1(x). 

 Αρκεί τέλος να ισχύει  f-1)΄ 0)=    
   

     )

 
=1 

Με την αντικατάσταση  =    ) προκύπτει άμεσα! 
 

 

 

 

 


