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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1.   Σχολικό βιβλίο σελίδα 117.  
Α2.   Σχολικό βιβλίο σελίδα 76. 
Α3.   α) Σχολικό βιβλίο σελίδα 104. 
         β)  Σχολικό βιβλίο σελίδα 104.                  
Α4.    α)    Λ,     β)   Λ,     γ)    Λ,     δ)   Λ,    ε)    Σ.   
           
 
ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Αν fD , 2 


 και  gD 1,   τα πεδία ορισμού των f και g αντίστοιχα, τότε η h  

        ορίζεται για εκείνα τα  hx D , όπου: 

        
 


 

g

h

f

x 1, x 1x D x 1 x 1
D 1 , 3

x 1 2 x 3g(x) D x 1 , 2 x 1 2

         
         

            

   

         και δεδομένου ότι    
24 2 2f x x 4x 4 x 2     , η h θα έχει τύπο:              

                    
22 2

h x f g x f g x x 1 2 x 3 .       
  

 Άρα      
2

h x x 3 , x 1,3 .    

Β2.   Για κάθε  1 2x ,x 1,3 ,   έστω 1 2x x  . Τότε θα είναι: 

        1 2x x , άρα 1 2x 3 x 3    και δεδομένου ότι 1 2x 3 0 και x 3 0      στο  1,3 ,  

          τότε    
2 2

1 2x 3 x 3   , οπότε    1 2h x h x .  Άρα h γνησίως φθίνουσα. 

          Είναι    
2

h x y x 3 y    και εφόσον  
2

x 3 0  , θα είναι και y 0 . 

          Άρα  
x 3

2
x 3 y x 3 y x 3 y x 3 y



            . 

          Όμως  x 1,3 , άρα 
  

            
3

1 x 3 1 3 y 3 2 y 0 άρα 0 y 4 . 

          Οπότε έχουμε            1h x y x h y x 3 y , y 0,4 . 

          Ο τύπος λοιπόν της αντίστροφης είναι:       1h x 3 x , x 0,4 . 
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Β3.        
(i)    

α)   
   

   
1 1

1

u 0

h u 4 h 4 1 1
lim h 4

u 42 4

 





   
     

 
  , δεδομένου ότι  

               
    1 1

h x 3 x , x 0, 4 .
2 x

. 

 

                      β)    
   

 
2

2x 3 x 3 x 3

1 1
lim lim , αφού lim x 3 0

h x x 3  

 
        

  

                                                                                          
2

και x 3 0 κοντά στο 3.    

                      γ)       
2

11

h x x 3

x 3 x 3
lim α lim α



 

 
 

 
 

,  όπου αν θέσουμε 
 

2

1
u

x 3



 , θα είναι  

                            
 

0 2x 3

1
u lim

x 3
  


,  οπότε το όριο γίνεται u

u
lim α 0


  αφού 0 < α < 1.  

(ii) Είναι           
2 21h x h x 0 x 3 3 x 0 x 3 3 x 0            . 

Θέτουμε    
2

Φ x x 3 3 x    , η οποία : 

 είναι συνεχής στο  1,2  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων   

 μας δίνει  Φ 1 2 0   και      Φ 2 2 2 0 , άρα    Φ 1 Φ 2 0   

                   Σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον  ένα  0x 1,2  τέτοιο,           

                   ώστε να ισχύει  0Φ x 0 . Δηλαδή η εξίσωση    1h x h x 0   έχει μία  

                   τουλάχιστον λύση στο διάστημα  ( 1, 2). 
 
                 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.   (i)  θέτουμε    
 f x 1

g x
x 1





, οπότε  

x 1
limg x 0


 . Κοντά στο 1 όμως έχουμε: 

              
 

         
f x 1

g x f x 1 g x x 1 f x g x x 1 1
x 1


        


. 

              Συνεπώς:        
x 1 x 1
limf x lim g x x 1 1 0 1 1 1 1
 

         . Εφόσον f συνεχής, θα  

              ισχύει:      
x 1
limf x f 1 f 1 1


    . 

        (ii) Για κάθε  x 0, 1 , έχουμε ισοδύναμα: 

                        
22 2 2 2 2 2 2f x x ln x 2xf x f x 2xf x x ln x f x x ln x           

                  
 

 
x 0,1

2 2

lnx 0
f x x ln x f x x lnx f x x lnx




          . 

              Θέτουμε συνάρτηση    Φ x f x x  , άρα η τελευταία γίνεται  Φ x lnx   (1). 
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              Για κάθε  x 0, 1 , είναι lnx 0  , οπότε   Φ x 0 , δηλαδή  Φ x 0 .  

              Αυτό σημαίνει ότι η συνεχής (ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων) συνάρτηση Φ(x)   

              διατηρεί το πρόσημό της στο διάστημα  0, 1 .  

              Για 
1

x
e

 , όμως έχουμε 
1 1 1 1 1

Φ f 1 1 0
e e e e e

   
           

   
. Άρα και η Φ(x) θα  

              είναι αρνητική συνάρτηση στο  0, 1 , δηλαδή Φ(x)<0  για κάθε  x 0, 1 . 

              Άρα η (1) για κάθε  x 0, 1 γίνεται : 

                    Φ x lnx Φ x lnx f x x lnx            

                 f x x lnx f x lnx x         .  

               Εφόσον  f 1 1  , είναι μια τιμή της  f που προκύπτει και από την ισότητα 

               f x lnx x  ,  ο τύπος της f είναι ο      f x lnx x , x 0, 1 . 

Γ2.    (i)        


    


f:γν.αύξ.

x 0
f A f 0, 1 limf(x) , f(1) , 1 , αφού  

x 0 x 0
limf(x) lim lnx x
 

      

         (ii) Η εξίσωση ισοδύναμα γίνεται:  

                      2 2f x α α 3 f x α α 2 1 f x α 1 α 2 1              

               Όμως 2 α 1   , οπότε      α 1 α 2 0 α 1 α 2 1 1         . 

               Συνεπώς ο αριθμός 2α α 3   ανήκει στο σύνολο τιμών της συνάρτησης f, άρα η   
               εξίσωση έχει τουλάχιστον μία ρίζα η οποία είναι και μοναδική, δεδομένου ότι η f   
               είναι γνησίως αύξουσα. 

Γ3.    Η συνάρτηση f στο διάστημα  
1 1
,

3 2

 
 
 

 , παρουσιάζει ελάχιστη τιμή m και μέγιστη  

         τιμή Μ. Άρα m f(x) M   για κάθε 
1 1
,

3 2

 
 
 

.   

         Άρα:      

m f(κ) M m f(κ) M

m f(λ) M 2m 2f(λ) 2M

m f(μ) M m f(μ) M

    
 

     
     

 

         Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει:  

          
f(κ) 2f(λ) f(μ)

4m f(κ) 2f(λ) f(μ) 4M m M
4

 
       ΄ 

         Δηλαδή ο αριθμός 
f(κ) 2f(λ) f(μ)

η
4

 
 , ανήκει στο σύνολο τιμών της f του  

         συγκεκριμένου διαστήματος 
1 1
,

3 2

 
 
 

, δηλαδή στο  
1 1

f , m,M
3 2

  
  

  
. 

         Άρα υπάρχει  0

1 1
x , 0,1

3 2

 
  
 

,  τέτοιο , ώστε να ισχύει 

          
     

       0 0

f κ 2f λ f μ
f x 4f x f κ 2f λ f μ

4

 
     . 
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          Δηλαδή η εξίσωση:         4f x f κ 2f λ f μ    έχει λύση  0x 0,1 .  

Γ4.    (i) Τα πεδία ορισμού των  f x lnx x   και    
1

f x lnx x 1
x

      είναι το   

               f fD D 0, 1  . Άρα το πεδίο ορισμού της σύνθεσης της f’ με την f είναι: 

              

 

 
f

f f

f

x 0,1 0 x 1 0 x 1 0 x 1
x D 1

D ,11 1 11f (x) D 20 1 1 1 2 x 11 0,1
x x 2x





         
      

                         
  

 

              Έχουμε  
 

 
x 0 x 0 x 0

f x lnx x 1
lim lim lim lnx x

x x x   

     
          

    
,   

                              (διότι  
x 0 x 0

1
lim lnx x , lim

x  
     ) 

              Άρα για το 
  
 x 1

f f x
lim

f x

 
 
 
 

, θέτουμε  f x u  , άρα  0
x 1 x 1

1
u limf x lim 1 0

x 

 
    

 
. 

             Το όριο γίνεται: 
 

u 0

f u
lim

u

 
  

 
. 

        (ii) Ομοίως για το  
  f x

x 0
lim 2




 , θέτουμε    

2

1
u f x

x
,  

               άρα  
x 0

0 2x 0 x ο

1
u limf x lim

x



 

 
     

 
, οπότε το όριο γίνεται: u

u
lim 2 0


 .
 

   
 
ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1. Εφόσον 
x x

x x
lim xf x 3 lim x f 1 3

x 3 x 3 

       
                  

,  

        αν θέσουμε 
x

u
x 3




, τότε  
x 3u

u u x 3 x x
x 3 1 u

     
 

    και 

       0
x x

x x
u lim lim 1

x 3 x 
  


, άρα το αρχικό όριο γίνεται :   

         
  

u 1 u 1

3u f u 13u
lim f u 1 3 lim 3

1 u 1 u 

  
           

. Δηλαδή 
  

x 1

3x f x 1
lim 3

1 x

 
 

  

. 

       Θέτουμε  κοντά στο 1,  
  3x f x 1

g x
1 x





, οπότε  

x 1
limg x 3


 .  

        Κοντά στο 1 όμως έχουμε: 

         
  

       
  3x f x 1 g x 1 x

g x 3x f x 1 g x 1 x f x 1
1 x 3x

 
       


. 
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       Συνεπώς:  
    

 

   
     

 
x 1 x 1

g x 1 x 3 1 1
limf x lim 1 1 1

3x 3
.  Εφόσον f παραγωγίσιμη, θα    

       είναι και συνεχής, οπότε  ισχύει:      
x 1
limf x f 1 f 1 1


   . 

       Επιπλέον έχουμε: 

        
   

  
  
 

 
x 1 x 1 x 1 x 1

g x 1 x
1 1f x f 1 g x 1 x g x 33xlim lim lim lim 1

x 1 x 1 3x x 1 3x 3 1   


  

       
   

. 

        Άρα  f 1 1   . 

 

Δ2.   (i)   Η εξίσωση της εφαπτομένης στην fC  στο σημείο της Μ(1,1), είναι: 

                      ε : y f 1 f 1 x 1 y 1 1 x 1 y x 2               

        (ii)  Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση 
   

     
f α f β 1

f α f β x 1 x 0
x x 1


      


,     

               έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα   1, 0 . 

               Θέτουμε        h x f α f β x 1 x     , η οποία: 

 είναι συνεχής στο  1, 0 , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

 μας δίνει:          h 1 f α f β 1 1 1 1 0           και 

                              h 0 f α f β 0 1 0 f α f β         

             Αρκεί λοιπόν να μάθουμε το πρόσημο του γινομένου    f α f β . 

             Εφόσον οι γραφικές παραστάσεις των συνεχών f και fδεν τέμνουν τον άξονα x΄x,    

             τότε θα ισχύει  f x 0 , για κάθε x R    και  f x 0 , για κάθε x R   .  

             Όμως  f 1 1 0   και  f 1 1 0    , συνεπώς θα είναι   f x 0 για κάθε x R     

             και  f x 0 για κάθε x R   . 

             Άρα    f α 0 , f β 0  ,  δηλαδή       f α f β 0 h 0 0    .   

             Αφού λοιπόν    h 1 h 0 0   , τότε σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα    

             τουλάχιστον   ρ 1, 0  τέτοιο, ώστε να ισχύει  h ρ 0 . Δηλαδή η εξίσωση:   

             
   f α f β 1

h(x) 0
x x 1


  


 ,  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα   1, 0 . 

 

Δ3.  Είναι    3P x κx λx μ   , άρα   2P x 3κx λ    και  P x 6κx  . 

         Έχουμε   3P 0 1 κ 0 λ 0 μ 1 μ 1          .  

                      2P 1 3f α f β 3κ 1 λ 3f α f β 3κ λ 3f α f β                (1). 

               P 1 6f α 6κ 6f α κ f α      .  Άρα η σχέση (1) γίνεται: 

                    3κ λ 3f α f β 3f α λ 3f α f β λ f β            . 

        Τελικά ο τύπος της πολυωνυμικής συνάρτησης είναι       3P x f α x f β x 1.    
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 Δ4.   (i)     Για κάθε 1 2x ,x R ,  έστω 1 2x x  . Τότε θα είναι: 

                 1 2x x , άρα 3 3
1 2x x   και δεδομένου ότι  f α 0 , τότε θα είναι 

                    3 3
1 2f α x f α x  (2). 

           Επιπλέον  1 2x x   και δεδομένου ότι    f β 0 f β 0     , τότε θα είναι 

            1 2f β x f β x     , άρα και     1 2f β x 1 f β x 1        (3).  

           Προσθέτοντας κατά μέλη τις  (2) και (3) προκύπτει: 

                      3 3
1 1 2 2 1 2f α x f β x 1 f α x f β x 1 P x P x         

            Άρα  P x  γνησίως αύξουσα.  Η  P x  είναι λοιπόν και 1 – 1 , άρα αντιστρέφεται.    

            Το πεδίο ορισμού της  1P x
 είναι το σύνολο τιμών της  P x . 

            Άρα          
 

   
Pγν.αύξ.

x x
Ρ R P , lim Ρ x , lim Ρ x . Έχουμε λοιπόν: 

                    3 3

x x x
lim Ρ x lim f α x f β x 1 lim f α x
  

        , αφού  f α 0  και  

                    3 3

x x x
lim Ρ x lim f α x f β x 1 lim f α x
  

      . 

           Επομένως:         
x x

Ρ R lim Ρ x , lim Ρ x , R
 

     . 

                                     

           (ii)  Παραγωγίζοντας κατά μέλη την σχέση   1P P x x  , έχουμε:    

                        1 1P P x P x 1       .  Άρα για x=1 προκύπτει:         1 1P P 1 P 1 1        (4). 

                  Όμως    
P(0) 1

1 1P 1 P P(0) 0


   . Δεδομένου ότι      2P x 3f α x f β   ,  

                  η (4) τελικά μας δίνει:   

                             
   

    
P 0 f β

1 1 1 1P P 1 P 1 1 P 0 P 1 1 f β P 1 1
 

                

    

                    
 

1 1
P 1

f β
 

  


. 

                    

                  
 

 


