
Διαγώνισμα προσομοίωσης χειμερινής περιόδου 

στα Μαθηματικά προσανατολισμού 

2022-2023 

Συμμετέχουν τα σχολεία: 

2ο Περιστερίου - 14ο Περιστερίου - 2ο Πετρούπολης  
 

Θέμα Α 
Α1. Πότε μια συνάρτηση f λέγεται 1-1;  

μονάδες 4 

A2.Έστω συνάρτηση  f, είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [ , ]  . Αν 

        η f είναι συνεχής στο [ , ]   και 

           f f    

να αποδείξετε ότι για κάθε αριθμό η μεταξύ των  f   και  f   υπάρχει ένας, τουλάχιστον  0x ,    

τέτοιος, ώστε  0f x   . 

μονάδες 7 

Α3.Σε μία άσκηση ζητήθηκε να υπολογιστεί το όριο 
x

ημx
lim

x
και ένας μαθητής έγραψε τα εξής: 

«
x x x x x

ημx 1 1
lim lim ημx lim lim ημx 0 lim ημx 0

x x x    

 
       

 
» . 

Ο καθηγητής του όμως που είδε τη λύση της άσκησης του είπε ότι είναι λάθος. Μπορείτε να βρείτε που 

έχει λάθος ο μαθητής στη λύση που έκανε; 

μονάδες 4 

Α4. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό:  

   «Αν για μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο διάστημα  α,β     f α f β τότε για κάθε αριθμό η  

     μεταξύ των  f α  και  f β  υπάρχει ένας, τουλάχιστον  0x α,β τέτοιος, ώστε  0f x η ». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

μονάδες 1+3 

Α5.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

     α) Η συνάρτηση  
1

f x
x

  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

. 

     β) Αν  
0x x

lim f x 0


  και  f x 0  κοντά στο 
0x , τότε 

 0x x

1
lim

f x
  . 

     γ) Αν    f x g x   για  κάθε x  και  
0x x

lim g x


  τότε και  
0x x

lim f x


  . 

μονάδες 6 

 

Θέμα Β 
 

Δίνονται οι συναρτήσεις  f x x ,   2g x x 4x 3    και   3h x x  . 

Β1. Να βρείτε την συνάρτηση f g . 

μονάδες 5 

Β2. Να βρείτε την συνάρτηση f h . 

μονάδες 5 

Έστω    2f g x x 4x 3   , x ( ,1] [3, )    και    3f h x x  , x ( ,0]  . 



Β3. Αν φ f h  να δείξετε ότι η φ αντιστρέφεται και να βρείτε την 1φ . Στη συνέχεια να  υπολογίσετε το 

 
x 0

φ x
lim

x
 . 

μονάδες 8 

Β4. Να υπολογίσετε το 
 x 1

1 x
lim

f g (x) g(x)




 . 

μονάδες 7 

 

Θέμα Γ 
Έστω η συνεχής στο  0,  συνάρτηση f  για την οποία ισχύει:    2 2f x 2f x ημx x 2xημx , x 0   

και 
π π

f 2.
2 2

 
  

 
 

Γ1. Να δειχθεί ότι  f x x 2ημx , x 0.    

μονάδες 7 

Γ2. Να βρεθεί το όριο 3

3x

1
lim x f .

x

  
  
  

 

μονάδες 5 

Γ3. Να δειχθεί ότι η εξίσωση  f x α , α 0  έχει μία τουλάχιστον θετική ρίζα. 

μονάδες 6 

Γ4. Να βρεθεί το όριο  f x

x
lim λ για τις διάφορες τιμές του λ 0.


  

μονάδες 7 

 

Θέμα Δ 

Δίνεται οι συναρτήσεις    xf x ln e 1 x 2023      και    2023 x 2023g x ln e e   . 

Δ1. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες.  

μονάδες 5 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρεθεί η αντίστροφη συνάρτηση της f. 

μονάδες 1+4 

Δ3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση    1f x f x 0   έχει μοναδική ρίζα στο  ,0 . 

μονάδες 5 

Δ4. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση      2023h x f x f x ,x 0    είναι γνησίως φθίνουσα. 

μονάδες 4 

Δ5. Να λύσετε την  ανίσωση         2023 x 2x 2023 2x xf e 2 f e f e f e 2 , x 0           . 

μονάδες 6 

 

 

 

 

 

 

 

Ευχόμαστε επιτυχία! 

 

 

 

 

 

 



ΛΥΣΕΙΣ 

 

Θέμα Α 
Α1. Μια συνάρτηση f :A   λέγεται συνάρτηση 1 1 , όταν για οποιαδήποτε 

1 2x ,x A  ισχύει η 

συνεπαγωγή:   αν 
1 2x x  ,  τότε    1 2f x f x . 

 

Α2. Ας υποθέσουμε ότι    f f   . Τότε θα ισχύει    f f    .Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση  

   g x f x  ,  x ,   , παρατηρούμε ότι: 

 η g είναι συνεχής στο [ , ]   και   

    g g 0   ,αφού    g f 0     και  

   g f 0     .  

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει  0x ,    τέτοιο, ώστε    0 0g x f x 0 

,  οπότε  0f x   .     

 

Α3.Δεν ισχύουν οι ιδιότητες ορίων αφου το 
x
lim ημx


δεν υπάρχει. 

 

A4.α) Ψευδής 

β) Έστω  
x, 0 x 1

f x
x 1, 1 x 2

 
 

  
 . 

Όπως φαίνεται και στο διπλανό σχήμα, επειδή η f δεν είναι  

συνεχής, δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις ενδιάμεσες τιμές. 
 

 

Α5. α) Λ  β) Σ   γ) Λ 

 

Θέμα Β 

fD [0, )  , gD  ,
hΑ   

B1. f gΑ = g f{x A / g(x) A }  = 2{x / x 4x 3 0}    = ( ,1] [3, )    

και   f g x =   f g x =
2x 4x 3  . 

B2. 
f hΑ =

h f{x A / h(x) A }  = 3{x / x 0}   = ( ,0]  και  f h (x) =   f h x =
3x . 

 

B3. Είναι   3φ x x   με  x 0  

A΄ τρόπος Για κάθε 
1 2x ,x ( ,0]  με 

1 2x x 3 3

1 2x x  3 3

1 2x x  
3 3

1 2x x   

1 2φ(x ) φ(x )  άρα η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της. 

Β΄ τρόπος Για κάθε 
1 2x ,x ( ,0]  με  

1 2f (x ) f (x ) 3 3

1 2x x    3 3

1 2x x   3 3

1 2x x  1 2x x   

Άρα η φ  είναι 1-1 και αντιστρέφεται.  

Θέτω με x 0 , y=φ(x)
3y x    

y 0
2 3y x



 
3 2x y 

23x y   που προφανώς x 0 για κάθε y

0 . 

Άρα φ(Α)=[0,+ )= 1φ
Α  και 

31 2φ (x) x    

A΄ τρόπος   
x 0

φ(x)
lim

x
=

3

x 0

x
lim

x


=

3

x 0

x
lim

x






=

3

x 0

x
lim

x





=

2

x 0
lim( x ) 0


                        

4 μ 

Α1 

7 μ 

Α2 

2μ 

1μ 2+2

μ 

1μ 

4 μ 

Α3 

3x2 μονάδες 

5 μ 

Β1 
2μ 

1μ 

2μ 
5 μ 

Β2 

8 μ 

Β3 

3μ 2μ 

3μ 

1μ 

2+2μ 

1+3 μ 

Α4 



Β΄ τρόπος 
x 0

φ(x)
lim

x
=

3

x 0

x
lim

x


=

2

x 0

x x
lim

x

 
=

x 0

x x
lim

x


=

x 0

x x
lim

x


=

x 0

x x
lim

x

 
= 

             
x 0
lim( x) 0


    

 
 

B4. A΄ τρόπος   
 x 1

1 x
lim

f g (x) g(x)




=

2 2x 1

1 x
lim

x 4x 3 x 4x 3




    
=

x 1

1 x
lim

(x 1)(x 3) (x 1)(x 3)




    
=

x 1

1 x
lim

( x 1)( x 3) (x 1)(x 3)




      
=

x 1

1 x
lim

1 x x 3 ( x 1)(x 3)




      
=

x 1

1 x
lim

1 x[ 3 x 1 x(x 3)]




    
=

x 1

1
lim

3 x 1 x(x 3)
    

=

1 2

22
 . 

Β΄ τρόπος    
 x 1

1 x
lim

f g( x) g(x)




=

 x 1

1
lim

f g (x) g(x)

1 x

 



=
2 2x 1

1
lim

x 4x 3 x 4x 3

1 x

     



=

x 1

1
lim

(x 1)(x 3) (x 1)(x 3)

1 x

     



=
x 1

1
lim

(x 1)(x 3) (x 1)(x 3)

1 x 1 x

    


 

=

x 1

1
lim

(x 1)(x 3) (x 1)(x 3)
1 x

1 x 1 x

    
 

 

=
x 1

1
lim

(x 1)(x 3)
3 x 1 x

x 1

  
  



=
x 1

1
lim

3 x (x 3) 1 x
    

=
1 2

22
 . 

 

 

Θέμα Γ 
Γ1. Για x 0 έχουμε:    2 2f x 2f x ημx x 2xημx   

   2 2 2 2f x 2f x ημx ημ x x 2xημx ημ x          
2 2

f x ημx x ημx   

        
2 2

f x ημx x ημx f x ημx x ημx 1         

Έστω    g x f x ημx , x 0   τότε      1 g x x ημx 2 .   Άλλα x 0 οπότε ημx x 

x ημx x   κατά συνέπεια  x ημx 0 x ημx x ημx 3       
 

   
3

2 g x x ημx 0 4    και 

επειδή g συνεχής στο  0, ως διαφορά συνεχώνη g διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  0, .  

Άλλα 
π π π

g f ημ
2 2 2

   
    

   
 

π π π π
g 2 1 g 1 0

2 2 2 2

   
          

   
.Άρα  g x 0, x 0   οπότε 

 g x x ημx    

   f x ημx x ημx f x x 2ημx , x 0        

 

 

 

 

7 μ 

Β1 

7 μ 

  Γ1 

1+2μ 

2μ 2μ 2+1+1μ 

2 μ 

3 μ 

1+2μ 1+1μ 



Γ2. Έχουμε: 3 3 3

3 3 3 3x x x

1 1 1 1
lim x f lim x 2ημ 1 2 lim x ημ 1 2 3

x x x x  

        
              

        
 

Γιατί για το 3

3x

1
lim x ημ

x

 
 
 

αν θέσουμε 
3

3 3x x

1 1 1
u x 0,οπότε lim u lim 0

ux x 
      οπότε 

3

3x u 0 u 0

ημu1 1
lim x ημ lim ημu lim 1

u ux    

   
     

   
 

 

Γ3. Έστω η συνάρτηση    h x f x α , α 0, x 0.   

        
x 0 x 0 x 0 x 0
lim h x lim f x α lim x 2ημx α lim x 2ημx α α 0

      
           Άρα υπάρχει  

 1 1x που ανήκει στην γειτονιά του 0 ώστε h x 0 

        
x x x x x

ημx
lim h x lim f x α lim x 2ημx α lim x 2ημx α lim x 1 2 α

x    

  
            

  

 
ημxημx ημx ημx1 1 1 1

1 2 0 α γιατί
x x x x x x x x

               

κριτήριο παρεμβολής

x x x

ημx1 1
και lim lim 0 lim 0

x x x  

 
      
 

. Άρα υπάρχει 

 2 2x που ανήκει στην περιοχή του ώστε h x 0   και επειδή η h είναι συνεχής στο 

   1 2x , x 0,  από το θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον    0 1 2x x , x 0,   τέτοιο ώστε 

     0 0 0h x 0 f x α 0 f x α      . 

Γ4. Έχουμε      
Γ3

x x x x

ημx
lim f x lim x 2ημx lim x 2ημx lim x 1 2

x   

  
         

  
 

Οπότε αν y=  f x τότε  
x x
lim y lim f x
 

   . 

Άρα αν  f x y

x y
0 λ 1 έχουμε lim λ lim λ 0.

 
     

Αν λ=1 έχουμε  f x y

x y y
lim λ lim 1 lim 1 1.
  

    

Αν 
 f x y

x y
λ 1 έχουμε lim λ lim λ .

 
     

 

Θέμα Δ 
Δ1. Είναι : 

x x 0e 1 0 e 1 e x 0         και 
x x x 02023e 2023 0 2023e 2023 e 1 e x 0 x 0               οπότε οι συναρτήσεις  f και  g 

έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού  ,0 . 

 Επίσης        
x x

x x x 2023

x 2023 x 2023 x 2023

e 1 e 1
f x ln e 1 x 2023 ln e 1 ln e ln ln

e e e



  

   
             

 

     x 2023 2023f x ln e e g x    . 

Άρα οι συναρτήσεις f,g είναι ίσες. 

 

Δ2. Για κάθε 
1 2x ,x   με 

1 2x x  είναι: 

1 2 1 2 1 2x x x x x x

1 2 1 2 1 2

e e e e e 1 e 1

x x x 2023 x 2023 x 2023 x 2023

            
    

                

   
   

1 2

1 2

x x

x x

1 2

1 2

ln e 1 ln e 1
ln e 1 x 2023 ln e 1 x 2023

x 2023 x 2023

     
         

    

 οπότε    1 2f x f x .   

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα οπότε είναι 1-1 επομένως  αντιστρέφεται. 

5 μ 

  Γ2 

6 μ 

Γ3 

7 μ 

Γ4 

5 μ 

Δ1 

1+4μ 

Δ2 

1+2μ 2+3 μ 

2 μ 

2+1μ 

1 μ 

1+2μ 1+2μ 1+2μ 1+2+2+2μ 

2μ 

3 μ 



Είναι        1

f

f xx 0
Α f ,0 lim f x , lim f x

 
   

>

 αφού 

     
k x 2023

x 2023 2023 k 2023

x 0 x 0 x 0 , k 2023

k 2023

lim f x lim ln e e lim ln e e ,
   



 
 

   



       

     
u x 2023

x 2023 2023 u 2023

x x x , u
u

lim f x lim ln e e lim ln e e
 

 

   


      . 

Θέτουμε    f x y g x y    οπότε  
2023

2023 x 2023 2023 x 2023 y 2023 y

x

e
ln e e y e e e e e

e

           

 
2023 2023 2023

x 1

2023 y 2023 y 2023 y

e e e
e x ln f y ln

e e e e e e

    
  

    οπότε η 1f   έχει τύπο : 

 
2023

1

2023 x

e
f x ln ,x

e e

  


. 

 

Δ4.Είναι   1f f
D D ,0   . Έστω        1β x f x f x , x ,0    .  

Για κάθε  1 2x ,x ,0   με 
1 2x x  είναι      1 2f x f x 1  και 

           
f

1 1 1 1

1 2 1 2f f x f f x f x f x 2     
2

. 

Με πρόσθεση κατά μέλη των (1), (2) προκύπτει ότι 

             1 1

1 1 2 2 1 2f x f x f x f x β x β x β ,0       2  

1ος τρόπος: Επειδή  
x 0
lim f x


  είναι  1

x
lim f x 0


 . 

2ος τρόπος:  
2023 2023

1

2023 x 2023x x

e e
lim f x lim ln ln ln1 0

e e e 0



 
   

 
 

Είναι      1

x x
lim β x lim f x f x

 
       και        1 1

x 0 x 0
lim β x lim f x f x f 0

 

 

 

         

Η β είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  ,0 , οπότε έχει αντίστοιχο συνολο τιμών το  

       
xx 0

β ,0 lim β x , lim β x
 

   . 

Επειδή το 0 περιέχεται στο σύνολο τιμών της β και η β είναι γνησίως φθίνουσα, υπάρχει μοναδικό  

 ρ ,0   τέτοιο ώστε      1β ρ 0 f ρ f ρ 0     

 

 

Δ3. Για κάθε 
1 2x ,x   με 

1 2x x  είναι:  

         2023 2023

1 2 1 2f x f x (1) f x f x 2    αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα.   

Με πρόσθεση των σχέσεων  (1) και (2)έχουμε    1 2h x h x  άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο 

 ,0  . 

 

Δ5.  Έχουμε :        2023 x 2x 2023 2x xf e 2 f e f e f e 2            

           
h

2023 x x 2023 2x 2x x 2xf e 2 f e 2 f e f e h e 2 h e              
2

 

 
xe ω 0

x 2x 2x x 2

0

e 2 e e e 2 0 ω ω 2 0 ω 1 ω 2 0
 



 
                 

 
  

xω 2 0 ω 2 e 2 x ln 2        . 

 Όμως  x 0  η οποία είναι η τελική λύση της ανίσωσης όπως προκύπτει από συναλήθευση. 
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