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ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 05/01/2023 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 
 
Α1.   Σχολικό σελίδα 111. 
Α2.   Σχολικό σελίδες 128,129.                

                               
Α3.   α)     Σχολικό σελίδα 123                                                  
         β)      Σχολικό σελίδα 185.                 

                                
 

Α4.   α)     Λ.       β)     Λ.       γ)     Σ.        δ)     Σ.         ε)     Σ.   
 
 
 
ΘΕΜΑ Β 
 
Β1. Η f είναι παραγωγίσιμη  στο R άρα και συνεχής. Οπότε f συνεχής και στο 0x 0 . 

         Έτσι        
      

        3

x 0 x 0 x 0 x 0
lim f x lim f x lim x αx α 2 lim 2x ημx β   α 2 β.   

       Η f  παραγωγίσιμη  και στο 0x 0 , άρα 
       

  

 


x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim

x x
 , (1). 

       
     

 
   

 

   

     
    

23α 2 β
2

x 0 x 0 x 0 x 0

x x αf x f 0 x αx α 2 α 2
lim lim lim lim x α α.

x x x
 

       
   

      

    
      

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 2x ημx β β 2x ημx 2x ημx
lim lim lim lim 2 1 3.

x x x x x
  

       Από (1) : α = 3, οπότε     3 2 β β 1.  

        

       Για α = 3, β 1 ,  έχουμε:   
   

 
  

3x 3x 1 , x 0
f x

2x ημx 1 , x 0
.                                                                                                                                            

 

Β2.  Η f είναι παραγωγίσιμη  στο R, άρα είναι συνεχής στο 
 
 
 

π
1 ,

2
 και παραγωγίσιμη  στο 

        
 
 
 

π
1 ,

2
. Ακόμη        f 1 1 3 1 3,

 
     

 

π π π
f 2 ημ 1 π 2
2 2 2

,  
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        δηλαδή   
 

   
 

π
f 1 f ,

2
 οπότε η f δεν ικανοποιεί καθεμία από τις υποθέσεις του 

        Θεωρήματος Rolle στο διάστημα 
 
 
 

π
1 ,

2
. 

 

Β3.  Κατακόρυφη: 
 

      

   
       

 x 0 x 0 x 0 x 0

f x 2x ημx 1 ημx 1
lim g(x) lim lim lim 2 ,

x x x x
  

        αφού 
  

  
x 0 x 0

ημx 1
lim 1 και lim .

x x
 Επομένως η κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής 

        παράστασης της συνάρτησης g(x)  είναι η ευθεία x = 0. 

        Oριζόντια: 
 

   

   
         

 x x x x

f x 2x ημx 1 ημx 1
lim g(x) lim lim lim 2 2 0 0 2,

x x x x
 

        αφού 
 

 
x x

ημx 1
lim 0 (από κριτ. παρεμβολής ) και lim 0.

x x
 Επομένως η οριζόντια 

        ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης στο   της συνάρτησης g(x)  είναι η  

        ευθεία y = 2. 
 

Β4.  
   

   Β



 1

x 0

f x f 0
lim 3 από , άρα f 0 3

x
 αφού και   f 0 1.  

        Η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f στο σημείο  0,f(0) , έχει εξίσωση: 

                    (ε): y f 0 f 0 x 0 y 1 3x y 3x 1.   

         Η εφαπτομένη (δ) της γραφικής παράστασης της h στο σημείο  0 0x ,h(x ) , έχει 

        εξίσωση:       0 0 0(δ): y h x h x x x  . Η (δ) για να ταυτίζεται με την (ε) θα πρέπει να 

        ισχύει   0h x 3  και    0 0h x 3x 1 . Είναι      2h(x) 2ln(x 3) x 7x 25 , x 3 , άρα 

            


1
h (x) 2 2x 7 , x 3.

x 3
 Άρα        


0 0

0

1
h x 3 2 2x 7 3

x 3
 

                        
2

0 0 0 0 02 2x x 3 10 x 3 0 x 4 0 x 4.  

        

              2h(4) 2ln(4 3) 4 7 4 25 13.  Η σχέση       h 4 3 4 1 13 13  ικανοποιείται, άρα 

         η εφαπτομένη (δ) της γραφικής παράστασης της h στο σημείο  4,h(4) , έχει εξίσωση 

          y 3x 1,  δηλαδή ταυτίζεται με την ε.  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Αφού F είναι αρχική της συνάρτησης f στο  0, , ισχύει ότι         F x f x , x 0, . 

       Άρα        
       

                  
      

2 21 1 1 1
f x F x x 1 x lnx x 1 x x lnx x x

2 2 2 2
 

                                            
   

2 2 21 1 1 1
x x lnx x x lnx 2x 1 1 2x lnx x x x 1

2 2 2 x
 

               
 

 
  

                  
 

x 1 x1 1
1 2x lnx x 1 1 2x lnx 1 x x 1

2 x 2
  

               
  

               
 

1 1 2x 1
1 2x lnx 2 lnx 1 x lnx 1 , x 0

2 2 2
 . 

Γ2.     
                               

        

1 1 1 1 1
f x x lnx 1 x lnx x lnx lnx x

2 2 2 2 x
 

           
1

1 lnx , x 0
2x

. Η  f x
1

1 lnx , x 0
2x

     είναι συνεχής στο  0,  

         ως πράξη συνεχών.  

         Για κάθε 1 2x , x 0 , έστω 1 2x x , συνεπώς έχουμε: 

         1 2x x  ,   άρα 1 22x 2x  , οπότε 
1 2

1 1

2x 2x
, άρα   

1 2

1 1
1 1

2x 2x
   (1). 

         1 2x x  ,   άρα 1 2lnx lnx  , οπότε   1 2lnx lnx  (2). 

         Με πρόσθεση των (1) και (2) προκύπτει: 1 2

1 2

1 1
1 lnx 1 lnx

2x 2x
         1 2f x f x  . 

Άρα f  γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

        Το πεδίο ορισμού της αντίστροφης    
1

f x


  είναι το σύνολο τιμών της  f x . 

        Οπότε          


 
       

f γν.φθιν.

x x 0
f 0, lim f x , limf x , R , αφού: 

           
 

 
          

 x x

1
lim f x lim 1 lnx 0 1

2x
  και  

           
  

 
          

 x 0 x 0

1
lim f x lim 1 lnx 1

2x
. 
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Γ3.  Δεδομένου ότι f’ είναι γνησίως φθίνουσα,  η ανίσωση γίνεται:        

         
1 1 2x lnx

f 1 1
2x

   
   

 
    
f γν.φθιν.

1 1 2x lnx
f f 1 f 1

2x


   

       
  

 

         
 

  
1 2x lnx

1 f 1
2x

 
1

lnx 1 f 1
2x

         f x f 1  
f ' γν.φθίν.

x 1 . 

Γ4. Είναι     Μ x t , y t  και εφόσον κινείται πάνω στην γραφική παράταση της f θα ισχύει: 

             
    
 

1
y t x t ln x t 1

2
   (3) .  

      Ζητάμε το σημείο που την χρονική στιγμή για  0t t , θα ισχύει      0 0x t 2y t 0 , 

      δηλαδή τις τιμές των συντεταγμένων του     Μ 0 0x t , y t . 

      Με παραγώγιση κατά μέλη της (3), προκύπτει: 

                     
 
 

x t1 1
y t x t ln x t 1 y t x t ln x t x t

2 2 x t

     
                 

    
 

             
 

        
 

1 1
y t x t ln x t 1 x t y t x t ln x t 1

2x t 2x t

   
                      

   
. 

       Για  0t t , προκύπτει    
 

  
 

      
 

0 0 0

0

1
y t x t 1 ln x t

2x t
.   Άρα: 

                 0 0x t 2y t 0    
 

  0 0 0

0

1
x t 2x t 1 ln x t 0

2x t

 
         

 
   

          
 

  
  

        
   

0 0

0

1
x t 1 2 1 ln x t 0

2x t

 

 
  

   
       

 

0x t 0

0

0

1
1 2 1 ln x t 0

2x t
 

              01 2 f x t 0     0

1
f x t

2
       0f x t f 1   (αφού    

1
f 1

2
 ) 

         


 
f ' 1 1

0x t 1 .   Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το  Μ 1, 1 . 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.   Θέτουμε        g x f x 2 5 x , η οποία: 

 είναι συνεχής στο  2 , 3  

 μας δίνει         g 2 f 2 6 4 6 2  και        g 3 f 3 4 6 4 2 , άρα     g 2 g 3 0  

         Σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  0x 2 , 3  τέτοιο, ώστε:  

                         0 0 0 0 0g x 0 f x 2 5 x 0 f x 2 5 x  .  

Δ2.  α. Η  f είναι : 

 συνεχής στα διαστήματα  02 , x  και  0x , 3  

 παραγωγίσιμη στα διαστήματα  02 , x  και  0x , 3  

              συνεπώς ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης Τιμής σε καθένα από 

              τα διαστήματα    0 02,x και x ,3 .  

        β. Εφόσον η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης Τιμής στα διαστήματα 

                 0 02,x και x ,3 , τότε: 

           - υπάρχει ένα τουλάχιστον  1 0ρ 2 , x , ώστε  
       

   
 

0 0

1

0 0

f x f 2 2 5 x 4
f ρ

x 2 x 2
    

              
 

 
 

00

0 0

2 3 x6 2x

x 2 x 2
 και 

           - υπάρχει ένα τουλάχιστον  2 0ρ x , 3 , ώστε  
       

   
 

0 0

2

0 0

f 3 f x 6 2 5 x
f ρ

3 x 3 x
 

              
 

 
 

00

0 0

2 x 22x 4

3 x 3 x
 .           

         Συνεπώς    
    

    
 

0 0

1 2

0 0

2 3 x 2 x 2
f ρ f ρ 4

x 2 3 x
.             

Δ3.   Εφόσον     0 0f x 2 5 x  και η ευθεία y 3x 4   είναι ασύμπτωτη της γραφικής 

         παράστασης της f στο  , δηλαδή ισχύει 
 




x

f x
lim 3

x
 και   


  

x
lim f x 3x 4 , 

         το όριο γίνεται: 
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2 2 2 2

0 02 2x x

f x 2x 2x x 2x f x 2x 2x x 2x
lim x f x 6 lim x 2 5 x 6

xf x 3x xf x 3x 

        
        

       

 

        

 

 
 



   
 
    

 
 
 

2 2

02x

f x 2x 2x x 2x

xlim x 10 2x 6
xf x 3x

x

 

       

 

 
 



 
   

    
 

  

2

0
x

f x
2x 2 x 2x

xlim 2 2 x x A
f x 3x

 

        Έχουμε:  

 
 




x

f x
lim 3

x
    και      


  

x
lim f x 3x 4  

  


  0
x
lim 2 2 x x ,    αφού 


 

x
lim x  και  02 x 0  

  
     

  

 
     

              
 

2
2 2 2 2

2

2 2x x x

2x 2 x 2x 4x 4 x 2x
lim 2x 2 x 2x lim lim

2x 2 x 2x 2x 2 x 2x
 

2 2 x 0

x x x

4x 4x 8x 8x 8x
lim lim lim

2 2 2
2x 2 x 1 2x 2x 1 2x 1 1

x x x



  

    
              
     
                  

 



 
 
   
 

  
 

x

4
lim 2

2
1 1

x

. 

        Άρα το ζητούμενο όριο μας δίνει:  


   


3 2
A

4
. 
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Δ4.  
             

 

       
 

2 2

h 0 h 0

f 3 4h f 3 5h f 3 4h f 3 5hf 3 4h f 3 5h
lim lim

9h 9h
 

         
       

    


     
        

 
h 0

f 3 4h f 3 f 3 5h f 31
lim f 3 4h f 3 5h B

9 h h
.      Έχουμε: 

 
       

 

   
 

h 0 h 0

f 3 4h f 3 f 3 4h f 3
lim 4 lim

h 4h
,   θέτουμε u=4h, άρα 


 0

h 0
u lim4h 0οπότε 

το όριο γίνεται 
   

 


 
  

u 0

f 3 u f 3
4 lim 4f 3 8

u
 . 

  
       

 

   
  

h 0 h 0

f 3 5h f 3 f 3 5h f 3
lim 5 lim

h 5h
, θέτουμε u = –5h, άρα 

 


  0
h 0

u lim 5h 0 , οπότε το όριο γίνεται 
   

 


 
     

u 0

f 3 u f 3
5 lim 5f 3 10

u
 

            


      
f συνεχής

h 0
lim f 3 4h f 3 5h f 3 f 3 2f 3 12 . 

      Άρα το ζητούμενο όριο γίνεται:   Β         
1

8 10 12 24
9

. 

 


