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Διαγώνισμα μέχρι και κυρτότητα 
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Εξεταζόμενο Μάθημα: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

Σύνολο σελίδων: τέσσερις (4) 

ΘΕΜΑ Α  

Α1.  Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν ισχύουν :  

 Η f είναι συνεχής στο Δ και  
 f ΄(x)=0 για κάθε x εσωτερικό σημείο του Δ, 

να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή (f(x)=c ) σε όλο το διάστημα Δ. 

Μονάδες 7 

Α2. Να διατυπώσετε το Θεώρημα Ενδιαμέσων Τιμών (Θ.Ε.Τ). 

Μονάδες 4 

Α3. Πότε μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β] 
του πεδίου ορισμού της ; 

Μονάδες 4 

 

Α4.   Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα 
σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος , αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

 

α. Ισχύει     
   

      

 
 = 1. 

β. Αν     
   ο

 ( )  0 , τότε f(x) 0 κοντά στο xο. 

γ. Για κάθε ζεύγος συναρτήσεων f , g για τις οποίες ορίζονται οι συναρτήσεις 

f    και     , ισχύει f   =    

δ. Ένα τοπικό μέγιστο μιας συνάρτησης f μπορεί να είναι μικρότερο από ένα 

τοπικό ελάχιστο της f. 

ε. Για κάθε x    , ισχύει (ln|x|)΄= 
 

 
 

Μονάδες 10
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ΘΕΜΑ Β  

Δίνονται οι συναρτήσεις : 

f(x)=lnx , x 0 και g(x)=1      , x   . 

 

B1. Να οριστεί η συνάρτηση h=f   . 

Μονάδες 5 

Β2. Αν h(x)=(f   )( )=ln(1      ) , x 0 , να αποδείξετε ότι η h αντιστρέφεται 

(μονάδες 2) και να βρεθεί η αντίστροφη. (μονάδες 4) 

Μονάδες 6 

Β3. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις Cf , Cg  των συναρτήσεων f,   

έχουν μοναδικό κοινό σημείο με τετμημένη xο  (1,  ). 

Mονάδες 7 

Β4. Δίνεται η συνάρτηση : 

Φ(x)= 
 ( ) ( ),   (0,1]

0       ,  = 0
  

i. Να αποδείξετε ότι για την συνάρτηση Φ ισχύουν οι προϋποθέσεις του 
Θεωρήματος Rolle (μονάδες 4). 
 

ii. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ  (0,1) τέτοιο ώστε : 

ξ lnξ+   = 1        (μονάδες 3) 
 

Μονάδες 7 

 

 

 

 

 

 

.
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ΘΕΜΑ Γ  

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  

f(x)= 
  + 2 + λ            ,   0

        +   (λ + 1)     ,   0
  , όπου λ    και λ>-1 

Γ1.Να αποδείξετε ότι λ=0. 

Μονάδες 4 

Γ2. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης f. 

Μονάδες 5 

Γ3. Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

Μονάδες 6 

Γ4. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(1, f(1)) εφάπτεται και 

στην γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x)=x2       . 

Μονάδες 5 

Γ5. Ένα σημείο Μ(x,y) ξεκινά απ τηναρχή των αξόνων και κινείται κατά μήκος 

της καμπύλης y=f(x) , x>0.  

Να βρείτε το σημείο της καμπύλης στο οποίο ο ρυθμός μεταβολής της 

τεταγμένης y του σημείου Μ είναι διπλάσιος από τον ρυθμό μεταβολής της 

τετμημένης x του σημείου Μ. Ισχύει x΄(t) 0  για κάθε t≥0. 

Μονάδες 5 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η συνάρτηση f : (0,+∞)    για την οποία ισχύουν  

f ΄(x)  ( ) =  (    
 

 
) , x>0 

 

Δ1.  Να αποδείξετε ότι  f(x)=    –      , x 0. 
Μονάδες 5 

Δ2.  

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι κυρτή. (μονάδες 2). 

ii. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f. (μονάδες 4) 
 

Μονάδες 6 

 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
 

 

Δ3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση : 

f(f(x)-2))=e  (1) 

έχει ακριβώς δυο ρίζες στο διάστημα (0,+∞). 

Μονάδες 4 

 

Δ4. Αν 0<x1<x2  , οι ρίζες της εξίσωσης (1) τότε :  

 

i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

f(x)+f΄(x)=3 

 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα (x1,x2).  (μονάδες 5) 

 

ii. Να βρείτε το όριο : 

Κ=    
   

   ΄(  )  ΄(  )

 ( )  
  (μονάδες 5) 

Μονάδες 10 

ΟΔΗΓΙΕΣ  (για τους υποψηφίους) 

1. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με 
μαύρο στυλό με μελάνι που δεν σβήνει . Μολύβι ΔΕΝ επιτρέπεται. 

2. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
3. Διάρκεια εξέτασης : τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 

Σας Ευχόμαστε Καλή Επιτυχία! 

Θεματοδότης : κ. Ι. Σαλαμάνης ,μαθηματικός 3ου ΓΕΛ Γιαννιτσών. 

Λύτης : κ. Ιορδάνης Κοσόγλου , μαθηματικός ΓΕΛ Αριδαίας. 

 

 



 
 

 
 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ  

  

ΘΕΜΑ A 

A1. 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε x1,x2 Δ ισχύει  

f(x1)=f(x2).  

Αν x1=x2 , τότε προφανώς f(x1)=f(x2) 

1 

Αν x1<x2 τότε στο διάστημα ……......... 

(δες βιβλίο σελίδα 133) 
6 

Α2. 

Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι ορισμένη σε κλειστό 

διάστημα [α,β]. Αν ισχύουν  

 η f συνεχής στο [α,β] 
 f(α)≠f(β) 

2 

τότε για κάθε αριθμό η μεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας 
τουλάχιστον xο  (α, β) τέτοιος ώστε f(xο)=η 

2 

Α3. 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] του πεδίου ορισμού της όταν  

 είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) και επιπλέον ισχύει 

1 

1 

    
    

 ( )  (α)

   
   1 

    
    

 ( )  (β)

   
   1 

A4. α )Λ    β )Σ   γ )Λ   δ )Σ   ε )Σ 10 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 
Dh={x   , 1       0 =      <    = (0,+∞) 3 

h(x)=f(g(x))=ln(1-      ) , x>0 2 

Β2. 

h΄(x)=
 

      
(1      )΄ =

    

      
=

 

     
 0 ,  

γιατί     1  για κάθε x>0 

1 

Είναι , h΄(x) 0 και η h συνεχής άρα η h γνησίως μονότονη 

συνεπώς αντιστρέφεται. 
1 

    
  0+

 ( ) =  ∞ ,     
  +∞

 ( ) =    
  +∞

   1 
1
  
 =   1 = 0 

2 

  



 
 

 
 

Β2. 

Άρα το πεδίο ορισμού της αντίστροφης είναι το (-∞,0).  

Είναι , 

 
 =    (1      )

  0
   

  = 1      

  0
 < 0

   
   = 1     

  0,  < 0
  

   
  =    (1     )

  0
 < 0

    
 =     (1    )

 < 0
    

h-1(x)=    (1     ),   ( ∞, 0) 

2 

Β3. 

Θεωρώ τη συνάρτηση t(x)=f(x)-g(x)=lnx-1+     

 Συνεχής στο [1,e] 

 t(1)=f(1)-g(1)=-1+   =
   

 
< 0 

 t(e)=    >0 
Άρα από Θ. Μπολτζάνο υπάρχει ένα τουλάχιστον xο (1,  ) 

ώστε t(xo)=0. 

4 

H t(x)=lnx-1+     είναι γνησίως αύξουσα γιατί  

Είναι παραγωγίσιμη και t΄(x)=
 

   
 

 

   
=

      

     
>0 , x>0 

Γιατί,     ≥  + 1        ≥ 1 , x   . 

Άρα το xο μοναδικό. 

3 

Β4. 

ι)H Φ είναι συνεχής στο [0,1]  (συνεχής στο (0,1) )  και  

   
    

Φ(  ) =    
    

  
       

   
      = 0=Φ(0) 

Γιατί ,    
    

    = 0  και    
    

( 
       

   
) = 
    
    

   
   

       

 
= 1 

2 

Η Φ είναι παραγωγίσιμη στο (0,1). 1 

Και , Φ(0)=0=Φ(1) 

Άρα ικανοποιεί τις προυποθέσεις του Θ.Rolle. 
1 

ιι ) Οπότε υπάρχει ξ (0,1) ώστε Φ΄(ξ)=0. 

Φ΄(ξ)=       ξ + (1      )
 

  
  και έχουμε  

        

 
+

      

  
= 0  ή  ξ  ξ +    = 1 

1 

1 

1 

 

  



 
 

 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

Η f είναι συνεχής , άρα και στο 0 , οπότε    
    

 ( ) =    
    

 ( ) =  (0). 1 

   
    

 ( ) =    (λ + 1)    ,    
    

 ( ) = λ =  (0). 

Πρέπει,ln(λ+1)=λ ή ln(λ+1)=(λ+1)-1,το οποίο ισχύει  

για λ+1=1  ή  λ=0, γιατί  lnx x-1 , x 0  , το «=» ισχύει για x=1 

1 

2 

Γ2. 

Κρίσιμα είναι τα εσωτερικά σημεία στα οποία μηδενίζεται η 

παράγωγος ή δεν υπάρχει. 

f(x)= 
  + 2 ,   0

    ,   0
  

f΄(x)= 
2 + 2,  < 0
   + 1 ,   0

  

για κάθε x< 0 , f΄(x)=0     x=-1 , το σημείο (-1,-1) κρίσιμο. 

για x>0 , f(x)=0 x=     , το σημείο (    ,      ) κρίσιμο. 

Επίσης,     
  0+

 ( )  ( ) 

  
=  ∞ ,άρα και το (0,0) κρίσιμο. 

1 

 

 

1 

1 

1 

1 

Γ3. 

x -∞                                                                 +∞ 

f ΄   +   + 

f     
 

 

Η f γν.φθίνουσα στα (-∞,-1]  και [0,     ] 

και γνησίως αύξουσα στα [-1,0]  και [    , +∞). 

Τ.Ε τα σημεία (-1,-1) ,(    ,      ) Τ.Μ το σημείο (0,0) 

2 

2 

2 

Γ4. 

Η εφαπτομένη της f στο (1, f(1)) είναι y-f(1)=f΄(1)(x-1) 

y=x-1 
1 

Για να εφάπτεται στην g στο (xο, g(xο))πρέπει να ισχύουν 

g(xο)=xο-1 (1)  και g΄(xο)=1 (2) 

  
        =xο-1   και   2xο-       = 1 

      =   
 -xο+1    και     2xο   

 +xο-1=1 

                         xο=1(δεκτή)  ή  xο=2 (απορρίπτεται, δεν ικανοποιεί (1)και (2)) 

Η y=x-1 εφάπτεται στην g στο σημείο (1,0). 

 

2 

1 

2 

1 

  



 
 

 
 

 

Γ5. 

Είναι ,   y΄(t)=(x(t)lnx(t))΄ =  ΄( )(   ( ) + 1) 2 

Σύμφωνα με τα δεδομένα θέλω να ισχύει y΄(t)=2 ΄( ) για κάθε t≥0 

Άρα θα πρέπει να ισχύει : 2 ΄(  ) =  ΄(  )(   (  ) + 1) 
1 

 ΄(  )(2     (  )  1) = 0 1 

1    (  ) = 0   ή     (  ) =   

To σημείο είναι το (e,e) 
1 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

f ΄(x)  ( ) =  (    
 

 
) , x>0 

f΄(x)+  
 

 
=f(x)+      

 

1 

g΄(x)=g(x) , 

όπου  g(x)=f(x)+    ,συνεχής και παραγωγίσιμη για κάθε x>0 

1 

Άρα g(x)=c     ή   f(x)+     =      1 

Για x=1 είναι ,   =       = 1 1 

Άρα  f(x)=    –       , x>0 1 

Δ2. 
ι ) f΄(x)=      

 

 
  ,  f΄(1)=0   και   f΄΄(x)=    +  

1

 2
>0 1 

f΄΄(x) 0 για κάθε x 0 και f συνεχής   f κυρτή στο (0,+∞) 1 

Δ2. 

ιι ) Η f΄ είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση και f΄(1)=0 2 

Για κάθε x>1  ΄( )   ΄(1)   ΄( )  0  

  γνησίως αυξουσα στο Δ2= [1,+∞) , άρα f(Δ2)=[f(1),    
    

 ( )) 

f(Δ2)=[  , +∞) γιατί    
    

 ( ) =    
    

    1  
    

   
 = +∞. 

Για κάθε 0<x<1   ΄( ) <  ΄(1)   ΄( ) < 0   

  γν. φθίνουσα στο Δ1=(0,1),άρα f(Δ1)=(    
    

 ( ),    
    

 ( )) 

f(Δ1)=(  , +∞) , γιατί    
    

    –      = +∞ 

Σύνολο τιμών της f , το [ , +∞) =  (Δ2)   (Δ1)  

 

 

2 

 

1 

 

1 

  



 
 

 
 

Δ3. 

Από Δ2. είναι f(x) ≥   για κάθε x 0 ,το «=» ισχύει για x=1 1 

f(f(x)-2)=   f(x)-2=1  ( ) = 3 2 

Η συνεχής f παίρνει την τιμή 3 στο Δ1=(0,1) μόνο μια φορά άρα 

υπάρχει μοναδικό x1 (0,1) ώστε f(x1)=3 

 

Η f παίρνει την τιμή 3 στο Δ2=[1,+∞) ακριβώς μια φορά ,λόγω 
μονοτονίας άρα υπάρχει μοναδικό x2 (1,+∞) ώστε f(x2)=3 

Άρα η εξίσωση f(f(x)-2)=   έχει ακριβώς δυο ρίζες  

0<x1<1<x2 

2 

 

2 

 

Δ4. 

ι ) Εφαρμόζω Θ.Μπολτζάνο για την ρ(x)=f΄(x)+f(x)-3 

 Η ρ συνεχής στο [x1, x2] 
 ρ(x1)=f΄(x1)+f(x1)-3= f΄(x1)<0 γιατί x1 < 1 και f΄(x)<0 

              για κάθε x<1. (Δ2 ερώτημα) 

 ρ(x2)=f΄(x2)+f(x2)-3= f΄(x2) 0 γιατί x2 1 και f΄(x)>0 
για κάθε x 1. (Δ2 ερώτημα) 

Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα xο (x1, x2) ώστε ρ(xο)=0 

Εναλλακτικά εφαρμόζω Θ.Ρολ για την συνάρτηση  

r(x)=    ( ( )  3) στο ίδιο διάστημα. 

 

Μοναδικότητα Η ρ είναι γνησίως αύξουσα , γιατί  

ρ΄(x)=f΄΄(x)+f΄(x)=   +
 

  
+     

 

 
= 2   +

 

  
 

 

 
 

 Για x 1 είναι f΄(x)  0 και f΄΄(x) 0 άρα ρ΄(x)>0 

 Για 0<x<1 είναι  0<x2<x 
 

  
>
 

 
 

 

  
 

 

 
 0 

 Η ρ είναι συνεχής στο 1. 
 

Άρα για κάθε x  0 είναι ρ΄(x)>0  η ρ είναι γν.αύξουσα. 

 

 

3 

 

 

 

 

 

2 

 

ιι )  Κ=    
   

   ΄(  )  ΄(  )

 ( )  
=

 ΄(  )  ΄(  )

  
=  ∞ 

γιατί,  x1<x2   
 ΄  

  ΄(  ) <  ΄(  )   ΄(  )   ΄(  ) < 0 

 

και f(x)≥e για κάθε x 0 ,δες ερωτήματα Δ2-Δ3. 

2 

 

2 

1 

 
  



 
 

 
 

 

Οι συναρτήσεις του διαγωνίσματος! 

Ερώτημα Β4 ι) 

 

Ερώτημα Γ 

 

Ερώτημα Δ 


