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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α.1. Δίνεται συνάρτηση f  η οποία είναι συνεχής στο διάστημα  ,   και ισχύει    f f  . 

Να δείξετε ότι για κάθε αριθμό   που βρίσκεται μεταξύ των    ,f f  , υπάρχει ένα 

τουλάχιστον  0 ,x   , τέτοιο ώστε  0f x  . 

 

Θεωρία από σχολικό βιβλίο 

 

Α.2. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής. 

 

Θεωρία από σχολικό βιβλίο 

 

Α.3. Πότε μια συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  ,   του πεδίου ορισμού της.  

 

Ορισμός από σχολικό βιβλίο 
 

Α.4. Να χαρακτηρίσετε με Σωστό ή Λάθος, τις παρακάτω προτάσεις: 

 

α)  Ισχύει f f g

g

    . 

β)  Ισχύει x x   για κάθε 
*x . 

γ)  Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι συνεχείς στο 0x , τότε και η συνάρτηση f g  θα είναι συνεχής 

στο 0x . 

δ)  Αν f 2  στο  ,   τότε ισχύει       , lim ,
x

f f x f


  





. 

ε)  Αν  f x x , τότε ισχύει   1

2
x

x


  για κάθε fx . 

 

α)  Λ     β)  Σ     γ)  Λ     δ)  Λ     ε)  Λ 
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ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο  
2 2

3 2

1 , 0

3 , 0

x x
f x

x x x





   
 

  

 όπου 
0

2
lim
x

x

x





  και   . 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 0 0x  : 

Β.1.   Να δείξετε ότι 2   και 1   . 

 
 

0 0

2
2

2 2lim lim
x x

x
x

x x

x





 



 
x

x
x




0

0

0

2 2
lim

12 22 lim 2 2 2
1

lim

x

x

x

x x

x x
x x

x x

 

 







          

γιατί  
2

0 0 0
0

2
lim lim 1

2

v x

x x v
v

x v

x v

 

  


   

άρα η συνάρτηση f  γίνεται  
2 2

3 2

1 , 0

3 2, 0

x x
f x

x x x

   
 

  

 

Αφού η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 0 0x   θα ισχύει      
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
  

   

     

   

2 2 2

0 0 2 2

3 2

0 0

lim lim 1 1 0

1 2 1 1
lim lim 3 2 2

x x

x x

f x x f

f x x x

 
  

 

 

 

 

     

       

    


 

Άρα  
2

3 2

2 , 0

3 2, 0

x x
f x

x x x

  
 

  

 

 
 

Β.2.   Να δείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο f  και να βρείτε την  f x . 

 

Αν    20 2 2x f x x x
      

Αν    3 2 20 3 2 3 6x f x x x x x
        

    2

0 0 0

0 2 2
lim lim lim 0

0x x x

f x f x
x

x x    

  
  


 

    3 2

0 0

0 3 2 2
lim lim

0x x

f x f x x

x  

   




 
 

2

2

0 0

3
lim lim 3 0
x x

x x x
x x

x x  


     

Άρα 
   

0

0
lim 0

0x

f x f

x


 


, άρα υπάρχει το  0f   και  0 0f    

Άρα  
2

2 , 0

0 , 0

3 6 , 0

x x

f x x

x x x

 


  


 

  ή   
2

2 , 0

3 6 , 0

x x
f x

x x x


  

 
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Β.3.   Να βρείτε τα όρια:   α)  
 

22
lim

4x

f x

x




     β) 

  
 

lim
x

f x

f x



 
 

 
 

α) Αφού 2x   περιορίζουμε 0x   άρα   23 6f x x x    

 
   

0
2 0

2 22 2 2

3 23 6
lim lim lim

4 4x x x

x xf x x x

x x  

 
 

   2x    2

3 6 3
lim

2 4 22 x

x

xx 
  


 

 
 

β) Αφού x  περιορίζουμε 0x   άρα   23 6f x x x    και   3 23 2f x x x    

  3lim lim
x x

f x x
 

    

  
 

 3 2

2

3 2
lim lim

3 6x x

x xf x

f x x x



 

 


 
 

Ισχύει 
   3 23 2

2 2 2

3 23 2 1

3 6 3 6 3 6

x xx x

x x x x x x

   
 

  
 για κάθε 0x   και 2x  . 

Άρα 
 3 2

22 2

3 21 1

3 63 6 3 6

x x

x xx x x x

  
  

 
①  

   2 2lim 3 6 lim 3
x x

x x x
 

      άρα  
2

1
lim 0

3 6x x x



 

Άρα 
 3 2

22 2 . .

3 21 1
lim lim 0 lim 0

3 63 6 3 6x x x

x x

x xx x x x



   

   
     
   
 

①

 

Άρα 
  
 

lim 0
x

f x

f x







 

 
 

 
  

Β.4.   α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο της   1, 1f . 

β) Να δείξετε ότι η παραπάνω εφαπτομένη έχει ένα μόνο κοινό σημείο με την gC  όπου 

  ,xg x e x  . 

 
 

α)   3 21 1 3 1 2 0f           21 3 1 6 1 3f         

Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο της   1, 1f  έχει εξίσωση: 

    : 1 1 1y f f x       ή   : 0 3 1y x        ή   : 3 3y x     
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β)  Πρέπει και αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση 3 3 3 3 0x xe x e x        έχει ακριβώς μία 

ρίζα. 

 

Θέτουμε   3 3 ,xt x e x x    .   1t e   και   0 2t     άρα    1 0 0t t   

Η t  είναι συνεχής στο  0,1  ως πράξη συνεχών συναρτήσεων.  

Άρα από Θ. Bolzano υπάρχει  0 0,1x   τέτοιο ώστε  0 0t x  . 

Άρα η     0t x   έχει μία τουλάχιστον ρίζα  

Για κάθε 1 2, tx x    με 1 2x x : 

 

   
1 2 1 2

1 21 2
1 2 1 2

1 2 1 2

3 3 3 3 3 3

3 3

xe
x x x x

x xx x e e e e e x e x t x t x

x x x x


              
   

1

 

Άρα t 1  άρα 
"

"1 1t    οπότε η ρίζα 0x  θα είναι μοναδική  

Άρα η εφαπτομένη έχει ένα μόνο κοινό σημείο με την gC . 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται συνάρτηση :f   για την οποία για κάθε 0x   ισχύει  ln lnxf x e x  . 

Γ.1.   Να δείξετε ότι   ,
xef x e x x    

 
 

Για κάθε 0x   ισχύει  ln lnxf x e x  ①  

Θέτουμε όπου x  το 0xe   για κάθε    ln ln ,
x xx e x ex f e e e f x e x x       

①

 

 
β’ τρόπος 

Θέτουμε ln x y  όπου y  αφού το σύνολο τιμών της συνάρτησης ln x  με 0x   είναι το . 

 ln ,
yy ex y x e f y e y y      

①

  ή    ,
xef x e x x    

 
 

Γ.2.    Να δείξετε ότι για κάθε 0x   ισχύει 
 

 
 ln ln

1

f x e
f x

f x x


 

 
. 

 

      1 1 1,
x x x xe e x e x e xf x e x e e e e e x             

       1 1 ,
x x xe x e x x e x xf x e e e x e e x            

 

 

   1 1
1

1 1 1

x x

x x

e x x e x x

x

e x e x

e e e ef x
e

f x e e

 

 

 
   

    
 

 ln ln lnxe
f x e x

x
  

①

ln lne x  1, 0xe x    

Άρα για κάθε 0x   θα ισχύει 
 

 
 ln ln

1

f x e
f x

f x x


 

 
 

 
 

Γ.3.   Να βρείτε το σύνολο τιμών της f  και να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 0x   τέτοιο ώστε 

  2022

0 ln 2023 2024f x e    

 
 

Για κάθε 1 2, fx x    με 1 2x x  έχουμε: 

 

   
1 2

1 21 2

1 2
1 2 1 2

1 2

x x

x x
x x

e e
x x e e

e ex x e e e e e x e x f x f x

x x


          
 

1 1

  

Άρα f 1  στο                 και συνεχής ως πράξη συνεχών 

Άρα       lim , lim
x x

f f x f x
 

   
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 

   

 

   

0
0

lim 0 lim lim 1
lim lim

lim

lim lim lim
lim lim

lim

x
x

x

x
x

x

u e
x e u

x x x u e
u

x x

x

u e
x e u

x x x u e
u

x x

x

e e e
e x f x

x

e e e
e x f x

x




   


 






   


 




    

     
 



    

     
 


 

Άρα    f    

 
2022 ln 2023 2024e k    όπου k   

Άρα θα υπάρχει 0x   τέτοιο ώστε  0f x k  

Και το 0x  θα είναι μοναδικό αφού f 1  στο f   άρα και "

"1 1 . 

 
 

Γ.4.   Να βρείτε το όριο 
   

0

2 4 2 4
lim
h

f h f h

h

  
. 

 

           

       

       

       

     
2

0 0

0

0

0 0

2

2 4 2 4 2 4 2 2 2 4
lim lim

2 4 2 2 4 2
lim

2 4 2 2 4 2
lim 4 4

4 4

2 4 2 2 4 2
4 lim 4 lim

4 4

4 2 4 2 8 2 8 1

h h

h

h

h h

e

f h f h f h f f f h

h h

f h f f h f

h h

f h f f h f

h h

f h f f h f

h h

f f f e

 





 



       
 

    
   

 

    
    

 

   
    



           
 

 

Γιατί 

 

       
 

       
 

4

0 0 0
0

4

0 0 0
0

2 4 2 2 2
lim lim 2

4

2 4 2 2 2
lim lim 2

4

u h

h h u
u

v h

h h v
v

f h f f u f
f

h u

f h f f v f
f

h v



  




  


   
 

   
 


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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η συνάρτηση  
2 1 , 0

, 0x

x x
f x

e x

  
 



 

Δ.1.   Να δείξετε ότι η f  είναι 
"

"1 1  και να βρείτε την 
1f 
. 

 

Αν  1 ,0    και  2 0,    τότε 1 2f      

Για κάθε 1 2 1,x x   με    1 2f x f x  έχουμε 

   
1 2, 0

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1
x x

f x f x x x x x x x x x


                

Για κάθε 1 2 2,x x   με    1 2f x f x  έχουμε 

   
"1 1"

1 2

1 2 1 2

x
e

x x
f x f x e e x x



      

Για κάθε 1 1x   και 2 2x  , τότε 1 2x x  αφού 1 2    

 
1 0 1

2 2

0
Θέτουμε 1 1 1

1 0

0

y y

x
y x x y x y

y

x

   




          

   
 

 που ισχύει για κάθε 1y   

Άρα    1 ,1f     

0
ln

ln ln 0 ln ln1 1
0

y
xxy e x y y y y

x

         
 

1

 

Άρα    2 1,f     

Αφού        1 2 1 2f f f x f x       

 

ή ισοδύναμα για κάθε 1 1 2 2,x x   με    1 2 1 2f x f x x x    

Αν 1 2 2 1,x x   , ομοίως  

Άρα για κάθε 1 2, fx x   με    1 2 1 2f x f x x x    

Άρα 
"

"1 1f   οπότε ορίζεται η 
1f 
 

 

         1 1 2 ,1 1,
f

f f f             

 11 1x y f y y        

 1ln lnx y f y y    

Άρα  1 1 , 1

ln , 1

x x
f x

x x


  

 


 

 
 

  
 
 

 

M. 3+4=7 

M. 3 

M. 4 
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Δ.2.   Αν  1 1 , 1

ln , 1

x x
f x

x x


  

 


 

α)  Να δείξετε ότι η 
1f 
 είναι συνεχής. 

β)  Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων να σχεδιάσετε πρόχειρα την fC  και την 1f
C  .  

 

α)  Αν 1x    η 
1f 
 είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων   και 1x x   

Αν 1x   η 
1f 
 είναι συνεχής ως λογαριθμική 

     

 

1 1

11 1

1

1 1

lim lim 1 0 1

lim lim ln 0

x x

x x

f x x f
f

f x x

 

 

 

 



 

    



  


  συνεχής στο 0 1x   

Άρα η 
1f 
 είναι συνεχής στο 1f 

   

 
β)   

 
 

Η γραφική παράσταση της 
21 x  είναι η γραφική παράσταση της 

2x  μετατοπισμένη κατά μία 

μονάδα προς τα πάνω. 

Η γραφική παράσταση της 1 x   είναι η γραφική παράσταση της x   μετατοπισμένη κατά 

μία μονάδα προς τα δεξιά. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

M. 2+4=6 

M. 2 

M. 4 
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Δ.3.   Αν   ln , 0g x x x   

α) Να βρείτε την συνάρτηση   f g x . 

β) Να δείξετε ότι η εξίσωση   
2

20

1 1
lim=
x

x
f g x

x

 
 έχει ακριβώς μία ρίζα. 

 
 

α)  Έστω    
1

2

1 1, ,0ff x x       και     
22 , 0,x

ff x e      

για την 1f g  έχουμε          
1

0, : ln ,0 0, : 1 0,1f g x x x x            

      2

1 1 ln 1f g x f g x x        

για την 2f g  έχουμε          
2

0, : ln 0, 0, : 1 1,f g x x x x             

      ln

2 2

xf g x f g x e x       

Άρα     
 

 

2ln 1, 0,1

, 1,

x x
f g x

x x

  
 

 

 

 
β)  

  

   

     

0 2 2 2
2 2 20

2 220 0 0
2 2 2 2

2

2

2 2 20 0
2 2 2

1 1 1 11 1 1 1
lim lim lim

1 1 1 1

1 1 1 1 1
lim lim

1 1 1 2
1 1 1 1

x x x

x x

x xx x

xx x
x x x x

x x

x

x x
x x x

x x

 

 

  

 

      
  

         
 

 
      

   
        

   

 

Αφού 
0

lim 1
x

x

x




  

 Άρα ζητάμε να δείξουμε ότι η εξίσωση   
1

2
f g x    έχει ακριβώς μία ρίζα 

    
 

 

2ln 1, 0,1

, 1,

x x
f g x

x x

  
 

 

 

 Αν  
 

2 21 3 3 6
0,1 ln 1 ln ln ln

2 2 2 2
x x x x x



              

 

 

 

6 6

12 2

6

2

6 6
ln 0,1 άτοπο αφού 1 1

2 2

ή

6
ln 0,1 δεκτή 

2

 

xe

x x e e e

x x e


       

    

1

 

 Αν  
 

 
1

1, 1,
2

x x


       απορρίπτεται 

 Άρα η εξίσωση   
1

2
f g x    έχει ακριβώς μία ρίζα. 

M. 3+3=6 

M. 1 

M. 1 

M. 1 

M. 1 

M. 1 

M. 1 
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Δ.4.   Ένα σημείο  ,x y   με 0x   κινείται στην γραφική παράσταση της συνάρτησης f . Η 

τετμημένη του, αυξάνεται με ρυθμό   .

sec
2x t 


  . Αν ,   οι προβολές του σημείου   

στους άξονες ,x x y y   αντίστοιχα, να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου 

 , όπου  0,0  την χρονική στιγμή 0t  κατά την οποία η εφαπτομένη της fC  στο σημείο 

  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

 

Αφού  0
x

x y f x e 

      , άρα  ,
x

x e 

  

Επομένως  ,0x  και  0,
x

e   

     x
x e 

       αφού 0x   

Αν      τότε        , 0
x t

t x t e x t

      

Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  ,
x

x e 

   

έχει εξίσωση      : y f x f x x x   
    

 x xe e

  άρα 

 

 

:
1

0,0

x x

x x
y e e x x

e x e x




 

 


 

   
     

  

 

Άρα ζητάμε το  0t  τη χρονική στιγμή 0t  για την οποία θα ισχύει  0 1x t   

                          1 2 1
x t x t x t x t x t

t x t e x t e x t e x t x t e x t e x t    

      


                  

Άρα        0 1

0 0

. .

sec
2 1 2 1 1 4

x t
t e x t e e  


           

 

β’ τρόπος 

Εξ’υποθέσεως .

sec
2

dx

dt

   , ζητάμε το 
1x

d

dt
 


  

όπου 
x

x e 

    άρα 
x xd

e x e
dx

 






    

 
1

. .

sec
2 2 2 4

x x

x

dxd d d
e x e e e

dt dx dt dt

  








  
          

 

M. 6 

M. 2 

M. 2 

M. 2 

M. 6 


