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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

Γ΄ Γενικού Λυκείου 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω ότι ( )f x 0′ > , για κάθε ( ) ( )0 0x α, x x , β∈ ∪ . 

 

 

 

        

      Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα  

      ( ]0α, x  και [ )0x , β . Επομένως, για < <1 0 2x x x  ισχύει ( ) ( ) ( )1 0 2f x f x f x< < .  

      Άρα το ( )0f x  δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f.  

      Θα δείξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )α, β .  

      Πράγματι, έστω ( )∈1 2x , x α, β  με <1 2x x . 

       — Αν ( ]1 2 0x , x α, x∈ , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( ]0α, x ,  

            θα ισχύει ( ) ( )1 2f x f x< . 

       — Αν [ )1 2 0x , x x , β∈ , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο [ )0x , β ,  

            θα ισχύει ( ) ( )1 2f x f x< . 

       — Τέλος, αν < <1 0 2x x x , τότε όπως είδαμε ( ) ( ) ( )1 0 2f x f x f x< < .  

      Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει ( ) ( )1 2f x f x< , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα   

      στο ( )α, β . 

      Ομοίως, αν ( )f x 0′ <  για κάθε ( ) ( )0 0x α, x x , β∈ ∪ .    

Α2. Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα [ ]α, β , όταν  

      είναι συνεχής σε κάθε σημείο του ( )α, β  και επιπλέον  ( ) ( )
+→

=

x α
imf x f α  και 

      ( ) ( )
−→

=

x β
imf x f β    

Α3. Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [ ]α, β . Αν: 
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     • η f είναι συνεχής στο [ ]α, β  και, επιπλέον, ισχύει 

     • ( ) ( )⋅ <f α f β 0 , 

     τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( )0x α, β∈  τέτοιο, ώστε ( ) =0f x 0 . Δηλαδή, υπάρχει  

     μια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης ( ) =f x 0  στο ανοικτό διάστημα ( )α, β . 

Α4. δ. ( ) ( )
0 5

3 0
f x dx f x dx

−
− +∫ ∫          

Α5. α. Λάθος,        β. Σωστό,        γ. Λάθος,        δ. Λάθος,        ε. Σωστό. 

 

ΘΕΜΑ Β 

B1. Πρέπει + ≠ ≠ −2 22 x 0x 2  που ισχύει για κάθε ∈'x , άρα = 'Α  

      Η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από το ( )−Α 1, 2  άρα  

                      ( )
( )

− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =
++ − 2

α α αf 1 2 2 2 2 α 6
2 1 32 1

 

 Β2. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο '  με παράγωγο:  

        ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
′′ ⋅ + − ⋅ + − ⋅ −′ = = =

+ + +

2 2

2 2 22 2 2

6 2x x 6 2 x 6 2x 12f x
2 x 2 x 2 x

 

     Είναι ( )
( )
−′ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ =
+

22

12xf x 0 0 12x 0 x 0
2 x

 

               ( )
( )
−′ < ⇔ < ⇔ − < ⇔ >
+

22

12xf x 0 0 12x 0 x 0
2 x

 

               ( )
( )
−′ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ <
+

22

12xf x 0 0 12x 0 x 0
2 x

 

     Το πρόσημο της ′f  και η μονοτονία της f  συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα: 
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     Η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( ]= −∞1Α , 0  και είναι γνησίως φθίνουσα στο [ )= + ∞2Α 0, . 

     Η f  παρουσιάζει ολικό μέγιστο για =x 0,  το ( ) = = =
+ 2

6 6f 0 3
2 0 2

 

B3. H ′f  είναι παραγωγίσιμη στο '  ως ρητή με παράγωγο: 

      ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

′′  − ⋅ + − − ⋅ +
 ′′ =

 +
 

2 22 2

222

12x 2 x 12x 2 x
f x

2 x
 

                  
( ) ( ) ( )

( )
′− ⋅ + + ⋅ + ⋅ +

=
+

22 2 2

42

12 2 x 12x 2 2 x 2 x

2 x

( ) ( )
( )
 ⋅ + ⋅ − + + =
+

2 2 2

42

12 2 x 2 x 4x

2 x
              

               
( )
( )

( )
( )

⋅ − − + −
= =

+ +

2 2 2

3 32 2

12 2 x 4x 12 3x 2

2 x 2 x
 

      Είναι ( ) ( )
( )

−
′′ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = − =

+

2
2 2

32

12 3x 2 2 2 2f x 0 0 3x 2 0 x x ή x
3 3 32 x

 

      Το πρόσημο της ′′f  και η κυρτότητα της f  συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

       Η f  είναι κυρτή στα διαστήματα 
 

= −∞ − 
 

1
2Δ , ,
3

 
 

= + ∞
 

3
2Δ ,
3

 και είναι κοίλη στο  

       διάστημα 
 

= − 
 

2
2 2Δ ,
3 3

   

      Η f  έχει σημεία καμπής, τα 
  
− −     

Α 2
3

, f2 
3

,  
  
     

B 2,2
3 3

f  

     Αλλά 
 

= = = = = 
  ++

2

2 6 6 6 18 9
2 83 8 42 22 3 33

f   άρα 
 
− 
 

2 9Α , ,
3 4

 
 
 
 

2 9Β ,
3 4
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Β4. Είναι:  
( )→− →− →− →−

− − − − − − − −
= = =

+ − −− − −
+ + + +

   

3 3 3 3

2 2x 2 x 2 x 2 x 2

2 2 2 2

x 5x 2 x 5x 2 x 5x 2 x 5x 2im im im im6 6 2 x 6 2 xf x 1 1
2 x 2 x 2 x 2 x

 

                                                               
( )( ) ( )( )

→− →−

+ − − + − −
= =

− − −
+ +

 

2 2

2 2x 2 x 2

2 2

x 2 x 2x 1 x 2 x 2x 1
im im

6 2 x 4 x
2 x 2 x

 

         ( )( )− − = + − −3 2x 5x 2 x 2 x 2x 1   
( )

→−

+
= 

x 2

x 2
im

( )( )
( )

− − +

+

2 2x 2x 1 2 x

x 2 ( )−2 x
 

                                                               
( )( )

→−

− − +
=

−


2 2

x 2

x 2x 1 2 x
im

2 x
                  

                                                               
( )( )( )

( )( )→−

+ − − +
=

+ −


2 2

x 2

x 2 x 2x 1 2 x
im

x 2 2 x
 

                                                               
( ) ( )( ) ( )( )

( )
− − ⋅ − − + −

=
− −

2 22 2 2 1 2 2

2 2
 

                                                               ( )( )+ − + ⋅
= = =

+
4 4 1 2 4 7 6 21

2 2 4 2
 

B5. Είναι: ( )
− − −

= ⋅ =
+ +∫ ∫ ∫

e 2 e 2 e 2

2 2
0 0 0

6 6xxf x dx x dx dx
2 x 2 x

 

                                     
( )−

− ′+
= ⋅ = ⋅

+ +
⌠
⌡∫

e 2 2e 2

2 2
0

0

2 x2x3 dx 3 dx
2 x 2 x

 

                                      ( ) ( ) ( )( )−
 = ⋅ + = ⋅ + − − +   

e 2 22 2

0
3 n 2 x 3 n 2 e 2 n 2 0    

                             ( )( ) ( ) ( )= ⋅ + − − = ⋅ − = ⋅ −    3 n 2 e 2 n2 3 ne n2 3 1 n2    

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Για την διαγώνιο ΟΒ  είναι −
=

−
B 0

ΟΒ
B 0

y yλ
x x

 άρα −
= = =

−ΟΒ
4 0 4λ 1
4 0 4

   

      άρα ( ) ( )= − = ⋅ −0 ΟΒ 0ΟΒ y y λ x x  δηλαδή ( )− = ⋅ −y 0 1 x 0  συνεπώς ( ) =ΟΒ : y x  



 _________ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ Μ.Ε. ΠΑΠΑΠΑΝΑΓΙΩΤΟΥ – ΚΑΚΑΝΟΣ ___            ______  

 
Επιμέλεια: Κάκανος Γιάννης – Μαθηματικός                                                    Κυριακή 07/05/2023 

 

      Για την διαγώνιο ΑΓ  είναι −
=

−
Γ A

ΑΓ
Γ A

y yλ
x x

 άρα − −
= = = −

−ΑΓ
0 4 4λ 1
4 0 4

  

      Άρα ( ) ( )− = ⋅ −A ΑΓ AΑΓ : y y λ x x  δηλαδή ( )− = − ⋅ − ⇔ = − +y 4 1 x 0 y x 4  συνεπώς  

              ( ) = − +ΑΓ : y x 4  

Γ2. Είναι [ ]=fΑ 0, 4  και ( ) [ ]=ff A 0, 4        

      Για να βρούμε τα κοινά σημεία της fC  με την ( )ΟΒ  λύνουμε την εξίσωση  

                                               ( ) ( )= ⇔ =f x y f x x  

      Θεωρούμε συνάρτηση ( ) ( )= −Κ x f x x,  [ ]∈x 0, 4  

      H K  είναι συνεχής στο [ ]0, 4  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

       Είναι ( ) ( ) ( )= − = ≥Κ 0 f 0 0 f 0 0  

                ( ) ( )= − ≤Κ 4 f 4 4 0  

       Συνεπώς ( ) ( )⋅ ≤Κ 0 Κ 4 0  

        Αν ( ) ( )= =Κ 0 0 ή Κ 4 0  τότε η λύση = =1 1x 0 ή x 4  

        Αν ( ) ( )⋅ <Κ 0 Κ 4 0  τότε από το θεώρημα Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστον  

            ( )∈1x 0, 4  ώστε ( ) =1Κ x 0   

      Συνεπώς η fC  και η ( )ΟΒ  έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο για [ ]∈1x 0, 4  

      Για να βρούμε τα κοινά σημεία της fC  με την ( )ΑΓ  λύνουμε την εξίσωση  

                                       ( ) ( )= ⇔ = − +f x y f x x 4  

      Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( )= + −Δ x f x x 4  με [ ]∈x 0, 4  

      Η Δ  είναι συνεχής στο [ ]0, 4  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

      Είναι ( ) ( )= − ≤Δ 0 f 0 4 0  

              ( ) ( ) ( )= + − = ≥Δ 4 f 4 4 4 f 4 0  

      Άρα ( ) ( )⋅ ≤Δ 0 Δ 4 0   

     ( ) ( ) ( ) ( )⋅ = ⇔ = = 0Αν Δ 0 Δ 4 0 Δ 0 0 ή Δ 4  τότε = =2 2x 0 ή x 4  
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          ( ) ( )⋅ < Δ 0ν Δ 4Α 0  τότε από το θεώρημα Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστον  

                ( )∈2x 0, 4  ώστε ( ) =2Δ x 0   

     Συνεπώς η fC  και η ( )ΑΓ  έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο για [ ]∈2x 0, 4  

Γ3. Η f  είναι συνεχής στο [ ]0, 4  άρα δέχεται ελάχιστη τιμή  m  και μέγιστη τιμή Μ . 

      Δηλαδή ισχύει ( )≤ ≤m f x M  για κάθε [ ]∈x 0, 4  

      [ ]∈ 1 0, 4  άρα ( )≤ ≤m f 1 M  

     [ ]∈ 2 0, 4  άρα ( ) ( )≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ≤m f 2 M 2M 2m 2f 2 2M  

     [ ]∈ 3 0, 4  άρα ( ) ( )≤ ≤ ⇔ ≤ ≤m f 5 M 3m 3f 3 3M  

     Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει ότι  

     ( ) ( ) ( )+ + ≤ + + ≤ + +m 2m 3m f 1 2f 2 3f 3 M 2M 3M  

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ +
⇔ ≤ + + ≤ ⇔ ≤ ≤

f 1 2f 2 3f 36m 6M6m f 1 2f 2 3f 3 6M
6 6 6

 

                  ( ) ( ) ( )+ +
⇔ ≤ ≤

f 1 2f 2 3f 3
m M

6
 

      Αλλά ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]+ +
∈ =

f 1 2f 2 3f 3
f Af 0, 4

6
 άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον [ ]∈θ 0, 4  ώστε  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ +
= ⇔ = + +

f 1 2f 2 3f 3
f θ 6f θ f 1 2f 2 3f 3

6
  

Γ4. α. Είναι ( ) ( ) ( ) ( )′′⋅ = ⋅ − ⋅  ∫ ∫
2 2

2

1
1 1

x xx

xx x
x f x dx x f x x f x dx  

                                                ( ) ( ) ( )= ⋅ − ⋅ − ∫
2

1

x

2 2 1 1
x

x f x x f x f x dx  

                                        ( ) ( ) ( )= ⋅ − + − ⋅ − = − + − −∫ ∫
2 2

1 1

x x
2 2

2 2 1 1 1 2 2
x x

x x 4 x x f x dx x 4x x f x dx  

        Είναι ( )≤ ≤0 f x 4  για κάθε [ ]∈x 0, 4  και οι ισότητες δεν ισχύουν για κάθε [ ]∈x 0, 4  

        άρα  ( ) ( ) ( )≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ −∫ ∫ ∫ ∫
2 2 2 2

1 1 1 1

x x x x

2 1
x x x x

0dx f x dx 4dx 0 f x dx 4 x x  
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                                                              ( ) ( )⇔ − − ≤ − ≤∫
2

1

x

2 1
x

4 x x f x dx 0                                                     

                    ( )⇔ − + − + − ≤ − + − − ≤ − + −∫
2

1

x
2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2
x

4x 4x x 4x x x 4x x f x dx x 4x x  

                      ( )′⇔ − − ≤ ⋅ ≤ − −∫
2

1

x
2 2 2 2

1 1 2 2 1 2
x

4x x x x f x dx 4x x x  

β. Θεωρούμε την συνάρτηση ( ) ( )( ) ( )( )= − ⋅ + −Γ x f x x f x x 4  με [ ]∈ 1 2x x , x  

     Η ( )Γ x  είναι συνεχής στο [ ]1 2x , x  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

     Η ( )Γ x  είναι παραγωγίσιμη στο ( )1 2x , x  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων  με  

     παράγωγο: ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )′ ′′ = − ⋅ + − + − ⋅ + −Γ x f x x f x x 4 f x x f x x 4  

                                ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )′ ′= − ⋅ + − + − ⋅ +f x 1 f x x 4 f x x f x 1  

    Είναι ( ) ( )( ) ( )( )= − ⋅ + − =1 1 1 1 1Γ x f x x f x x 4 0  

             ( ) ( )( ) ( )( )= − ⋅ + − =2 2 2 2 2Γ x f x x f x x 4 0  

    Οπότε από το θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )∈ 1 2ξ x , x  ώστε  

                 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )′ ′ ′= ⇔ − ⋅ + − + − ⋅ + =Γ ξ 0 f ξ 1 f ξ ξ 4 f ξ ξ f ξ 1 0  

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για ≠x 0  είναι ( ) ( ) ( ) ( )′ − −′⋅ − = − ⇔ =
2

2
2 2

xf x f x x 8x f x f x x 8
x x

 

                                                                 ( ) ′ ′   ⇔ = − = +     
2

f x 8 81 x
x x x

 

      Οι συναρτήσεις ( )f x
,

x
 +

8x
x

 είναι συνεχείς στα διαστήματα ( )+∞, 0 ,  ( )+ ∞0,  άρα  

       υπάρχουν ∈ ∈', '1 2c c  τέτοιο ώστε 
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               ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

 + + ∈ −∞  + + ⋅ ∈ −∞ = ⇔ = 
+ + ⋅ ∈ + ∞ + + ∈ +∞



21
1

2
2

2

8x c , x , 0 x 8 c x x , 0f x x f x
8x x 8 c x x 0,x c , x 0,
x

 

          Αλλά, για = −x 1 είναι ( ) ( ) ( )− = ⇔ − + + ⋅ − = ⇔ + − =2
1 1f 1 15 1 8 c 1 15 1 8 c 15  

                                                              ⇔ = − ⇔ = −1 1c 9 15 c 6  

                    για  =x 1 είναι ( ) = ⇔ + + ⋅ = ⇔ + + =2
2 2f 1 3 1 8 c 1 3 1 8 c 3  

                                                        ⇔ = − ⇔ = −2 2c 3 9 c 6  

        Επομένως ( )
( )
( )

 + − ∈ −∞= 
+ − ∈ +∞

2

2

x 8 6x, x , 0
f x

x 8 6x, x 0,
 

       Η f  είναι συνεχής στο =0x 0  άρα ( ) ( ) ( )
− +→ →

= = 

x 0 x 0
f 0 imf x imf x  

       Αλλά ( ) ( )− −→ →
= − + = 

2

x 0 x 0
imf x im x 6x 8 8  

                 ( ) ( )+ +→ →
= − + = 

2

x 0 x 0
imf x im x 6x 8 8  

       Επομένως ( ) =f 0 8  άρα ( ) = − +2f x x 6x 8,  ∈'x , οπότε ( ) ( ) ( )= − ⋅ −f x x 2 x 4  ∈'x  

Δ2. Είναι: ( ) ( ) ( )= ⇔ − ⋅ − = ⇔ − = − = ⇔ = =f x 0 x 2 x 4 0 x 2 0 ή x 4 0 x 2 ή x 4  

       H f είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με παράγωγο: ( )′ = −f x 2x 6  

       H εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο ( )( )Α 2, f 2  έχει τύπο:  

                                                   ( ) ( ) ( )′− = ⋅ −y f 2 f 2 x 2   

       Είναι: ( ) =f 2 0  και ( )′ = ⋅ − = − = −f 2 2 2 6 4 6 2   

       Άρα, ( ) ( )− = − ⋅ − ⇔ = − + 1y 0 2 x 2 y 2x 4 ε  

       H εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο ( )( )Β 4, f 4  έχει τύπο:  

                                                   ( ) ( ) ( )′− = ⋅ −y f 4 f 4 x 4   

       Είναι: ( ) =f 4 0 και ( )′ = ⋅ − = − =f 4 2 4 6 8 6 2   

       Άρα, ( ) ( )− = ⋅ − ⇔ = − 2y 0 2 x 4 y 2x 8 ε  

Δ3. Είναι: ( )M x, y  και ( )Κ x, 0  



 _________ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ Μ.Ε. ΠΑΠΑΠΑΝΑΓΙΩΤΟΥ – ΚΑΚΑΝΟΣ ___            ______  

 
Επιμέλεια: Κάκανος Γιάννης – Μαθηματικός                                                    Κυριακή 07/05/2023 

 

        Είναι: =ˆΜΟΚ θ, τότε  − +
= = = − +

2y x 6x 8 8εφθ x 6
x x x

 οπότε ( ) ( )
( )

= − +
8εφθ t x t 6

x t
 

        Οπότε ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
′ ′ ′ ′ ′= − + ⇔ ⋅ = − ⋅ 

 
2 2

8 1 8εφθ t x t 6 θ t x t x t
x t συν θ t x t

 

                                                                  
( )

( ) ( ) ( )
( )
′

′ ′⇔ ⋅ = −2 2

8x t1 θ t x t
συν θ t x t

 

         Το σημείο Κ απομακρύνεται από την αρχή ( )0 0, 0  των αξόνων με ρυθμό 3μονάδες/s,  

          οπότε είναι: ( )′ =x t 3μονάδες / sec     

          Τη χρονική  στιγμή 0t , η τετμημένη του M  είναι 3 , οπότε ( )′ =0x t 3 . 

          Για = 0t t  είναι: 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
′

′ ′⋅ = − 0
0 02 2

0 0

8x t1 θ t x t
συν θ t x t

 

          Είναι: 
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )+

= = + = +
2 2 2 2

20 0 0 0
02 2 2 2

0 0 0 0

ημ θ t συν θ t ημ θ t συν θ t1 εφ θ t 1
συν θ t συν θ t συν θ t συν θ t

 

                                     ( ) ( )
     = − + + = − + + = − + = + =     

    

2 2 2

0
0

8 8 1 1 10x t 6 1 3 6 1 1 1
x t 3 3 9 9

 

       Οπότε, ( ) ( ) ( )⋅′ ′ ′⋅ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ ⋅ =0 0 02

10 8 3 10 8 10 1θ t 3 θ t 3 θ t
9 3 9 3 9 3

 

                                                          ( )′⇔ =0
3θ t rad / sec.
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Δ4. Το σημείο τομής των εφαπτομένων του Δ2., ερωτήματος είναι η λύση του συστήματος 

      
= − +

 = −

y 2x 4
y 2x 8

 που με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει: = − ⇔ = −2y 4 y 2  

       Για = −y 2  είναι: − = − ⇔ = ⇔ =2 2x 8 2x 6 x 3   

       οπότε ( )−Γ 3, 2 .  

       Λόγω συμμετρίας του σχήματος είναι: 

       ( ) ( ) ( )= − = − − +∫ ∫

3 3
2

1
2 2

Ε Ω 2 f x dx 2 x 6x 8 dx  
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= − ⋅ − + 
 

33
2

2

x2 3x 8x
3

 
    

= − ⋅ − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅    
    

3 3
2 23 22 3 3 8 3 3 2 8 2

3 3
 

                       
    = − ⋅ − ⋅ + − − ⋅ +        

27 82 3 9 24 3 4 16
3 3

( )  = − ⋅ − + − − +    

82 9 27 24 12 16
3

 

                       
  = − ⋅ − +    

82 6 4
3

     = − ⋅ − − = − ⋅ − = − ⋅ − =     
     

8 8 2 42 6 4 2 2 2 τ.μ.
3 3 3 3

 

       ( ) ( )( ) ( )( )= − = − + − − +∫ ∫

3 3
2

2
2 2

Ε Ω 2 f x y dx 2 x 6x 8 2x 4 dx  

                            ( ) ( )= − + + − = − +∫ ∫
3 3

2 2

2 2
2 x 6x 8 2x 4 dx 2 x 4x 4 dx  

                       
 

= ⋅ − + 
 

33
2

2

x2 2x 4x
3

 
    

= ⋅ − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅    
    

3 3
2 23 22 2 3 4 3 2 2 4 2

3 3
 

                     
    = ⋅ − ⋅ + − − ⋅ +        

27 82 2 9 12 2 4 8
3 3

( )  = ⋅ − + − − +    

82 9 18 12 8 8
3

 

                       = ⋅ − = ⋅ = 
 

8 1 22 3 2 τ.μ.
3 3 3

 

            Επομένως,  ( )
( )

= =1

2

4
Ε Ω 23

2Ε Ω 1
3

 


