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1 Απόδειξη ανισοτήτων με  αξιοποίηση 

«εργαλείων» της ανάλυσης. 

Μέθοδοι - λυμένα παραδείγματα. 

 

 Στην εργασία αυτή παρουσιάζονται 

μέσα από ένα πλήθος λυμένων παραδειγμάτων 

οι βασικές τεχνικές για την απόδειξη  

ανισοτήτων με χρήση εργαλείων της ανάλυσης 

στο πλαίσιο των μαθηματικών 

προσανατολισμού της Γ Γενικού Λυκείου. Είναι 

αυτονόητο ότι δεν μπορούν να περιγραφούν ή 

να κατηγοριοποιηθούν όλες οι μορφές, γίνεται 

όμως μια προσπάθεια για την παρουσίαση των 

ποιο βασικών από αυτές. 

Η αξιοποίηση των ιδιοτήτων της 

άλγεβρας, οι προϋπάρχουσες γνώσεις επίλυσης 

ανισώσεων, οι αρχές της μαθηματικής λογικής, 

σε συνδυασμό με βασικές ιδιότητες των 

συναρτήσεων μας δίνουν ιδιαίτερα ευέλικτες 

διαδικασίες και τεχνικές. 

Στο πρώτο μέρος της εργασίας γίνεται 

μια προσπάθεια κατηγοριοποίησης των 

ανισοτήτων με βάση τη μορφή τους και 

περιγραφή ενός τρόπου ή μιας ιδέας για την 

αντιμετώπισή τους. 

Συνοψίζοντας για την απόδειξη μιας 

ανισότητας κατά προτεραιότητα: 

Αποδεικνύουμε την ανισότητα με 

γνώσεις που αποκτήθηκαν σε προηγούμενες 

τάξεις, με την κατασκευαστική μέθοδο, 

μετασχηματισμό με χρήση «βοηθητικών» 

συναρτήσεων –που είτε δίδονται είτε τις 

«ανακαλύπτουμε», χρήση βασικών ανισοτήτων, 

χρήση του Θ.Μ.Τ., ενώ στα  ολοκληρώματα 

συνήθως αξιοποιούμε την κατασκευαστική 

μέθοδο. Σε λίγες περιπτώσεις ακολουθούμε την 

εις άτοπο απαγωγή. 
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Στις σελίδες του περιοδικού 

«έκκεντρον» δημοσιεύονται ολοκληρωμένες 

θεματικές εργασίες με περιεχόμενο από τα 

μαθηματικά στο πλαίσιο της σχολικής ύλης και 

με έμφαση στην ύλη του Γενικού Λυκείου ή από 

την ιστορία των επιστημών. 

Ερωτήματα, προτάσεις, παρατηρήσεις, 

ή εργασίες για δημοσίευση γραμμένες σε word, 

μπορούν να αποστέλλονται στο mail 

επικοινωνίας  

papagrigorakism@gmail.com 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΓΕΛ 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ ΣΤΗΝ ΑΠΟΔΕΙΞΗ  ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ  

ΕΚΔΟΣΗ 1η  18/02/2018 

Για την απόδειξη μιας ανισότητας μπορούμε να ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα: 

1) Αξιοποίηση προηγούμενων ερωτημάτων της άσκησης 

2) Απόδειξη με αλγεβρικές μεθόδους, όπως τις γνωρίζουμε από προηγούμενες τάξεις. 

3) Απόδειξη με την κατασκευαστική μέθοδο  

•        Για παράδειγμα όταν έχουμε να αποδείξουμε μια ανισότητα της μορφής  

       ( ) ( ) ( ) ( )F k x F m x F p x F q x    

Όπου F  γνήσια μονότονη συνάρτηση: Εντοπίζουμε Ρίζα(ες) και  διακρίνουμε περιπτώσεις 

για το x , συγκρίνοντας μεταξύ τους τις παραστάσεις  ( ), ( )k x m x με τις ( ), ( )p x q x . 

• Στις ανισότητες με ολοκληρώματα, ξεκινούμε από μια βασική ανισοτική σχέση και με 

αξιοποίηση ιδιοτήτων άλγεβρας, μονοτονίας , ολοκληρωμάτων οδηγούμαστε στην αποδεικτέα 

4) Μορφή:        ( ) ( ( ))
F

F f x F g x f x g x


    

Μετά από κατάλληλους αλγεβρικούς μετασχηματισμούς και εφόσον τα δύο μέλη της εξίσωσης 

έχουν «την ίδια μορφή» θεωρούμε κατάλληλη συνάρτηση F , εκφράζουμε τα δύο μέλη 

συναρτήσει  της F και στη συνέχεια αξιοποιούμε τη μονοτονία της F  και αποδεικνύουμε την 

ισοδύναμη ανισότητα    f x g x  ή    f x g x  

5) Αξιοποίηση γνωστών ανισοϊσοτήτων όπως  

• ln 1t t  , 0t    με την ισότητα να ισχύει μόνο για 1t  ,  ή 

• ημx x , x R   με την ισότητα να ισχύει μόνο για 0x   

• Σε περίπτωση που έχουμε κυρτή συνάρτηση, αυτή βρίσκεται «πάνω» από την 

εφαπτομένη σε κάθε σημείο της εκτός από το σημείο επαφής  δηλαδή 

       α α αF x x F F    με την ισότητα μόνο για αx   

• Γνωστή θέση ακροτάτου συνάρτησης  πχ    αf x f  στην περίπτωση του ελαχίστου 

6) Αξιοποίηση του Θ.Μ.Τ   

Σχηματίζουμε το λόγο μεταβολής στο ένα ή και στα δύο μέλη της ανισότητας, εφαρμόζουμε το 

Θ.Μ.Τ. σε κατάλληλο διάστημα (ή διαστήματα) αξιοποιούμε τη μονοτονία της παραγώγου κλπ  

7) Μεταφορά όλων των όρων στο πρώτο μέλος και μελέτη μονοτονίας ακροτάτων ή συνόλου 

τιμών της συνάρτησης που προκύπτει  

8) Στην περίπτωση που έχουμε ανισότητα με ολοκληρώματα  
 

 

φ

0

g x

x

f t dt    και εφόσον δεν 

λειτουργήσει η κατασκευαστική μέθοδος, θεωρούμε μια συνάρτηση F , αρχική της f , τότε: 

 
 

 

φ

0

g x

x

f t dt      ( ) φ( ) 0F g x F x    και  ακολουθούμε τα προηγούμενα βήματα  

9)  Στην περίπτωση που δίνεται ανισότητα και ζητείται να αποδειχτεί ανισότητα τότε  

• Αξιοποιούμε την κατασκευαστική μέθοδο 

• Αν δίνεται πχ   0f x   τότε η ίδια ανισοισότητα ικανοποιείται και από το ελάχιστο της f  

• Αν δίνεται ανισότητα που περιέχει την f   τότε τη μετασχηματίζουμε σε μονοτονία κλπ 

      Μίλτος Παπαγρηγοράκης /    Φεβρουάριος 2018 - Χανιά 
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ΆΣΚΗΣΗ 1. 

Να αποδείξετε ότι  
1 x

x

e
e

e



  για κάθε 1x   . 

Λύση 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι  

1
1

1 12 2 1 1
2

x xx
x x

x

e x
e e ee e e x

e




            

2 1 2 1 2 1 2 1x x x x          21 2 ( 1) 2 1x x       

 
2

20 1 2 1 1 ( 1 1) 0x x x         που αληθεύει για κάθε 1x    

Άρα ισχύει ότι 
1 x

x

e
e

e



  για κάθε 1x    

ΆΣΚΗΣΗ 2. 

Αποδείξτε ότι 
ln

ln
x

x
x

          1        για κάθε 0x   

Λύση 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι  
ln

ln ln ln ln ln 0 1 ln 0
x

x x x x x x x x x
x

          2  

 Αν 1x   η   2  ισχύει ως ισότητα 

 Για κάθε  
1 1 0

1 1 ln 0
ln 0 ln 0

x x
x x x

x x

   
      

  
 

 Για κάθε  
0 1 1 0

0 1 1 ln 0
ln 0 ln 0

x x
x x x

x x

    
       

  
 

Άρα 
ln

ln
x

x
x

  για κάθε 0x   

ΆΣΚΗΣΗ 3. 

Να αποδειχτεί ότι  2ln 1 ln 4xe x     για κάθε x R .   

Λύση 

Ισοδύναμα έχουμε ότι   

     
2 2

2ln 1 ln 4 ln 1 ln ln 4 ln 1 ln 4x x x x xe x e e e e            
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   
2 2

21 4 1 2 4 1 0x x x x x xe e e e e e          που είναι αληθής 

Άρα ισχύει ότι  2ln 1 ln 4xe x     για κάθε x R  

ΆΣΚΗΣΗ 4. 

Δίνεται η συνάρτηση f , με   ln , 0f x x x  . 

Να δείξετε ότι για κάθε 0x   ισχύει ότι        3 4 7f x f x f x f x    

Λύση 

Για κάθε 0x   , ισοδύναμα παίρνουμε ότι:  

             ln 3 ln 4 ln3 7 7 l4 nxf x f x f x f x xx x        

   2 2 2 2 2ln 12 ln 7 12 7 5 0x x x x x      που είναι αληθής, 

άρα είναι αληθής και η αποδεικτέα. 

ΆΣΚΗΣΗ 5. 

Αν   3 1f x x x   , x R  να αποδειχτεί ότι        1 1α β α β α βf f f f       για κάθε 

α,β R   

Απόδειξη 

Αν α β  τότε η αποδεικτέα είναι αληθής ως ισότητα 

Αν α β  τότε η ανισότητα    α β α βf f    γίνεται: 

   
    3 3α β α α 1 β β 1

α β α β 1 1
α β α β

f f
f f

     
       

 
 

       2 2

2
α β α α 1 α β α β α α 2

1 1 α α 2 1
α β α β

       
       

 
 

 
22 2 22 α α 2 2 2α 2α 4 2 α α 1 3 2            που είναι αληθής 

Η ανισότητα    α β α βf f    που αποδείξαμε είναι αληθής για οποιαδήποτε α,β R . Αν 

θέσουμε όπου α  το  1 αf   και όπου β  το  1 βf   έχουμε  

             1 1 1 1 1 1α β α β α β α βf f f f f f f f             

Επομένως        1 1α β α β α βf f f f       για κάθε α,β R   

ΆΣΚΗΣΗ 6. 

Αν   1 2 xf x e  , 0x  με  να αποδείξετε ότι        2 3 4x x x xf e f e f e f e   ,  1   για κάθε 

0x   
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Λύση 

Θα αποδείξουμε τη μονοτονία της f  . 

Για οποιαδήποτε  1 2, 0,x x    με 
1 2x x  έχουμε:  

1 2 1 2

1 2 1 2 2 2
x x x x

x x x x e e e e
   

              1 2

1 21 2 1 2
x x

e e f x f x
 

       

Άρα, η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0,   

Για κάθε 0x   ισχύει ότι:  

.
   

   
       

33

2 3 4

2 4 2 4

3

2 4

x xx x

x x x x

x x x x

f e f ex x e e
f e f e f e f e

x x e e f e f e

    
       

    

. 

ΆΣΚΗΣΗ 7. 

Έστω η συνάρτηση :f R R  που είναι γνήσια φθίνουσα και κοίλη στο  R .  

Να δειχθεί ότι για κάθε 0x   ισχύει (ln ) ( 1) ( 1) (ημ 1)f x f x f x f x        

Λύση 

H f  είναι γνησίως αύξουσα και η  f   γνησίως φθίνουσα στο R  

Για κάθε 0x    ισχύει ότι  

   

   
       

ln 1ln 1 ln 1
ln 1 1 ημ 1

ημ ημ 1 1 1 ημ 1

f x f xx x x x
f x f x f x f x

x x x x f x f x

      
          

         

 

ΆΣΚΗΣΗ 8. 

Έστω συνάρτηση :f R R   η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο  R   

Να αποδείξετε ότι                4 2 3 3 2 4f x f x f x f x f x f x f x f x   για κάθε  *x R  

Λύση 

Για κάθε x R , η ανισότητα γίνεται: 

               4 2 3 3 2 4f x f x f x f x f x f x f x f x     

               4 2 3 3 2 4 0f x f x f x f x f x f x f x f x      

           4 3 2 4 3 0f x f x f x f x f x f x            

       2 4 3 0f x f x f x f x                   1   

Για την απόδειξη της τελευταίας ανισότητας διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

Αν 0x    τότε η  1  δεν είναι αληθής αφού προκύπτει ότι 0 0   

Αν 0x   τότε: 



έκκεντρον - τεύχος 3 / Φεβρουάριοςς 2018 

 Μ. Ι.  Παπαγρηγοράκης 
Σελίδα 6 

http://users.sch.gr/mipapagr 

  

   

   

   

   
       

2 2 02
0 2 4 3 0

3 4 3 4 4 3 0

f x f x f x f xx x
x f x f x f x f x

x x f x f x f x f x

     
                      

Αν 0x   τότε: 

   

   

   

   
       

2 2 02
0 2 4 3 0

3 4 3 4 4 3 0

f x f x f x f xx x
x f x f x f x f x

x x f x f x f x f x

     
                      

Επομένως η ανισότητα είναι αληθής για κάθε *x R . 

ΆΣΚΗΣΗ 9. 

Έστω η συνάρτηση f  με   2 1f x x x    

Α)  Να αποδείξετε ότι η f  παρουσιάζει ελάχιστο 

Β)  Αποδείξτε την ανισότητα  
2 2 2α β γ

α β γ
β γ α
      για κάθε α,β, γ 0  

Λύση 

Α)  Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f  είναι το  0,  

Για κάθε 0x   ισχύει ότι  

   
22

2 1 2 1 1 0f x x x x x x          και  επειδή  1 0f   έχουμε ότι    1f x f  για 

κάθε 0x  , συνεπώς η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο 1  το  1 0f   

Β)  Από το Α ερώτημα έχουμε ότι 2 1 0x x   , από όπου προκύπτει ότι: 

 για  
2

2

α

β
x   παίρνουμε  

2 2

2 2

α α
2 1 0

β β
   

2 2

2

α α α
2 1 0 2α β 0

β ββ
          (1). 

 για  
2

2

β

γ
x    παίρνουμε 

2β
2β γ 0

γ
      (2)  και 

 για 
2

2

γ

α
x   έχουμε

2γ
2γ α 0

α
      (3). 

Με πρόσθεση κατά μέλη των (1), (2) και (3) έχουμε ότι  
2 2 2α β γ

α β γ
β γ α
      

ΆΣΚΗΣΗ 10. 

Να αποδειχτεί ότι  
2

2

1 1
1

2

0 0

1
x

xx dx e dx


     

Λύση 

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε 0x   ισχύει ότι 
1x xx e  .  

Πράγματι: 

1 1 1
ln ln ln 1 ln 1x x x xx e x e x x x x

x

          , 
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που είναι αληθής επειδή στην  ανισότητα ln 1, 0t t t     για 
1

0t
x

    έχουμε  

1 1 1 1
ln 1 ln 1 ln 1x x

x x x x
          

Στην αποδειχθείσα 
1x xx e   ,  0x   αν θέσουμε όπου x  το 

2 1x   θα έχουμε 

   
2 2

2 2

1 1
1 1

2 2

0 0

1 1
x x

x xx e x dx e dx
 

       

ΆΣΚΗΣΗ 11. 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα στο R  και α R  να αποδείξετε ότι  

   
0

a

af a f t dt    για κάθε 0x   

Λύση 

Ισοδύναμα έχουμε ότι        
0 0 0

a a a

af a f t dt f x dt f t dt      

Ισχύει ότι      1 1t a f f t f a      αφού η f  είναι γνήσια αύξουσα 

Συνεπώς (επειδή η ισότητα δεν ισχύει παντού): 

           
0 0 0

a a a

f a f t f x dt f t dt af a f t dt        που είναι η αποδεικτέα. 

ΆΣΚΗΣΗ 12. 

Δίνεται η συνάρτηση  : 0,f R   με  
21 xf x e  . Να αποδείξετε ότι: 

Α)     
1 1

e e

f t dt tf t dt   

Β)  
2

α

1

2 1te e dt  , για κάθε α 1  

ΛΥΣΗ 

Α)  Η αποδεικτέα γίνεται: 

           
1 1 1 1 1

0 1 0

e e e e e

f t dt tf t dt f t dt tf t dt t f t dt            

Ισχύει ότι: 
   

       
1 1 0

1 0 1 0
0 0

t t
t f t t f t

f t f t

    
        

   
   

1

1 0

e

t f t dt   (η 

ισότητα ισχύει μόνο στο ένα)  άρα    
1 1

e e

f t dt tf t dt   

Β)  Είναι    
21 αe 

>0 
21 α 1 1e         f α f 1 1     
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 
α

1

1f t dt   

α

1

2 ( ) 1tf t dt     
α

1

1

2
tf t dt   

λόγω του Α ερωτήματος έχουμε    
α α

1 1

1

2
f t dt tf t dt    άρα και  

2

α

1

2 1te e dt   

ΆΣΚΗΣΗ 13. 

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 
 0,1

 με 
  0f x 

,  
 0,1x 

.  

Να αποδείξετε ότι 

 

 

 

 

1 1

2 2

0 0

1 1

0 0

xf x dx f x dx

f x dx xf x dx


 

 
 

Λύση  

Για κάθε  0,1x  είναι   0f x   συνεπώς    
1

0

0f x dx   και  
1

0

0xf x dx   

H ζητούμενη ισοδύναμα γίνεται  

       
1 1 1 1

2 2

0 0 0 0

xf x dx xf x dx f x dx f x dx     

οπότε         
1 1

2 2 2 2

0 0

0 0xf x f x xf x dx f x dx       2  

και        
1 1

0 0

0 0xf x f x xf x dx f x dx       3  

Πολλαπλασιάζοντας τις   2  και  3  κατά μέλη έχουμε τη ζητούμενη. 

ΆΣΚΗΣΗ 14. 

Να μελετήσετε τη συνάρτηση  
ln x

f x
x

   ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και να αποδείξετε 

την ανισότητα 

1

ln

e e
dx

x
e

e
a

α  
  
 

 για κάθε  1,eα   

Λύση 

Η συνάρτηση   
ln x

f x
x

  είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο  0,  , με  
2

1 ln x
f x

x


  . 

Επειδή    0 0,1f x x    ,    0 1,f x x     , η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0,1  , 

γνησίως φθίνουσα στο  1,   και παρουσιάζει μέγιστο στο x e   το  
1

f e
e

  . 
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Επομένως θα είναι 
ln 1

ln
x x

x
x e e

    

Τότε επειδή 1 eα   θα έχουμε ότι για κάθε  ,x eα  ισχύει: 

 
1 1 1

ln ln ln ln ln
ln ln ln

e e e e
ex e e

x dx dx dx e x xdx e e e
e x x x x x α

α α α α

α               

ln

ln ln ln ln

ee e e e
xdxe e e

xdx e xdx e α

α αα α α

   
       

      

Σημείωση:  

Η ανισότητα n
x

l x
e

  με  1,x e  στην οποία βασιστήκαμε για την απόδειξη της ζητούμενης 

ανισοτικής σχέσης, μπορεί να προκύψει εύκολα από τη βασική ανισότητα ln 1, 0t t t     αν θέσουμε 

lnt x   

ΆΣΚΗΣΗ 15. 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού το  2, 4 , σύνολο τιμών το  1,8  και την ιδιότητα 

4

2

( ) 0f x dx


 . Να δείξετε ότι : 

Α)    2f x 7f x 8 0    , για κάθε  2,4x  . 

Β) 

4

2

2

( ) 48f x dx


  

ΛΥΣΗ:  

Α)  Για κάθε  2,4x   είναι  

       1 8 1 8 0f x f x f x           2f x 7f x 8 0     

Β)  Από την    2f x 7f x 8 0     προκύπτει  

    
4

2

2

f x 7f x 8 0dx


    
4 4 4 4

2 2

2 2 2 2

( ) 7 ( ) 8 ( ) 48f x dx f x dx dx f x dx
   

       . 

ΆΣΚΗΣΗ 16. 

Δίνεται ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  0,1 . Να αποδείξετε ότι 

   
1 1

2

0 0

1

12
xf x dx f x dx    1  

Λύση 

Η  1  ισοδύναμα γίνεται  
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   
1

2

0

1
0

12
f x xf x dx     

   
1 2 2

2

0

1
2 0

12 2 2 2

x x x
f x f x dx

    
                

 
1 12 2

0 0

1
0

12 2 4

x x
f x dx dx

 
    

     
1 2

0

0
2

x
f x dx

 
  

   

 που είναι αληθής αφού  
2

0
2

x
f x

 
  

 
, άρα είναι αληθής η αποδεικτέα. 

ΆΣΚΗΣΗ 17. 

Δίνεται ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  0,1  και ισχύει ότι  1 1f   . Να αποδείξετε ότι 

   
1 1

2

0 0

27
6

10
f x dx xf x dx           

Λύση 

       
1 1 1

2 2

0 0 0

27 27
6 6

10 10
f x dx xf x dx f x xf x dx                

       
1

2 2 2

0

27
6 3 3

10
f x xf x x f x x f x dx          

     
1

2 2 2

0

27
3 3

10
f x x f x x f x dx

           

     
1 1

2 2 2

0 0

27
3 3

10
f x x f x dx x f x dx

             

   
1

2 2 4 4

0

3 3 27
3 3

2 2 10
f x x f x dx x x dx          

 
11 2 5

2

0 0

3 3 3
0

2 2 5 10

x
f x x dx

  
       

     

 
1 2

2

0

3
0

2
f x x dx

 
   

   

που είναι αληθής αφού  
2

23
0

2
f x x

 
   

 
, άρα είναι αληθής η αποδεικτέα. 

ΆΣΚΗΣΗ 18. 

Δίνεται ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  0,1  και ισχύει ότι    0 1 0f ef   . Να αποδείξετε 

ότι      
1 1

2 2

0 0

4 2 1xf x dx e f x dx e            
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Λύση 

         
1 1 1

2 2 2

0 0 0

27
4 4 2 1

10

x xf x dx e f x dx f x dx e f x dx e                 

         
1

2 2

0

4 4 4 2 1x x xf x e f x e f x e f x dx e           

       
1

2 2

0

4 4 2 1x xf x e f x e f x dx e
             

       
1

12 2

0
0

4 4 2 1x xf x e f x dx e f x e             

         
1

2 2 2 2

0

4 4 4 4 1 4 0 2 1x x xf x e f x e e dx ef f e            

         
1

12 2 2 2

0
0

4 4 2 4 1 4 0 2 1x x xf x e f x e dx e ef f e                

   
1

2
2 2

0

2 2 2 2 1xf x e dx e e        

 
1

2

0

2 0xf x e dx     

που είναι αληθής αφού  
2

2 0xf x e    , άρα είναι αληθής η αποδεικτέα. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 19. 

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο R   και ισχύει ότι       4 2 2f x f x f   , για κάθε 0x  . Να 

αποδείξετε ότι     
3

1

2 2f x dx f  

Λύση: 

           
3 3

1 1

4 2 2 4 2 2f x f x f f x f x dx f dx          

     
3 3

1 1

4 4 2f x dx f x dx f     1  

Στο  
3

1

4f x dx αν θέσουμε 4 x t  , τότε  4dt x dx dx     

Για 1x   είναι 3t   και 3x   είναι 1t  , οπότε έχουμε: 

     
3 1 3

1 3 1

4f x dx f t dt f t dt       
3

1

f x dx   
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Άρα η  1        
3 3

1 1

2 4 2 2 2f x dx f f x dx f      

ΆΣΚΗΣΗ 20. 

Έστω η συνάρτηση   4 28 ,xf x e x x R   , να αποδείξετε ότι  
 

 
1

2 4

1

2

2 ln 2 8 ln 2
f t

e dt e
t

     

Λύση 

Για κάθε x R είναι   44 16xf x e x   ,   416 16xf x e    

Με   0f x   για κάθε 0x  και   0f x   για κάθε 0x   , συνεπώς  f   είναι γνήσια φθίνουσα 

στο  ,0  γνησίως αύξουσα στο  0,  και παρουσιάζει ελάχιστο στο 0  το  0 4f    , επομένως 

   0 4 0f x f    άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο R  

Έχουμε ότι      2 41 1
1 1 1 2 8

2 2
x f f x f e f x e

 
           

 
 

   1 1 12 4 2 4

1 1 1

2 2 2

2 8 2 8f x f xe e e e
dx dx dx

x x x x x x

   
         

 
 

 
 

12 4
1 12 4
1 1

12 2
2

2 8
2 ln 8 ln

f x f xe e
e x dx e x

x x x x

 
                

 
 

 
1

2 4

1

2

2 ln 2 8 ln 2
f x

e dx e
x

     

ΆΣΚΗΣΗ 21. 

Έστω η συνεχής συνάρτηση  : 0,f R   . Αν ο   α   είναι πραγματικός αριθμός μεγαλύτερος του 

ένα, να αποδείξετε ότι  
   2 4

2

2

2

1

2
2

f xxf x
xf x dx dx dx

x

α α α

α α

α
α

      

Λύση 

Στο ολοκλήρωμα  2

1

2 xf x dx

α

α  θέτουμε 
2u xα  τότε  2 2du d x xdxα α  . 

Αν 1x   τότε u α  ενώ αν x α  τότε 
2u α  και για το ολοκλήρωμα θα έχουμε ότι  

   

2

2

1

1
2 xf x dx f u du

α α

α

α
α

   
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Αντίστοιχα στο ολοκλήρωμα  
4

2

1

2
f x dx

x

α

α  θέτουμε  t x  τότε 
1

2
dt d x dx

x
   

Ακόμα, για 
2x α  παίρνουμε ότι t α  ενώ για 

2x α  παίρνουμε 
2t α  και έχουμε ότι  

   

4 2

2

1

2
f x dx f t dt

x

α α

α α

  . 

Η αποδεικτέα γίνεται 

     

2 2 2

2

1 1
f u du xf x dx f t dt

α α α

α α αα α
      

     

2 2 2

2f u du xf x dx f t dt

α α α

α α α

α α     

Επειδή ισχύει ότι 
2xα α   και   0f x    για κάθε x R   έχουμε: 

           

2 2 2

2 2 2x f x xf x f x f x dx xf x dx f x dx

α α α

α α α

α α α α α α           

Και η ζητούμενη αποδείχτηκε 

ΆΣΚΗΣΗ 22. 

Να αποδειχτεί ότι 

3π

2
ημ

0

1 2

3π

xe dx e
e
   

Λύση 

Για κάθε 
3π

0,
2

x
 

 
 

 θεωρούμε τη συνάρτηση    ημxf x e  με   ημ συνxf x e x   

Είναι   0f x   στο 
π

0,
2

x
 

 
 

 ,   0f x   στο 
3π

0,
2

x
 

 
 

 , άρα  

η f  είναι γνήσια αύξουσα στο  
π

0,
2

 
 
 

 και ως συνεχής έχει σύνολο τιμών  

   
π π

0, 0 , 1,
2 2

f f f e
      

      
      

 

η f  είναι γνήσια φθίνουσα στο  
π 3π

,
2 2

 
 
 

 και ως συνεχής έχει σύνολο τιμών  

π 3π 3π π 1
, , ,

2 2 2 2
f f f e

e

          
          

          
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Επομένως το σύνολο τιμών της f στο 
3π

0,
2

 
 
 

 είναι το  
1 1

1, , ,e e e
e e

   
   

   
 

Συνεπώς ισχύει ότι  

     

3π 3π 3π 3π 3π

2 2 2 2 2
ημ

0 0 0 0 0

1 1 3π 3π 1 2

2 2 3π

xe
f x e dx f x dx edx f x dx e dx e

e e e e
              

 

ΆΣΚΗΣΗ 23. 

Να αποδείξετε ότι  

1

ln 1 4

3

e

x

x x
dx

e

 
  

Λύση 

Για τη συνάρτηση  
1 ln

x

x x
g x

e

 
 , 0x   έχουμε ότι  

1
ln

x

x x
xg x

e

 
   

Η συνάρτηση  
1

lnh x x x
x

    είναι γνήσια φθίνουσα επειδή  
2

1 1
1 0h x

xx
       και ισχύει 

 1 0h   

Οπότε για    1 0 0x h x g x       συνεπώς η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,  επομένως  

       
ln 1 2

1 1 1
x

x x
x g x g g x g

ee

 
         

 

1 1 1

1ln 1 2 1
2

e e e

x x

f xx x e
dx dx dx

e ee e

  
      

Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
2 2 4

6 6 4 6 6 4 3
3

e
e e e e e

e


          που είναι αληθής  

 

 

 

ΆΣΚΗΣΗ 24. 

Να δειχθεί ότι για κάθε 0x  , ισχύει 
1

1

x

e
x

 
  

 
 

Λύση 

Στην ανισότητα ln 1t t   που ισχύει για κάθε 0 1t   θέτουμε 
1

1 1t
x

    
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και παίρνουμε ότι   

1 1
ln 1

x x

 
  

 


1
ln 1 1x

x

 
  

 


1
ln 1 ln

x

e
x

 
  

 


1
1

x

e
x

 
  

 
 

ΆΣΚΗΣΗ 25. 

Να δειχθεί ότι για κάθε x R , ισχύει ότι     
2

2 22 ln 1 2 1x x      

Λύση 

Για κάθε x R  είναι    2 2 21 1 ln 1 0 2 ln 1 2x x x           οπότε θα έχουμε ότι 

      
2

2 2 2 22 ln 1 2 1 2 ln 1 2 1x x x x           

 
 

2

2 2

2

2 ln 1
2 2 ln 1 2 1

1

x
x x

x

 
      


 

 2 2 2 21
1 ln 1 1 ln 1 1 1

2
x x x x          

Η τελευταία όμως είναι αληθής αφού στην ανισοïσότητα ln 1t t   που ισχύει για κάθε 0t   αν 

θέτουμε 2 1 1t x    παίρνουμε ότι 2 2ln 1 1 1x x     

ΆΣΚΗΣΗ 26. 

Να αποδειχτεί η ανισότητα 1
1

1

xx

xe e
x

  
   
 

 για κάθε 0x   

Λύση 

Έχουμε ότι  

1 1
1 1 1

1 ln ln 1 ln ln 1 1
1

x x xx x

x x
x

e e e e x
x x x x

      
                

     
 

 ln 1 ln1 1 1 1 1 1 1 1
ln 1 ln

1 1 1 1

x xx

x x x x x x x x x x

    
           

       
          (1) 

Με εφαρμογή του Θ.Μ.Τ. για τη συνάρτηση   lnf t t  στο διάστημα  , 1x x   αφού ικανοποιούνται 

οι υποθέσεις, έχουμε ότι υπάρχει  , 1x xξ   ώστε  
   1

1

f x f x
f

x x
ξ

 
 

 
 

Και ισοδύναμα έχουμε 

 
 

ln 1 ln1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1

x x
f x x

x x x x x x x x
ξ ξ

ξ

 
           

    
 

που είναι αληθής άρα είναι αληθής και η αποδεικτέα 
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Σημείωση: Η ανισότητα 
1 1 1

ln
1

x

x x x

 
  

  
 μπορεί να προκύψει από τη βασική ln 1, 0t t t    αν 

θέσουμε  διαδοχικά 
1x

t
x


  και  

1

x
t

x



 

ΆΣΚΗΣΗ 27. 

Να αποδείξετε ότι: 
 2

1

ln 1
dt

t

β

α

β α

αβ




 , 0 α β   

Λύση 

Γνωρίζουμε ότι ln 1, 0x x x   . Για  
2 1 1x t     έχουμε ότι 

 
     

2 2

2 22 2 2

1 1 1 1 1 1
ln 1

ln 1 ln 1 ln 1
t t dt dt dt

tt tt t t

β β β β

αα α α

 
          

        

   2 2

1 1 1 1

ln 1 ln 1
dt dt

t t

β β

α α

β α

β α αβ


    

    

ΆΣΚΗΣΗ 28. 

Α) Δείξτε ότι 
2 lnx x x   1 για κάθε 0x   

Β) Αν α,β, γ 0  με αβγ 1  να αποδείξετε ότι 
2 2 2α β γ α β γ      

Λύση 

Α) Γνωρίζουμε ότι ln 1x x  0x   2  

Και ότι  
2 2 21 0 2 1 0 1x x x x x x           3  

Από τις  2  και  3  προκύπτει ότι 
2 lnx x x   

Β) Στην  1  για αx  , βx   και γx   αντίστοιχα παίρνουμε ότι  

2

2 2 2 2

2

α α ln α

β β lnβ α α β β γ γ ln α lnβ ln γ

γ γ ln γ

  


           


 

 

 2 2 2 2 2 2α α β β γ γ ln αβγ α β γ α β γ              

 

ΆΣΚΗΣΗ 29. 

Να αποδειχτεί η ανισότητα 
   2 2ln 1 ln 1 ln ln

1 2

x x x x

x x

  
 


 ,  x e            1   

Λύση 
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Θεωρούμε τη συνάρτηση   2lnf x x για την οποία ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος 

Μέσης Τιμής στο διάστημα  , 1x x  , συνεπώς υπάρχει  , 1x x    ώστε 

 
   

   
   1 1ln ln

2 1
1 2

f x f x f x f x
f f x f x

x x

 


 

   
       

 
 

και η αποδεικτέα γίνεται 

 
 ln 1 ln ξ ln

1
1 ξ

x x

x x


  


              2  

Έστω η συνάρτηση  
ln

, 0
t

h t t
t

   με   
2

1 ln
0

t
h t

t


    για κάθε t e  , άρα η h  είναι γνήσια 

φθίνουσα στο  ,e    και θα έχουμε ότι  

       2 1 1h x h h x x x           

που είναι αληθής άρα είναι αληθής και η αποδεικτέα 

ΆΣΚΗΣΗ 30. 

Να αποδειχτεί η ανισότητα 
1

1 ln( 1) 1
ln

lnln( 1) lnx x

x

xx x

 
    

 στο  1,  

Λύση 

Έχουμε ότι 

 

   
 

1 1

ln ln( 1) ln ln1 ln( 1) 1 1 1
ln 2

ln 1 lnln( 1) ln 1 ln( 1)x x x

x xx

x x x x xx x x x 

  
          

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση    ln lnf t t   για την οποία έχουμε ότι 
1

'( ) 0
ln

f t
t t

   άρα f  γνήσια 

αύξουσα στο  1,  

Και 
2 2

1 ln 1
''( ) (ln 1) 0

( ln ) ( ln )

t
f t t

t t t t


       , άρα f   είναι γνήσια φθίνουσα στο  1,  

Για τη συνάρτηση f  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  , 1x x  ,οπότε 

υπάρχει ξ ,( )1x x  τέτοιο ώστε  
   ln ln( 1) ln ln( 1) ( )

ξ
1 1

x xf x f x
f

x x x x

  
  

   
 

Οπότε η        2 1 ξ ξ 1
f

f x f f x x x


            που είναι αληθής, επομένως  

1

1 ln( 1) 1
ln

lnln( 1) lnx x

x

xx x

 
    

 1,x   

ΆΣΚΗΣΗ 31. 
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Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο R  με   1 1f x    και  3 2f  .  Να αποδείξετε ότι: 

 -1 0 5f   

Λύση 

Για την f  στο διάστημα [0,3] ισχύουν οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ., άρα υπάρχει ένα τουλάχιστο  

 ξ 0,3  ώστε  
   

 
 f 3 - f 0 2 - f 0

f ξ = f ξ =
3- 0 3

   

τότε επειδή  δίνεται ότι  1 1f x   θα είναι  
 

 
2- f 0

-1 < f ξ < 1 -1 < < 1 -1 < f 0 < 5.
3

    

ΆΣΚΗΣΗ 32. 

Δίνεται ότι η συνάρτηση f   είναι κυρτή στο R . Nα αποδείξετε ότι          4 5 31e f e f e ef e    

Λύση 

Β) Η ανίσωση γίνεται 

               4 5 3 4 4 5 31e f e f e ef e ef e f e f e ef e         

       
       4 3 5 4

4 3 5 4

4 3 4 3

ef e ef e f e f e
ef e ef e f e f e

e e e e

 
      

 
 

       4 3 5 4

4 3 5 4

f e f e f e f e

e e e e

 


 
 1  

Σε καθένα από τα διαστήματα 3 4,e e    και  4 5,e e    ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. οπότε 

υπάρχουν  3 4

1ξ ,e e ,  4 5

2ξ ,e e  ώστε  
   4 3

1 4 3
ξ

f e f e
f

e e


 


 

   5 4

2 5 4
ξ

f e f e
f

e e


 


. Τότε για 

την  1  έχουμε  

     1 2 1 21 ξ ξ ξ ξf f      που είναι αληθής άρα είναι αληθής η αποδεικτέα. 

ΆΣΚΗΣΗ 33. 

Έστω ότι η συνάρτηση  : 0,f R    είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, κυρτή και γνήσια αύξουσα 

στο R . Αν η συνάρτηση 
f

f


 είναι γνήσια αύξουσα στο R  να αποδειχτεί ότι    2 α β

β
2

f f a f
 

 
 

 

για κάθε α,β R  

Λύση 

Α) Αρκεί να αποδείξουμε ότι  

       
   2 2

ln α ln βα β α β α β
β ln ln β ln

2 2 2 2

f f
f f a f f f a f f

       
            

     
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       
α β α β α β

2 n ln α ln β ln ln α ln β ln
2 2 2

l f f f f f f f
       

          
     

 1  

Θεωρούμε τη συνάρτηση    Η lnx f x  με  
 

 
Η

f x
x

f x


  , γνήσια αύξουσα στο R  

Αν α β  στην   1  ισχύει η ισότητα 

Αν α β  τότε για τη συνάρτηση Η  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ στα διαστήματα 

α β
α,

2

 
 
 

α β
,β

2

 
 
 

 οπότε θα υπάρχουν 
α β

κ α,
2

 
 
 

, 
α β

λ ,β
2

 
 
 

 ώστε  

 
 

α β

2
κ

α β
α

2

H H a

H

 
 

  




,  
 

α β
β

2
λ

α β
β

2

H H

H

 
  

  




 

Και ισοδύναμα έχουμε 

 
   

   

α β α β
Η Η α Η β Η

2 2
1 Η κ Η λ κ λ

α β α β
α β

2 2

    
    

          
 

 

 που είναι αληθής 

Όμοια εργαζόμαστε για την περίπτωση που είναι α β  
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ΆΣΚΗΣΗ 34. 

Δίνεται η συνάρτηση f  με 
ημ

( ) ln
x

f x
x

 ,  0, πx . Να αποδειχτεί ότι: 

Α)  η f   είναι γνήσια φθίνουσα στο (0,π)  

Β)  
α β α β ημα ημβ

ημ
2 2 α β

 
  με α,β (0,π)  

Λύση:   

Α)  Έχουμε ότι:  ( ) ln(ημ ) lnf x x x ΄   =
1

σφx
x

 , 

και 
1

( ) σφf x x
x

 
   

 
=

2 2

1 1

ημ x x
  =

2 2

2 2

ημ
0

ημ

x x

x x


  (επειδή ημx x  όταν 0x  ) 

Άρα η f  είναι κοίλη στο  0, π  

Β)  Η αποδεικτέα γίνεται: 

α β α β ημα ημβ α β α β 1 ημα 1 ημβ
ln ημ ln ln ημ ln ln ln

2 2 α β 2 2 2 α 2 β

         
                  

 

α β (α) (β)

2 2

f f
f

  
 

 
 1  

Αν α β  στην   1  ισχύει η ισότητα 

Αν α β  τότε για τη συνάρτηση f  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ στα διαστήματα 

α β
α,

2

 
 
 

 και 
α β

,β
2

 
 
 

 οπότε θα υπάρχουν 
α β

κ α,
2

 
 
 

, 
α β

λ ,β
2

 
 
 

 ώστε  

 
 

α β

2
κ

α β
α

2

f f a

f

 
 

  




,  
 

α β
β

2
λ

α β
β

2

f f

f

 
  

  




 

Και ισοδύναμα έχουμε 

 
   

   

α β α β
α β

2 2
1 κ λ κ λ

α β α β
α β

2 2

f f f f

f f

    
    

          
 

 

 που είναι αληθής 

Όμοια εργαζόμαστε για την περίπτωση που είναι α β  
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ΆΣΚΗΣΗ 35. 

Αν η συνάρτηση F   είναι κοίλη στο , να αποδείξετε ότι          1 1F x F x F x F x F x       

για 1x   

Λύση: 

Η αποδεικτέα ισοδύναμα γίνεται: 

         
   

 
   1 1

1 1
1 ( 1)

F x F x F x F x
F x F x F x F x F x F x

x x x x

   
         

   
 2  

Η συνάρτηση F  σε καθένα από τα διαστήματα   1,x x ,  , 1x x   ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

Θ.Μ.Τ., οπότε θα υπάρχουν:  1ξ 1,x x  ,   2ξ , 1x x  τέτοια ώστε  

 
   

 
1

1
ξ

1

F x F x
F

x x

 
 

 
 και  

   

 
2

1
ξ

1

F x F x
F

x x

 
 

 
 

Οπότε Είναι: 
1 2 1 21 ξ ξ 1 ξ ξx x x x         . Η συνάρτηση F   είναι γνησίως φθίνουσα στο 

 1, , οπότε έχουμε:        1 2 1 22 ξ ξ ξ ξF F x F x         που είναι αληθής 

ΆΣΚΗΣΗ 36. 

Έστω η συνάρτηση :f R R  με f   συνεχή και γνήσια αύξουσα και  1 0f  . Να αποδείξετε ότι  

     21x f x f x    για κάθε  0,1x  

Λύση 

Ισοδύναμα για κάθε  0,1x  ισχύει ότι 
20 1x x    και έχουμε ότι: 

                 2 2 21x f x f x xf x f x f x f x f x xf x          

   
   

       
2 2

2

1
1

1

f x f x f x f x f f x
f f x

x xx x

  
   


 2  

Η συνάρτηση f  σε καθένα από τα διαστήματα  2 ,x x   ,  ,1x  ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ., 

οπότε θα υπάρχουν:  1ξ 1,x x  ,   2ξ , 1x x  τέτοια ώστε  

 
   2

1 2
ξ

f x f x
f

x x


 


 και  

   
2

1
ξ

1

f f x
f

x


 


 

Η συνάρτηση f   είναι γνησίως αύξουσα στο  1, , οπότε έχουμε:      1 2 1 22 ξ ξ ξ ξf f      

που είναι αληθής. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 37. 
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Έστω η συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη, γνησίως αύξουσα και κοίλη στο R   με  1 1f  . Να  

αποδείξετε ότι  
1 1 1

α 1
α α α

f f
 

   
 

 για κάθε α 1  

Λύση 

Για κάθε α 1  ισχύει ότι 
1

1 α
α
    και ισοδύναμα έχουμε ότι: 

     
1 1 1 1 1

α 1 α α α 1 α 1 α α
α α α α α

f f f f f f
     

                
     

 

   
   

 

   
 

1 1 1
1 1 1

α 1 α 1α α α
α 1

1 1 11 1
1 1

f f f f
f f f f

f f
a a

a
a a a

     
             

     
 

 

 2  

Η συνάρτηση f  σε καθένα από τα διαστήματα  
1

,1
α

 
 
 

,  1,α  ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ., 

οπότε θα υπάρχουν: 1

1
ξ ,1

α

 
 
 

,   2ξ 1,α τέτοια ώστε  

 
 

1

1
1

α
ξ

1
1

f f

f

a

 
  

  



,  
   

2

α 1
ξ

1

f f
f

a


 


 

και   επειδή η συνάρτηση f   είναι γνησίως φθίνουσα στο R ,  έχουμε: 

     1 2 1 22 ξ ξ ξ ξf f      που είναι αληθής. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 38. 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα και α R   να αποδειχτεί ότι 

   
5

3

2 5

a

a

f t dt af a  για κάθε  α 0  

Λύση 

Έστω F  αρχική της f  στο R  , τότε  ισοδύναμα έχουμε:  

         
   

 
5

3

5α 3α
2 5 5α 3α 2α 5α 5α

5α 3α

a

a

F F
f t dt af a F F f f


     

  1  

Στο διάστημα  3α,5α  ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την F , συνεπώς υπάρχει 

 ξ 3α,5α  ώστε  
   5α 3α

ξ
5α 3α

F f
F


 


 τότε έχουμε:  
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     1 ξ (5α) ξ (5α) ξ 5α
f

F f f f


       

που είναι αληθής άρα είναι αληθής η αποδεικτέα 

 

ΆΣΚΗΣΗ 39. 

Δίνεται ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής γνήσια αύξουσα στο R . Να αποδείξετε ότι 

     

α β
α β

2

0 0 0

2f t dt f t dt f t dt



             1         για κάθε α,β R . 

Λύση 

Έστω ότι F  είναι μια παράγουσα της f  στο R  τότε  

     

α β
α β

2

0 0 0

2f t dt f t dt f t dt



      

         
α β

α 0 β 0 2 0
2

F F F F F F
   

       
  

 

   
α β

α β 2
2

F F F
 

   
 

 

   
α β α β

α β
2 2

f f f f
    

      
   

   
α β α β

α β
2 2

α β α β
α β

2 2

f f f f
    

    
   


 

 

     (2) 

Αν α β  στην  2  ισχύει η ισότητα 

Αν α β  , σε καθένα από τα διαστήματα 
α β

α,
2

 
 
 

 και 
α β

,β
2

 
 
 

 ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχουν 1

α β
ξ α,

2

 
 
 

, 2

α β
ξ ,β

2

 
 
 

 ώστε 

 
 

1

α β
α

2
ξ

α β
α

2

f f

f

 
 

  




 
 

2

α β
β

2
ξ

α β
β

2

f f

f

 
  

  




. 

Τότε για την  2  έχουμε  

         1 2 1 2 1 22 ξ ξ ξ ξ ξ ξF F f f        

που είναι αληθής άρα είναι αληθής η αποδεικτέα. 

Αν α β  εργαζόμαστε αναλόγως. 
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Άρα η αποδεικτέα είναι αληθής σε κάθε περίπτωση. 

Σημείωση: H ανισότητα    
α β

α β 2
2

F F F
 

   
 

 όταν F  κυρτή είναι η γνωστή ανισότητα Jensen 

ΆΣΚΗΣΗ 40. 

Δίνεται ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής γνήσια αύξουσα στο R  και παίρνει μόνο θετικές τιμές. Να 

αποδείξετε ότι    
3α 6α

α 4α

f t dt f t dt  για κάθε  α 0,  . 

Λύση 

Έστω F  αρχική της f  στο R , τότε  για κάθε α 0 ,  έχουμε:  

       
       3α α 6α 4α

3α α 6α 4α
3α α 6α 4α

F F F F
F F F F

 
    

 
 1  

Η F  είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα  α,3α  και  4α,6α και παραγωγίσιμη σε καθένα 

από τα  α,3α   και  4α,6α .  

Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. , υπάρχουν   1ξ α,3α ,   2ξ 4α,6α  

ώστε     
   

1

3α α
ξ

3α α

F F
F


 


 και   

   
2

6α 4α
ξ

6α 4α

F F
F


 


 

Επομένως θα είναι  

     1 2 1 21 ξ ξ ξ ξF F     που είναι αληθής αφού 1 20 α ξ 3α 4α ξ 6α      . Άρα η 

αποδεικτέα είναι αληθής. 

ΆΣΚΗΣΗ 41. 

Αν f  συνεχής και γνήσια αύξουσα στο R  και α>1 να αποδειχτεί ότι      
1 α

0 1

α 1 f t dt f t dt    

Λύση 

Έστω F  αρχική της f  στο R  , τότε   

Ισοδύναμα έχουμε:  

          
       1 0 α 1

α 1 1 0 α 1
1 0 α 1

F F F F
F F F F

 
     

 
(1)  

Στα διαστήματα  0,1  και   1,α  ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ., συνεπώς υπάρχουν 

 1ξ 0,1  και   2ξ 1,α  ώστε   
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 
   

1

1 0
ξ

1 0

F F
F


 


,   

   
2

α 1
ξ

α 0

F F
F


 


. 

Ισοδύναμα έχουμε:          1 2 1 2 1 21 ξ ξ ξ ξ ξ ξF F f f        που είναι αληθής αφού 

1 2ξ ξ  και η f  είναι γνήσια αύξουσα. Άρα είναι αληθής η αποδεικτέα 

ΆΣΚΗΣΗ 42. 

Έστω οι συναρτήσεις    
2

, 0,xf x e x x     και      4G x F x F x   ,  0,4x   όπου F  

είναι αρχική της f  στο   0,  . Να αποδείξετε ότι: 

A)  η G   είναι κυρτή και  

B)    

3
4

2

1
0

2

4 2f t dt f t dt     1  

Λύση 

Α) Είναι      4G x f x f x     και      4G x f x f x      οπότε είναι  

         0 4 0 4 4 0G x f x f x f x f x x x x                 

Άρα η  G  είναι κυρτή στο  0,4  

Β) Στο ολοκλήρωμα  

3

2

1

2

4 2f t dt  με αντικατάσταση 2u t  έχουμε ότι  

   

3
3

4

1
1

4

4 2 2f t dt f u du     

Οπότε η αποδεικτέα γίνεται:      
3 4

1 0

1 2 f u du f t dt     .       2  

         2 3 1 4 0F F F F      

                 2 2 3 4 2 3 4 3 2 4 2G G G G G G G G            

       3 2 4 3

3 2 4 3

G G G G 


 
 3  

Σε καθένα από τα διαστήματα  2,3  και   3, 4  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για τη G , 

οπότε υπάρχουν  1ξ 2,3 ,  2ξ 3, 4  ώστε  

 
   

1

3 2
ξ

3 2

G G
G


 


 και  

   
2

4 3
ξ

4 3

G G
G


 


 

Τότε έχουμε  



έκκεντρον - τεύχος 3 / Φεβρουάριοςς 2018 

 Μ. Ι.  Παπαγρηγοράκης 
Σελίδα 26 

http://users.sch.gr/mipapagr 

  

     1 2 1 23 ξ ξ ξ ξG G      που είναι αληθής άρα είναι αληθής η αποδεικτέα. 

ΆΣΚΗΣΗ 43. 

Έστω ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής και κοίλη στο R . Να αποδείξετε ότι 

       
α 1 β 1

α β

α βf t dt f t dt f f

 

     με α β  

Λύση 

Η αποδεικτέα γίνεται: 

       
α 1 β 1

α β

α βf t dt f t dt f f

 

                α 1 α β 1 β α βF F F F f f         

           α 1 α α β 1 β βF F f F F f        

       1H x F x F x f x     με        1H x f x f x f x      

Στο διάστημα  , 1x x    ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. συνεπώς υπάρχει  ξ , 1x x   ώστε 

 
   

     
1

ξ ξ 1
1

f x f x
f f f x f x

x x

 
     

 
 

Συνεπώς είναι            ξ ξ 1 0x f x f f x f x f x H x             

Επομένως η H   είναι γνήσια αύξουσα και έτσι : 

               α β α β α 1 α α β 1 β βH H F F f F F f             

       
α 1 β 1

α β

α βf t dt f t dt f f

 

     

ΆΣΚΗΣΗ 44. 

Έστω η συνάρτηση   xf x xe , x . Να αποδείξετε ότι    
 

1

2

1

1
1 1

e

e f e f e dt e
f t



     , 

για κάθε  0,x   

Λύση 

Επειδή   0f x   για κάθε  0,x   είναι:   

   
     

 
1 1

2 2

1 1

1 1
1 1  1

1

e e
e

e f e f e dt e e dt
f t f t f e

 

        
   

Αν F  είναι μια αρχική της 
 

1

f t
 στο  0,  με  

 

1
F x

f x
   τότε  
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Η σχέση  1  ισοδύναμα γράφεται:  
   

 
1 1

1 1
1 1

F e F
F F e

e

 
   

 
 2  

Για κάθε 0x  , η συνάρτηση F ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  1, 1e . Άρα 

υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ 1, 1e   τέτοιο, ώστε:  
   1 1

ξ
1 1

F e F
F

e

 
 

 
 

Είναι   

 
 

1 xe
F x

f x x

    
      

  

 
2

1xe x

x


 , 0x  . 

Επομένως η συνάρτηση F   είναι γνησίως αύξουσα στο  1,  

Και έχουμε:         2 1 ξ 1 1 ξ 1F F F e e           που είναι αληθής 

 

ΆΣΚΗΣΗ 45. 

Δίνεται η συνάρτηση    ln lnf t t ,  1,t  . Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο 

με τετμημένη 
2e  και να αποδείξετε την ανισότητα 2 2 4

2 ln(ln ) lne x x e
e

   

Λύση 

Έχουμε ότι 
1

'( ) 0
ln

f t
t t

   άρα f  γνήσια αύξουσα στο  1,  

Και 
2 2

1 ln 1
''( ) (ln 1) 0

( ln ) ( ln )

t
f t t

t t t t


       , άρα η f  είναι κοίλη στο  1,  

Για την εξίσωση της εφαπτομένης έχουμε ότι  

2 2 2

2 2

1 1 1 1
( ) '( )( ) ln 2 ln 2

2 22 2
y f e f e x e y x y x

e e
            

Επειδή f κοίλη στο  1, , άρα η εξίσωση εφαπτομένης της fC βρίσκεται πάνω από τη fC με 

εξαίρεση το σημείο επαφής 
2

0x e οπότε, 

2 2 2 2

2

1 1 4
( ) ln(ln ) ln 2 2 ln(ln ) (2ln 2 ln ) 2 ln(ln ) ln

22
f x y x x e x x e e e x x e

ee
             

ΆΣΚΗΣΗ 46. 

Έστω η κυρτή συνάρτηση 
 : 1,1f R 

 , τέτοια ώστε 
 1 1f 

, 
 1 1 f   

,  
 0 –1f 

 

α.  Να αποδείξετε ότι:      1 1f x x f x      για κάθε  1,1x   

β. Αν E  είναι το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζεται από τη γραφική παράσταση της 
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συνάρτησης f  ,  τον άξονα x x  , τον άξονα y y  και την ευθεία –1x  .  Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x 

για κάθε  1,0x    και ότι:  
0

2

1

3 1 2f x dx E


   

Λύση 

Α) Για τη συνάρτηση f  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  ,1x  , συνεπώς 

υπάρχει  ξ 0,1  ώστε  
  1

ξ
1

f x
f

x


 


 και η ανισότητα γίνεται: 

     
 

     
1

1 1 ξ ξ
1

f x
f x x f x f x f f x x

x


           


 που είναι αληθής 

Β) Σύμφωνα με το θ. Rolle στο διάστημα  1,0  υπάρχει  ξ 1,0  ώστε  ξ 0f   . 

Επειδή η f   είναι γνήσια αύξουσα, έχουμε ότι: 

Για      ξ ξ 0x f x f f x         άρα η f   είναι γνήσια  φθίνουσα και θα ισχύει ότι 

     1 ξ 1 0x f f x f x         

Αντίστοιχα για  προκύπτει ότι για ξ 0x   είναι   0f x   

Επομένως είναι   0f x   για κάθε  1,0x   

Για την απόδειξη της ανισότητας έχουμε  

               21 1 1f x x f x f x f x x f x f x          

         
0 0

2

1 1

1f x dx f x x f x f x dx
 

    
         

0 0 0

2

1 1 1

1f x dx f x dx x f x f x dx
  

       

   
 0 0 2

2

1 1

1
2

f x
f x dx E x dx

 

 
      

    

   
 

 

0
0 02

2 2

1 1
1

1
1

2 2

f x
f x dx E x f x dx

 


  
        

      

 
0

2

1

3 1 2f x dx E


   

ΆΣΚΗΣΗ 47.    

Έστω η συνάρτηση    2ln 1f x x x   , x R  
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Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f   είναι κυρτή ή κοίλη και να βρείτε την 

εφαπτομένη στο σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f . 

Nα αποδείξετε ότι 

2

2

0

3 ( ) 8f t dt 
  και 

1

2

0

3 ( ) 1f t dt 
 

Λύση 

H f  είναι συνεχής στο R  και παραγωγίσιμη στο R  με 
 2

2

2 2 2

11 ' 11
'( )

1 1 1

x
x x

x
f x

x x x x x

 


  
    

 

Η f΄ είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  
 

3
2

,

1

x
f x x R

x


  



. 

Για 0 ε ναι ( ) 0x ί f x  , οπότε  η f είναι κοίλη στο [0, ) . 

Για 0 ε ναι ( ) 0x ί f x  , οπότε  η f είναι κυρτή  στο ( ,0] . 

Στο 0x   η f  παρουσιάζει σημείο καμπής  το  σημείο  0, (0)f  δηλαδή το Ο(0, 0) . 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο 
0 0x   είναι (0) (0)( 0)y f f x y x     . 

Β) Επειδή η f  είναι κοίλη στο [0, )  , βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη σε κάθε σημείο 

της εκτός του σημείου επαφής. 

Συνεπώς είναι ( ) , [0,2]f t t t  , οπότε  
2 2( )f t t , με την ισότητα να ισχύει μόνο για 0t  . Άρα   

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 0

8
( ) ( ) 3 ( ) 8

3
f t dt t dt f t dt f t dt        . 

•  Αντίστοιχα ισχύει  
2[0,1] 0 1 0 1t t t       , οπότε 

2 2( ) , [0,1]f t t t  , με την ισότητα να 

ισχύει μόνο για 0t  . Επομένως  

1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

1
( ) ( ) 3 ( ) 1

3
f t dt t dt f t dt f t dt        . 
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ΆΣΚΗΣΗ 48. 

Να αποδειχτεί ότι    α 1 β β 1 α
α β

 
  1            για κάθε 0 α β 1    

Λύση 

Ισοδύναμα έχουμε ότι: 

           α 1 β β 1 α α 1 β β 1 α αln α βlnβ
α β ln α lnβ α 1 β ln α β 1 α lnβ

1 α 1 β

   
        

 
 2  

Θεωρούμε τη συνάρτηση   
ln

1

x x
f x

x



 με 0 1x   

H f  είναι παραγωγίσιμη για κάθε 0 1x   με  
  

   
2 2

n 1 1 ln ln 1
0

1 1

l x x x x x x
f x

x x

    
   

 
 

Επειδή όταν 0 1x  είναι  
2

1 0x   και ln 1x x   

Συνεπώς η f  είναι γνήσια φθίνουσα, άρα    
αln α βlnβ

α β α β
1 α 1 β

f f    
 

 

ΆΣΚΗΣΗ 49. 

Nα αποδείξετε ότι 
2 4

συν 1
2 24

x x
x      για κάθε 0x   

Λύση 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  
2 4

συν 1
2 24

x x
f x x    0x   τότε είναι  

 
3

ημ
6

x
f x x x     ,   

2

συν 1
2

x
f x x     ,  

   3
ημ 0f x x x    

Επειδή 
   3

0f x   για κάθε 0x   η  f x  είναι γνησίως φθίνουσα  στο  0,  άρα για 

     0 0 0x f x f f x        

Τότε η f   είναι γνήσια φθίνουσα στο  0,  επομένως      0 0 0x f x f f x       ,  

Συνεπώς η f  είναι γνήσια φθίνουσα στο  0,  άρα  

     
2 4

0 0 0 συν 1
2 24

x x
x f x f f x x          
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ΆΣΚΗΣΗ 50. 

Να αποδειχτεί ότι 
21 0xx e    για κάθε 0x   

Λύση 

Έχουμε 
2 21 0 1 0x x xx e e x e        

Θεωρούμε τη συνάρτηση   2 1x xf x e x e    που είναι συνεχής στο R  και παραγωγίσιμη στο R  με 

   
22 2 1x x x xf x e x e xe e x       

Είναι   0f x   για κάθε    , 1 1,x      συνεπώς η f  είναι γνήσια αύξουσα στο R  

Επομένως  

    2 2 20 0 1 0 1 0 1 0x x x x xx f x f e x e e x e x e                

ΆΣΚΗΣΗ 51. 

Αν   2 1f x x x   , x R , να αποδείξετε ότι  
  1

ln
f x x

f x
x

 
  για κάθε  0,x  . 

Λύση 

Θεωρώ συνάρτηση      ln 1F x x f x f x x    ,  0x  , που είναι παραγωγίσιμη στο  

 0, , με 

              
2 2

1
ln ln 1 ln 1 1 ln

1 1

x
F x x f x x f x f x f x x f x

x x

              
  

 

Aν    lng x f x τότε   
2

1
0

1
g x

x
  


, για κάθε x , οπότε η συνάρτηση g   είναι γνησίως 

αύξουσα στο . Επομένως, για κάθε 0x   είναι      0 0g x g g x    

Επομένως    0F x   για κάθε  0,x   και επειδή είναι συνεχής θα είναι  γνησίως αύξουσα στο 

 0, , οπότε για κάθε 0x   είναι:        
  1

0 0 ln
f x x

F x F F x f x
x

 
      

ΆΣΚΗΣΗ 52.* 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f , με  0 0f   και  0 1f x  . Να αποδείξετε ότι για κάθε 

0x   ισχύει    

2

3

0 0

x x

f t dt f t dt
 

  
 
    

Λύση 

Για 0x   ισχύει η ισότητα.  
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Θεωρούμε τη  συνάρτηση    

2

3

0 0

( )

x x

F x f t dt f t dt
 

  
 
    με  2

0

( ) ( ) ( ) 2

x

F x f x f x f t
 

   
 
  . 

Eπειδή ( ) 0f x   η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Συνεπώς για 0x   έχουμε ( ) (0) 0f x f   

Για τη συνάρτηση    2

0

( ) ( ) 2

x

H x f x f t dt    

έχουμε     ( ) 2 ( ) ( ) 1 0H x f x f x     για 0x  . 

Άρα όταν 0x   έχουμε ( ) (0) 0H x H  . 

Συνεπώς αν 0x   παίρνουμε ( ) (0) 0F x F   επομένως ισχύει    

2

3

0 0

x x

f t dt f t dt
 

  
 
     

ΆΣΚΗΣΗ 53.* 

Δίνoνται οι συναρτήσεις , :[α,β]f g R  συνεχείς και γνησίως αύξουσες στο  α,β . Να δειχθεί ότι 

 
β β β

α α α

( ) ( ) β α ( ) ( )f x dx g x dx f x g x dx     

Λύση 

Θεωρώ τη συνάρτηση    
α α α

( ) ( ) α ( ) ( )

x x x

h x f t dt g t dt x f t g t dt      με   α,βx , που είναι 

παραγωγίσιμη με  

           
α α α

( ) ( ) ( ) ( ) α

x x x

h x f x g t dt g x f t dt f t g t dt x f x g x          

     
α α α α

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x

h x f x g t dt g x f t dt f t g t dt f x g x dt        

          
α

( )

x

h x f x f t g t g x dt    . 

Όμως είναι  

        0x t f x f t f x f t       και         0g t g x g t t x     , έτσι 

       ( ) 0f x f t g t g x    

άρα και           
α

( ) 0

x

h x f x f t g t g x dt      αφού α x  

Συνεπώς η συνάρτηση h  είναι γνήσια φθίνουσα, άρα: 

β α     β αh h   
β β β

α α α

( ) ( ) β α ( ) ( )f x dx g x dx f x g x dx     
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ΆΣΚΗΣΗ 54. 

Αν ισχύει ότι α βxe x   1  για κάθε x R , με  α 0, β R  ,να αποδείξετε ότι 
α α βα e   

Λύση 

Έστω  η συνάρτηση  ( ) α βxf x e x   , x R  που είναι παραγωγίσιμη στο R  με ( ) αxf x e    

Και ισχύει ότι : 

( ) 0 lnαf x x    , ( ) 0 lnαf x x     και ( ) 0 lnαf x x    . 

Συνεπώς η f  παρουσιάζει ελάχιστο στο lnα  το  ln α α α ln α βf     .    

Από  1  έχω ότι ( ) 0f x   για κάθε x R , οπότε θα είναι  

(ln α) 0f   α α ln α β 0     α ln α α β   
αln α α β  

α α βα e   

ΆΣΚΗΣΗ 55. 

Έστω 
μ R

 . Αν ισχύει  2 μ 1 5x x xe e e       για κάθε 
x R

, δείξτε ότι 
μ 3 

 

Λύση 

Έχουμε ότι   2 22 μ 1 5 2 μ 1 5 2 μ 4 0x x x x x x xe e e e e e e                  

Η τελευταία είναι αληθής για κάθε x R  μόνο όταν για τη διακρίνουσα του τριωνύμου ισχύει ότι 

 Δ 0 4 4 μ 4 0 1 μ 4 μ 3            

ΆΣΚΗΣΗ 56. 

Έστω η συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο  0,  για την οποία ισχύει ότι  0 1f    και ( ) 0f x    

για κάθε  0,x  . Αν ισχύει ότι  
2'( ) 2 ( )f x xf x  για κάθε  0,x   να αποδειχτεί ότι 

 
2

1

1
f x

x





,  0,x   

Απόδειξη 

2 2 2

2 2

'( ) '( ) 1
'( ) 2 ( ) 0 '( ) 2 ( ) 2 2 0 0

( )( ) ( )

f x f x
f x xf x f x xf x x x x

f xf x f x

 
             

 
 

Έστω  
 

21
, 0h x x x

f x
    με  0 1h    

Είναι    0h x   άρα η h  είναι γνήσια αύξουσα στο  0,  



έκκεντρον - τεύχος 3 / Φεβρουάριοςς 2018 

 Μ. Ι.  Παπαγρηγοράκης 
Σελίδα 34 

http://users.sch.gr/mipapagr 

  

Επομένως είναι  
   

2 21 1
0 0 1 1x h x x x

f x f x
           (2)  

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο   0,  και δεν μηδενίζεται, οπότε θα διατηρεί πρόσημο και 

επειδή  0 1 0f     ισχύει ότι ( ) 0f x   για κάθε  0,x   

Έτσι από τη (2)  παίρνουμε ότι  
2

1

1
f x

x





 

ΆΣΚΗΣΗ 57. 

Έστω μια συνάρτηση  : 0,f R   με  π 0f  . Αν για κάθε 0x   ισχύει ότι 

    2συνxf x f x x x   , να αποδείξετε ότι   ημf x x x  για κάθε πx   

Λύση  

Έχουμε:       2συνxf x f x x x     

  
     

2
συν 0 ημ 0

xf x f x f x
x x

xx

   
     

 
 

 έτσι η   
 

ημ
f x

h x x
x

   είναι γνήσια φθίνουσα επομένως για πx   είναι 

   
     

 
π

π ημ ημπ ημ 0 ημ
π

f x f f x
h x h x x f x x x

x x
           

ΆΣΚΗΣΗ 58. 

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  0, και ισχύει ότι    
0

x

f t dt f x        1    για κάθε 0x  . 

Να αποδείξετε ότι   0f x   στο  0,  

Λύση  

Η  1  γίνεται    
0 0

0

x x

f t dt f t dt

 
  

 
     

0

0

x

xe f t dt

 
 

 
   από όπου έχουμε ότι η 

συνάρτηση    
0

x

xh x e f t dt   είναι γνήσια αύξουσα, επομένως για 0x   είναι    0h x h  ή 

 
0

0

x

xe f t dt  , οπότε  
0

0

x

f t dt   και λόγω της  1  έχουμε ότι   0f x   

ΆΣΚΗΣΗ 59. 

Έστω συνάρτηση :f R R  η  οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει ότι      2 3f f x f    για 

κάθε x R . Να αποδείξετε ότι  2 0f  ,  1 0f   να βρείτε τη μονοτονία της f  και να αποδείξετε 
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ότι       
3 3 3

2 2 2

2 3f x dx xf x dx f x dx     

Λύση 

H δοθείσα γίνεται: 

             
3 3 3

2 2 2

2 3 2 3 2 3f dx f x dx f dx f f f f          

       2 3 2 0 2 0f f f f       

Αντίστοιχα έχουμε ότι 

             
2 2 2

1 1 1

2 3 2 2 1 3f dx f x dx f dx f f f f          

       0 1 3 2 1 0f f f f       

Για τη μονοτονία της f  , επειδή ισχύει ότι    2 0f x f    η f   είναι γνησίως αύξουσα επομένως 

είναι    2 0f x f    και έχουμεε 

           
3 3 3

2 2 2

2 3 2 3 2 3x f x xf x f x f x dx xf x dx f x dx             

     
3 3 3

2 2 2

2 3f x dx xf x dx f x dx     

*** Εναλλακτικά , αντί για την ολοκλήρωση των ανισοτικών σχέσεων θα μπορούσαμε να 

εφαρμόσουμε το Θ.Μ.Τ. στα διαστήματα  1, 2   και  2,3  

 

 

ΆΣΚΗΣΗ 60. 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  :f R R  με  f R R  , η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

     2 1 22
f x f x

e e f x x e


   
 , για κάθε x R

 1
 

A)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα και να βρείτε τη συνάρτηση 
1f 
 

B)  Να λύσετε την ανίσωση  f x x  και να αποδείξετε ότι   1 0f x    για κάθε 1x   

Λύση 

Θεωρούμε τη συνάρτηση   2 1x xF x e e x    , x R  που είναι γνήσια αύξουσα αφού έχει 

παράγωγο    2 12 1 0x xF x e e       

Για οποιαδήποτε 1 2,x x R με 1 2x x έχουμε ότι  

           1 1 2 22 1 2 12 2

1 2 1 2 1 22 2
f x f x f x f x

x x x e x e e e f x e e f x
 

             



έκκεντρον - τεύχος 3 / Φεβρουάριοςς 2018 

 Μ. Ι.  Παπαγρηγοράκης 
Σελίδα 36 

http://users.sch.gr/mipapagr 

  

   1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )F f x F f x f x f x    άρα η f  είναι γνήσια αύξουσα. 

Για την αντίστροφη της f , θέτουμε  f x y   και έχουμε  

2 1 22y ye e y x e    άρα  1 2 1 22x xf x e e x e     με x R  

Για κάθε x R  έχουμε 

        21 1 2 2 1 21 1( 2) 2 0x x x xe e x ef x x f f x f x x x e ex ef                

  2 0 1x xe e e e x      

Στην  1  για 1x    έχουμε 

         2 1 1 1 21 1 2 (1) 1 (1) 1
f f

e e f e F f F f


         και η αποδεικτέα γίνεται: 

       1 0 1 1 1f x f x f x f x         

 

ΜΙΑ «ΙΔΙΑΙΤΕΡΗ» ΤΕΧΝΙΚΗ! 

ΆΣΚΗΣΗ 61. 

Αν ,f g   είναι συνεχείς συναρτήσεις στο R  , να αποδειχτεί ότι

       

2
β β β

2 2

α α α

f x g x dx f x dx g x dx
 

 
 
     για κάθε α β   (Ανισότητα του Schwarz) 

Να αποδείξετε ότι 

π

2

0

π
ημ

2 2
x xdx    

Γ) Να αποδειχτεί ότι    

2
1 1

2

0 0

f x dx f x dx
 

 
 
    

Λύση 

Α) Έστω Rλ  . Για κάθε x R  και α β    ισχύει ότι  

            
2 2 2 2λ 0 λ 2 λ 0f x g x f x f x g x g x        

Επομένως αφού είναι α β   θα έχουμε             
2 2 2 2λ 0 λ 2 λ 0f x g x f x f x g x g x       

Με α β   θα έχουμε        
β

2 2 2

α

λ 2 λ 0f x f x g x g x dx     

       
β β β

2 2 2

α α α

λ 2 λ 0f x dx f x g x dx g x dx
   

     
   
       
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Η τελευταία είναι αληθής μόνο όταν το τριώνυμο ως προς λ  έχει Διακρίνουσα μικρότερη ή ίση του 

μηδενός. 

       

2
β β β

2 2

α α α

Δ 0 2 4 0f x g x dx f x dx g x dx
 

     
 
      

       

2
β β β

2 2

α α α

f x g x dx f x dx g x dx
 

 
 
     

A) Εφαρμόζουμε την ανισότητα Schwarz :         

2
β β β

2 2

α α α

f x g x dx f x dx g x dx
 

 
 
     για  

 f x x  ,   ημg x x  και έχουμε 

2 2
π π π π π π

2 2 2 2 2 22 2

0 0 0 0 0 0

ημ ημ ημ ημx xdx x dx x dx x xdx xdx xdx

   
      
   
   
       

2
π π

2
2 2

0 0

π π
ημ ημ

8 2 2
x xdx x xdx

 
    
 
 
   

Γ) Η ανισότητα     

2
1 1

2

0 0

f x dx f x dx
 

 
 
    προκύπτει άμεσα από την ανισότητα Schwarz  

για   1g x    
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2 ΟΙ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ ΣΤΙΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

(μέχρι και το 2016) 

         Μ. Παπαγρηγοράκης 

ΆΣΚΗΣΗ 01 

Έστω ότι η συνάρτηση  : 0,f R    είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, κυρτή και γνήσια αύξουσα 

στο R . Αν F  είναι αρχική της f  στο R  , να αποδείξετε ότι:  

 

Α) Αν η συνάρτηση 
f

f


 είναι γνήσια αύξουσα στο R  τότε    

α β
β

2
f f a f

 
 

 
 για κάθε 

α,β R            1997 

 

Β)   

α)  Αν  0 0f  ,  
1

0
2

f     τότε    
2

x
f x xf x    για κάθε  0x     2002 

β) Αν E  είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω  που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της f , τις 

ευθείες 0x  ,  1x   και τον άξονα x x , τότε 
1 1

Ε (1)
4 2

f      2002 

 

Γ) Να αποδείξετε ότι    1xf e f x   για κάθε x R .    2003 

 

Δ)  Αν επιπλέον ισχύει ότι  0 0f   και    f x f x  , για κάθε x R , να δείξετε ότι  

          2005 

α    0xf x   για κάθε 0x  . 

β  

1

0

( ) (1)f x dx f
 

 

Ε)        5 7 6 8x x x xf f f f    για κάθε 0x      2005 

 

Στ)      1 1f x f x f x      για κάθε 0x  .       2008 
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Ζ) Αν 
 0 1f 

 και 
 0 0f  

, να αποδείξετε ότι 
  1f x 

 για κάθε   2010 

 

Η)    
1 2

1

x x

x x

f t dt f t dt

 



  , για κάθε x R      2010 

 

Θ) Αν  0 0f   και  0 1f   , να αποδείξετε ότι  
2

0

2f x dx     2011 

 

Ι)      3 2 2F x F x F x  , για κάθε 0x        2012 

 

ΙΑ) Αν β 1  και  1 0F   να αποδείξετε ότι (β) (1-β) (β) 0F f      2012 

 

ΙΒ)  

2

1

x x

x

t
f dt tf t dt

x

 
 

   , για κάθε 0x       2012 

 

ΙΓ) Αν  1 1f    τότε ( )( 1) ( ) 1 0f x x f x      για κάθε  1x      2013 

 

IΔ) Αν g (1) 1   , f (1) 1  ,   f 1 1΄   και η συνάρτηση 
( )

( )
( )

f x
g x

f x


 με 0x   είναι κυρτή,  τότε 

 α.    
g(x) 2 x  

για κάθε 
x (0,  )  

    

   β.      
1

0

2 1x f x dx        2013 

ΙΕ)  
4

2

2 (4 )

x

x

f t dt xf x , για κάθε 0x  .     2015  

ΙΣτ) Αν η f  παίρνει μόνο θετικές τιμές τότε    
1 1

1
x x

x x

f t dt t f t dt
x

  , για κάθε (0, )x   

          2015 

ΙΖ) Αν  0 0f     0 1f     να αποδείξετε ότι 

2

2

0

3 ( ) 8f t dt    και 

1

2

0

3 ( ) 1f t dt    

          2015 

x R
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ΙΗ) Αν ισχύει    0 0, π πf f   τότε 
 

π

2

1

ln
0 π

e
f x

dx
x

      2016 

ΙΘ) Αποδείξτε ότι        21 1<x F x xF F x   , για κάθε 1x      2016 

Κ)   31
ημ

6
f x f x x

 
  

 
 για κάθε 0x        2016 

 

Λύσεις 

Α) Έχουμε ότι 

       
   ln α ln βα β α β α β

β ln ln β ln
2 2 2 2

f f
f f a f f f a f f

       
          

     
   

       
α β α β α β

2 n ln α ln β ln ln α ln β ln
2 2 2

l f f f f f f f
       

          
     

         1   

Θεωρούμε τη συνάρτηση    Η lnx f x  με  
 

 
Η

f x
x

f x


  , γνήσια αύξουσα στο R  

Αν α β  στην   1  ισχύει η ισότητα 

Αν α β  τότε για τη συνάρτηση Η  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ στα διαστήματα 

α β
α,

2

 
 
 

 
α β

,β
2

 
 
 

 οπότε θα υπάρχουν 
α β

κ α,
2

 
 
 

, 
α β

λ ,β
2

 
 
 

 ώστε  

 
 

α β

2
κ

α β
α

2

f f a

f

 
 

  




,  
 

α β
β

2
λ

α β
β

2

f f

f

 
  

  




 

Και ισοδύναμα έχουμε 

 
   

   

α β α β
Η Η α Η β Η

2 2
1 Η κ Η λ κ λ

α β α β
α β

2 2

    
    

          
 

 

 που είναι αληθής 

Όμοια εργαζόμαστε για την περίπτωση που είναι α β   

 

Βα) Ισοδύναμα έχουμε ότι  

   
 

   
   

 
01

0
2 2 0

f x f x fx
f x xf x f x f f x

x x


          


      1  

Για τη συνάρτηση f  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  0, x ,οπότε υπάρχει 

),(0 x  τέτοιο ώστε  
( ) (0)

0

f x f
f

x


 


  και θα έχουμε ότι  

       1 0 ξ 0 ξ
f

f f f x x


         που είναι αληθής 
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Ββ) Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα θα είναι      0 0 0x f x f f x       οπότε  

 
1

0

Ε f t dt   και θα ισχύει ότι: 

           
1 1 1 1

1

0
0 0 0 0

1
Ε

2 2 4

x x
f x xf x dx f x dx xf x dx xf x f x dx                 

   
1 1 1

Ε 1 Ε Ε 1
4 4 2

f f       

 

Γ) Ισοδύναμα έχουμε ότι    1 1x xf e f x e x      που είναι αληθής επειδή στη γνωστή 

ανισότητα ln 1t t   , 0t    αν θέσουμε 0xt e    παίρνουμε 

ln 1 1 1x x x xe e x e e x         

 

Δ)α)  Για κάθε x R  έχουμε ότι  

              0 0 0x x xf x f x f x f x e f x e f x e f x               

Η συνάρτηση    Κ xx e f x   είναι γνήσια αύξουσα επομένως  

Αν        0 0 0 0xx K x K e f x f x         άρα   0xf x    

Αν        0 0 0 0xx K x K e f x f x         άρα   0xf x    

 

Δβ  Έχουμε ότι 

         
1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) 1 0 ( ) ( ) 1f x f x f x dx f x dx f f f x dx f x dx f             

 

Ε) Για κάθε 0x   ισχύει:  

   

   
       

5
1

5 65 66
5 7 6 8

7 8 7 87
1

8

x

x xx x

x x x x

x x x x x

f f
f f f f

f f

 
       

       
     

 

 

 

Στ)      1 1f x f x f x      για κάθε 0x   

Για τη συνάρτηση f  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  , 1x x  ,οπότε υπάρχει 

, 1( )x x   τέτοιο ώστε    
( 1) ( )

( 1) ( )
1

f x f x
f f f x f x

x x

 
     

 
   και αποδεικτέα γίνεται:  

         1 1 1 ξ 1 ξ
f

f x f x f x f x f x


             που είναι αληθής 

 

Ζ) Η εξίσωση της εφαπτομένης στο  0, (0)f   είναι η 1y    
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Επειδή η f  είναι κυρτή στο R  , βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη σε κάθε σημείο της εκτός του 

σημείου επαφής. 

Επομένως ισχύει   1f x   για κάθε  

 

Η) Για κάθε t R έχουμε:    1 1t t f t f t       
1x

x

f t dt



  
1

1

x

x

f t dt



  

Στο ολοκλήρωμα  
1

1

x

x

f t dt



 , θέτουμε 1t u  , τότε dt du  και για , 1t x t x     προκύπτει 

ότι 1,  2u x u x     και έχουμε:    
1 2

1

1

x x

x x

f t dt f u du

 



   . 

Επομένως    
1 2

1

x x

x x

f t dt f t dt

 



  , για κάθε x R  

 

Θ) Η εξίσωση της εφαπτομένης στο  0, (0)f   είναι η y x   

Επειδή η f  είναι κυρτή στο R  , βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη σε κάθε σημείο της εκτός του 

σημείου επαφής. 

Επομένως για κάθε x R   ισχύει  f x x  οπότε:  

     
2 2 2

0 0 0

2f x x f x dx xdx f x dx        

 

Ι) Για τη συνάρτηση F  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  

[ ,2 ],[2 ,3 ]x x x x  με 0x   , συνεπώς υπάρχουν 
1 ( ,2 )x x x , 

2 (2 ,3 )x x x  ώστε  

1

(2 ) ( ) (2 ) ( )
'( ) (1)

2

F x F x F x F x
F x

x x x

 
 


 και  

2

(3 ) (2 ) (3 ) (2 )
'( ) (2)

3 2

F x F x F x F x
F x

x x x

 
 


. 

Όμως 
1 2x x  και η 'F  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, ) , οπότε 1 2'( ) '( )F x F x  και από τις 

(1), (2)  βρίσκουμε:  

(2 ) ( ) (3 ) (2 )
(2 ) ( ) (3 ) (2 ) ( ) (3 ) 2 (2 )

F x F x F x F x
F x F x F x F x F x F x F x

x x

 
        , αφού 

0x   

 

 

ΙΑ) Ισοδύναμα έχουμε ότι 
 (β) - 1

(β) (1-β) (β) 0 (β) (β -1) (β) (β)
β 1

F F
F f F f f     


  

Για τη συνάρτηση F  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  1,β ,οπότε υπάρχει 

ξ (1 ),β  τέτοιο ώστε    
(β) (1) (β) (1)

ξ ξ
β 1 β 1

F F F F
F f

 
   

 
 

x R
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 και η αποδεικτέα γίνεται :  
 

 
(β) - 1

(β) ξ (β) ξ β
β 1

F F
f f f    


 που είναι αληθής 

 

ΙΒ) Ισχύει ότι      0 0 0x f x f f x      

Στο ολοκλήρωμα 

2x

x

t
f dt

x

 
 
   θέτουμε 

t
u xu t

x
    ,τότε  d xu dt xdu dt    και για 

1t x u    , 
2t x u x    και θα έχουμε  

2

1

x x

x

t
f dt xf u du

x

 
 

    οπότε η αποδεικτέα 

γίνεται:    
1 1

x x

xf u du tf t dt   

Για 1x   ισχύει η ισότητα 

Αν         
1 1

1 1

x x

x t x tf t xf t tf t dt xf t dt          

Αν             
1 1

1 1

0 1 1

x x

x x

x x t xf t tf t xf t dt tf t dt tf t dt xf t dt               

 

ΙΓ) Για τη συνάρτηση f   ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  [1, ]x . 

Επομένως, από το θεώρημα Μέσης Τιμής θα υπάρχει ξ (1, )x  τέτοιος, ώστε  

( ) (1) ( ) 1
(ξ)

1 1

f x f f x
f

x x

 
  

 
 

Η f   είναι γνησίως αύξουσα, οπότε  

1 ξ (1) (ξ) ( )x f f f x        άρα 

( ) 1
( ) ( ) 1 ( )( 1) ( )( 1) ( ) 1 0

1

f x
f x f x f x x f x x f x

x


           


 

 

ΙΔα) Η εξίσωση της εφαπτομένης της 
gC  στο 

0 1x   είναι (1) (1)( 1) 2y g g x y x      . 

Επειδή η g  είναι κυρτή στο  0,  , βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη σε κάθε σημείο της εκτός 

του σημείου επαφής. Άρα  είναι  ( ) 2 , 0,g x x x     

 

ΙΔβ) Είναι  
( )

2 ( ) 2 (
)

) 2
(

( )
f x

x f x x f x
f

g x
x

x


      άρα 

                 
1 1 1 1

0 0 0 0

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 1 0 2 1f x x f x x f x dx f x dx x f x dx f f x f x dx               
 

 

ΙΕ) Η f  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για 0x   είναι: 



έκκεντρον - τεύχος 3 / Φεβρουάριοςς 2018 

 Μ. Ι.  Παπαγρηγοράκης 
Σελίδα 45 

http://users.sch.gr/mipapagr 

  

2 4 (2 ) ( ) (4 )x t x f x f t f x     

 

4 4 4 4

4

2

2 2 2 2

( ) (4 ) ( ) (4 )· 1 ( ) 2 (4 )

x x x x

x

x

x x x x

f t dt f x dt f t dt f x f t dt xf x        , 

 

ΙΣτ)            
1 1 1 1 1 1

1
x x x x x x

x x x x x x

f t dt t f t dt x f t dt t f t dt x f t dt t f t dt
x

           

Αν 
1

0 1x x
x

      και επειδή 
1

x t
x

   έχουμε 

           

1 1

1 1

1
0

x x
x x

x x
x x

x t x t x f t t f t x f t dt t f t dt x f t dt t f t dt
x

               

Αν 
1

1x x
x

     και επειδή 
1

t x
x
   έχουμε 

           
1 1 1 1

1
0

x x x x

x x x x

t x t x t f t x f t t f t dt x f t dt x f t dt t f t dt
x

               

 

ΙΖ)  Η εξίσωση της εφαπτομένης της 
fC  στο 

0 0x   είναι (0) (0)( 0)y f f x y x     . 

Επειδή η f  είναι κυρτή στο [0, )  , βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη σε κάθε σημείο της εκτός 

του σημείου επαφής. 

Συνεπώς είναι ( ) , [0,2]f t t t  , οπότε  2 2( )f t t , με την ισότητα να ισχύει μόνο για 0t  . Άρα   

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 0

8
( ) ( ) 3 ( ) 8

3
f t dt t dt f t dt f t dt        . 

Αντίστοιχα 20 1 0 1t t     , οπότε 2 2( ) , [0,1]f t t t  , με την ισότητα να ισχύει μόνο για 0t  . 

Επομένως 

1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

1
( ) ( ) 3 ( ) 1

3
f t dt t dt f t dt f t dt        . 

 

ΙΗ) Στο 
 

π

1

ln
e

f x
dx

x  θέτουμε 
1

lnu x du dx
x

   . Επομένως: 1 0x u    και 

π πx e u   . 

Και το ολοκλήρωμα γίνεται:  
 

 

π π

1 0

ln
e

f x
dx f u du

x
  . 

Αφού η f   είναι γνησίως αύξουσα στο R άρα και στο  0, π , θα είναι 

       0 π 0 π 0 πu f f u f f u          (το ίσον δεν ισχύει παντού) 

 
 

ππ π π

2 2

0 0 0 1

ln
0 π π 0 π

e
f x

du f u du du dx
x

        
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ΙΘ) Για κάθε 1x   έχουμε: 

                       2 2 2-1 1 1 1x F x xF F x F x F xF F x F x xFx Fx xFx x        

                2 2

21

-

1

1 1-

1

F x F F x FF x F F x F

x x

x

x

xx

x x

 
   

 
 , 

Για τη συνάρτηση F  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  

  21, , ,x x x   , συνεπώς υπάρχουν 
1 (1, )x x , 2

2 ( , )x x x  ώστε  

1 1

( ) (1) ( ) (1)
'( ) ( )

1 1

F x F F x F
F x f x

x x

 
  

 
 και  

2 2

2 22 2

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) ( )

F x F x F x F x
F x f x

x x x x

 
  

 
 

Όμως 
1 2x x  και η f  είναι γνησίως αύξουσα  οπότε η αποδεικτέα γίνεται:  

       
   

2

1 2 1 22

-

1

1 F x FF x F
f x f x x x

x x

x

x
  

 


   που είναι αληθής 

 

Κ) Η f  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε  η αποδεικτέα γίνεται 

  3 31 1
ημ ημ

6 6
f x f x x x x x

 
     

 
 , 0x    

Θεωρούμε τη συνάρτηση   31
ημ

6
g x x x x   , 0x   με 

  21
συν 1

2
g x x x    , 0x  ,    ημg x x x    , 0x   

Λόγω της γνωστής ανισότητας ημx x  με την ισότητα μόνο για 0x    έχουμε ότι για κάθε 0x    

είναι ημx x  επομένως   0g x  για κάθε 0x   

Η  g x  είναι γνήσια αύξουσα στο  0,  οπότε       0 0 0x g x g g x         έτσι η 

g   είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  οπότε 

      3 31 1
0 0 0 ημ 0 ημ

6 6
x g x g g x x x x x x x             

ΆΣΚΗΣΗ 02 

Να αποδείξετε ότι:  
1

ln 1 lnx x
x

   .      2007 

Λύση 

 
1 1 1

ln 1 ln ln
x

x x
x x x

 
     

 
 

Στη γνωστή ανισότητα ln 1t t   , 0t   με την ισότητα μόνο για 1t    αν θέσουμε 
1

1
x

t
x


    

παίρνουμε  

1 1
ln 1

x x

x x

 
  

1 1
n

x

x x

 
 

 
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ΆΣΚΗΣΗ 03 

Nα αποδείξετε ότι lnxe e x e  , 0x         2007 

Λύση 

Έχουμε 1 1ln ln 1 ln 1x x xe e x e e x e x          

Γνωρίζουμε ότι ln 1t t   , 0t    

Για t x  ισχύει ln 1x x  , 0x   

Για 1xt e   έχουμε 11 1 1ln 1 1   1   x xx xe x xe e e            

Επομένως 1ln 1 xx x e     και η ζητούμενη αποδείχτηκε 

 

 

      

        

        Μιλτιάδης Ι. Παπαγρηγοράκης 

Χανιά 
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3         ΕΛΛΗΝΙΔΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ ΤΗΣ ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑΣ 

(μια έρευνα του Ευάγγελου Σπανδάγου) 

 

Eκτός από την Υπατία, 40 γυναίκες μαθηματικοί εντοπίστηκαν από τον 10ο αι. π.Χ έως τον 

5ο αι.μ.Χ από τον μαθηματικό Ευάγγελο Σπανδάγο. 

Άρωμα γυναίκας είχαν τα μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα, όπως αποδεικνύει έρευνα του 

μαθηματικού Ευ. Σπανδάγου στην οποία αναφέρονται Τα Νέα (30.10.2007). 

Μπορεί να έμεινε στην Ιστορία ως η μητέρα του Θησέα, αλλά πόσοι γνωρίζουν πως η Αίθρα 

ήταν δασκάλα λογιστικής; Και πως στη σύντροφο του σπουδαίου μαθηματικού Πυθαγόρα, Θεανώ, 

φέρεται ότι οφείλεται η θεωρία της χρυσής τομής; Είναι δύο μόλις από τις 40 άγνωστες αρχαίες 

Ελληνίδες μαθηματικούς, που αν και συνέβαλαν στην εξέλιξη της επιστήμης βυθίστηκαν στη λήθη της 

Ιστορίας. Χρειάστηκε να περάσουν 31 αιώνες για να έρθουν και πάλι στο φως και να διεκδικήσουν μια 

θέση στον επιστημονικό κόσμο, χάρη στην έρευνα που πραγματοποίησε ο μαθηματικός και 

συγγραφέας Ευάγγελος Σπανδάγος. 

Η «σκυταλοδρομία» για την ανακάλυψη των άγνωστων αρχαίων Ελληνίδων μαθηματικών 

ξεκίνησε για τον βραβευμένο τόσο από τον Παγκόσμιο Όμιλο για την μελέτη των αρχαίων πολιτισμών 

όσο και από την Ακαδημία Αθηνών μαθηματικό, όταν ένας μαθητής του τον ρώτησε «εκτός από την 

Υπατία, που αναφέρεται στο σχολικό βιβλίο της Γεωμετρίας, δεν υπήρχαν κι άλλες γυναίκες 

μαθηματικοί στην αρχαιότητα;». «Γύρισα σπίτι, άρχισα να ψάχνω βιβλία, να ρωτάω φίλους και 

γνωστούς, αλλά ουδείς γνώριζε κάτι», εξηγεί ο κ. Σπαγδάνος την αφορμή της περιπέτειας του στον 

κόσμο των γυναικών μαθηματικών. Μια ερευνητική περιπέτεια τεσσάρων ετών μαζί με την επίσης 

μαθηματικό, κόρη του Ρούλα που είχε ως αποτέλεσμα να εντοπίσει συνολικά 40 γυναίκες 

μαθηματικούς από τον 10ο αι. π.Χ. έως τον 5ο αι. μ.Χ. 

Ποιο ήταν το προφίλ τους; Προέρχονται από διάφορες γωνιές του ελληνικού κόσμου. Οι 

περισσότερες είχαν σπουδάσει πέραν της βασικής εκπαίδευσης. Εκείνες που ανήκαν στην Πυθαγόρειο 

Σχολή δεν αντιμετώπιζαν προβλήματα, διότι ο Πυθαγόρας έκανε δεκτές γυναίκες στη σχολή του. 

Υπήρχαν και ορισμένες όμως όπως η Λασθενία από την Αρκαδία που φαίνεται πως φοίτησαν και στην 

Ακαδημία του Πλάτωνα ντυμένες ως άνδρες, επειδή δεν επιτρέπονταν γυναίκες. Ενδιαφέρον επίσης 

είναι πως ελάχιστες ήταν παντρεμένες και είχαν παιδιά. 

Γιατί έμειναν στην αφάνεια; Κατά ένα μεγάλο ποσοστό, από τη στάση των αρχαίων 

κοινωνιών προς «τας πεπαιδευμένας γυναίκας», όπου η γυναίκα αντιμετωπιζόταν πάντα ως η 

διαφορετική, η διεφθαρμένη, η ανώμαλη ή η περίεργη που ξέφευγε από την κλασική εικόνα της 

νοικοκυράς, συζύγου και μητέρας. Κατά ένα μικρότερο όμως η άγνοιά μας για τις γυναίκες αυτές 

οφείλεται και στην καταστροφή διαφόρων ιστορικών μαρτυριών με προεξάρχουσα την καταστροφή 

της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας, ενώ ρόλο παίζει και το γεγονός πως υπάρχει μια αντιπάθεια τόσο 

προς τα μαθηματικά όσο και προς τα αρχαία ελληνικά. 

Υπάρχει πιθανότητα να εντοπιστούν και άλλες γυναίκες επιστήμονες του αρχαίου κόσμου; 
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Η έρευνα συνεχίζεται και τα πάντα είναι πιθανά. Όσο ψάχνουμε ειδικά σε αραβικά 

χειρόγραφα τα οποία έχουν διασώσει σε μετάφραση αρχαία ελληνικά έργα που κάηκαν μαζί με τη 

Βιβλιοθήκη της Αλεξάνδρειας, υπάρχουν ελπίδες. Ακόμη και σήμερα όμως γυναίκες και μαθηματικά 

μοιάζουν με έννοιες ασύμβατες. Μάλιστα, ο πρόεδρος του Χάρβαρντ Λόρενς Σάμερς αναγκάστηκε να 

παραιτηθεί λίγο καιρό μετά τη δήλωσή του πως «οι γυναίκες δεν είναι φτιαγμένες για μαθηματικά!». 

«Ίσως η αντιμετώπιση των γυναικών που ασχολούνται με τα μαθηματικά να μην έχει αλλάξει πολύ 

από την αρχαιότητα», λέει στην εφημερίδα η καθηγήτρια στο Μαθηματικό Τμήμα του Πανεπιστημίου 

Αθηνών Μαρία Φραγκουλοπούλου. «Ακόμη και σήμερα πολλοί παραξενεύονται όταν ακούνε πως μια 

γυναίκα είναι μαθηματικός, γεγονός που ίσως οφείλεται στο ότι τα μαθηματικά θεωρούνται δύσκολα. 

Δεδομένου δε, πως εμείς λογιζόμαστε ως το ασθενές φύλο...». 

Η πιο γνωστή μαθηματικός της αρχαιότητας και η πρώτη γυναίκα επιστήμονας της οποίας η 

ζωή έχει καταγραφεί με λεπτομέρειες, η ΥΠΑΤΙΑ η «Γεωμετρική» (4ος αι. μ.Χ.), ασχολήθηκε με τα 

μαθηματικά, την αστρονομία και τη μηχανική. Κατακρεουργήθηκε από χριστιανούς που έκαψαν το 

νεκρό σώμα της. 

ΑΙΘΡΑ (10ος – 9ος π.Χ. αιώνας) κόρη του βασιλιά της Τροιζήνος Πιτθέα και μητέρα του 

Θησέως, με μία άλλη ιδιότητα άγνωστη στους πολλούς. Την ιδιότητα της δασκάλας της αριθμητικής. 

Ιέρεια λοιπόν των απαρχών της πλέον εγκεφαλικής επιστήμης, η Αίθρα μάθαινε αριθμητική στα παιδιά 

της Τροιζήνος, με εκείνη την πολύπλοκη μέθοδο, που προκαλεί δέος, μιας και δεν υπήρχε το 

μηδέν…και οι αριθμοί συμβολίζονταν πολύπλοκα, αφού τα σύμβολά τους απαιτούσαν πολλές 

επαναλήψεις (Κρητομυκηναϊκό σύστημα αρίθμησης). 

ΠΟΛΥΓΝΩΤΗ (7ος – 6ος π.Χ. αιώνας) Ο ιστορικός Λόβων ο Αργείος αναφέρει την 

Πολυγνώτη ως σύντροφο και μαθήτρια του Θαλού. 

Γνώστρια πολλών γεωμετρικών θεωρημάτων, λέγεται (μαρτυρία Βιτρουβίου), πως και αυτή συντέλεσε 

στην απλούστευση των αριθμητικών συμβόλων με την εισαγωγή της αρχής της ακροφωνίας, δηλαδή 

με την εισαγωγή αλφαβητικών γραμμάτων που αντιστοιχούσαν το καθένα σε το καθένα στο αρχικό 

γράμμα του ονόματος του αριθμού. Έτσι το Δ αρχικό του ΔΕΚΑ, παριστάνει τον αριθμό 10. Το Χ, 

αρχικό του ΧΙΛΙΑ παριστάνει τον αριθμό 1000 κοκ Κατά τον Βιτρούβιο η Πολυγνώτη διετύπωσε και 

απέδειξε πρώτη την πρόταση “ΕΝ ΚΥΚΛΩ Η ΕΝ ΤΩ ΗΜΙΚΥΚΛΙΩ ΓΩΝΙΑ ΟΡΘΗ ΕΣΤΙΝ”. 

ΘΕΜΙΣΤΟΚΛΕΙΑ (6ος αιώνας π.Χ.). Ο Διογένης ο Λαέρτιος λόγιος-συγγραφέας την 

αναφέρει ως Αριστόκλεια ή Θεόκλεια. Ο Πυθαγόρας πήρε τις περισσότερες από τις ηθικές του αρχές 

από την Δελφική ιέρεια Θεμιστόκλεια, που συγχρόνως τον μύησε στις αρχές της αριθμοσοφίας και της 

γεωμετρίας. Σύμφωνα με τον φιλόσοφο Αριστόξενο (4οςπ.Χ. αιώνας) η Θεμιστόκλεια δίδασκε 

μαθηματικά σε όσους από τους επισκέπτες των Δελφών είχαν την σχετική έφεση. Ο μύθος αναφέρει 

ότι η Θεμιστόκλεια είχε διακοσμήσει τον βωμό του Απόλλωνος με γεωμετρικά σχήματα. Κατά τον 

Αριστόξενο ο Πυθαγόρας θαύμαζε τις γνώσεις και την σοφία της Θεμιστόκλειας γεγονός που τον 

ώθησε να δέχεται αργότερα και στην Σχολή του γυναίκες. 

ΘΕΑΝΩ (6ος π.Χ. αιώνας) Η Θεανώ από τον Κρότωνα, κόρη του γιατρού Βροντίνου, ήταν 

μαθήτρια και ένθερμη οπαδός του Πυθαγόρου. Παντρεύτηκε στην Σάμο τον μεγάλο Μύστη με τον 
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οποίο είχε 36 χρόνια διαφορά ηλικίας. Δίδαξε στις πυθαγόρειες σχολές της Σάμου και του Κρότωνος. 

Η Θεανώ θεωρείται η ψυχή της θεωρίας των αριθμών, που έπαιξαν κυριαρχικό και καίριο ρόλο στην 

πυθαγόρεια διδασκαλεία. Στην ίδια αποδίδεται η πυθαγόρεια άποψη της “Χρυσής Τομής”. Της 

αποδίδονται ακόμα διάφορες κοσμολογικές θεωρίες. Μετά τον θάνατο του Πυθαγόρου ή Θεανώ τον 

διαδέχθηκε ως επικεφαλής της διασκορπισμένης πλέον κοινότητας. Με την βοήθεια των θυγατέρων 

της (Δαμούς, Μυίας ή Μυρίας και Αριγνώτης) διέδωσε το επιστημονικό και φιλοσοφικό πυθαγόρειο 

σύστημα σε όλη την Ελλάδα και την Αίγυπτο. Με τον Πυθαγόρα απέκτησε, εκτός από τις θυγατέρες 

και δύο υιούς, τον Τηλαύγη και τον Μνήσαρχο. Ο Ιάμβλιχος την μνημονεύει ως ‘μαθηματικόν άξιαν 

μνήμης κατά παιδείαν’. 

ΦΙΝΤΥΣ (6ος π.Χ. αιώνας).Αναφέρεται και ως Φίλτυς. Μαθήτρια του Πυθαγόρου, θυγατέρα 

του Θέοφρη από τον Κρότωνα και αδελφή του Βυνδάκου. Δίδαξε στην Σχολή του Κρότωνος. Ο 

Ρωμαίος συγγραφέας Βοήθιος την αναφέρει ως εμπνεύστρια της ισότητος που συνδέει τις Πυθαγόρειες 

τριάδες. 

ΜΕΛΙΣΣΑ (6ος π.Χ. αιώνας).Μαθήτρια του Πυθαγόρου. Ασχολήθηκε με την κατασκευή 

κανονικών πολυγώνων. Ο Λόβων ο Αργείος γράφει για μία άγνωστη εργασία της: “Ο ΚΥΚΛΟΣ 

ΦΥΣΙΝ (η Μελίσσα) ΤΩΝ ΕΓΓΡΑΦΟΜΕΝΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ ΑΠΑΝΤΩΝ ΕΣΤΙ”. 

ΤΥΜΙΧΑ (6ος π.Χ. αιώνας).Η Τυμίχα γυναίκα του Κροτωνιάτου Μυλλίου ήταν (σύμφωνα 

με τον Διογένη Λαέρτιο) Σπαρτιάτισσα, γεννημένη στον Κρότωνα. Από πολύ νωρίς έγινε μέλος της 

Πυθαγόρειας κοινότητος. Αναφέρεται από τον Ιάμβλιχο ένα σύγγραμμά της σχετικά με τους “φίλους 

αριθμούς”(*6). Μετά την καταστροφή της σχολής από τους δημοκρατικούς του Κρότωνος η Τυμίχα 

κατέφυγε στις Συρακούσες. Ο τύραννος των Συρακουσών Διονύσιος απαίτησε από την Τυμίχα να του 

αποκαλύψει τα μυστικά της Πυθαγόρειας διδασκαλείας έναντι μεγάλης αμοιβής. Αυτή αρνήθηκε 

κατηγορηματικά και μάλιστα έκοψε με τα δόντια την γλώσσα της και την έφτυσε στο πρόσωπο του 

Διονυσίου. Το γεγονός αυτό αναφέρουν ο Ιππόβοτος και ο Νεάνθης. 

ΠΤΟΛΕΜΑΪΣ (6ος π.Χ. αιώνας). Νεοπυθαγόρεια φιλόσοφος, μουσικός και μαθηματικός. 

Την αναφέρει ο Πορφύριος στο έργο του “ΕΙΣ ΤΑ ΑΡΜΟΝΙΚΑ ΠΤΟΛΕΜΑΙΟΥ ΥΠΟΜΝΗΜΑ”. 

Κατά τον Πορφύριο (νέοπλατωνικό φιλόσοφο του 3ου μ.Χ. αιώνα) η Πτολεμαϊς μεταξύ άλλων 

απέδειξε και την πρόταση: “ΕΑΝ ΔΥΟ ΑΡΙΘΜΟΙ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΑΝΤΕΣ ΑΛΛΗΛΟΥΣ ΠΟΙΩΣΙ 

ΤΙΝΑΣ, ΟΙ ΓΕΓΟΜΕΝΟΙ ΕΞ ΑΥΤΩΝ ΙΣΟΙ ΑΛΛΗΛΟΙΣ ΕΣΟΝΤΑΙ” (δηλαδή αβ=βα). 

ΠΥΘΑΓΟΡΙΕΣ ΓΥΝΑΙΚΕΣ (γύρω στον 6ον–5ον π.Χ. αιώνα). Ο Ιάμβλιχος στο έργο του 

“ΠΕΡΙ ΤΟΥ ΠΥΘΑΓΟΡΙΚΟΥ ΒΙΟΥ” διέσωσε τα ονόματα δεκαεπτά πυθαγορείων γυναικών που ήταν 

γνώστριες της πυθαγόρειας φιλοσοφίας και των πυθαγορείων μαθηματικών. Ήδη έχουμε αναφέρει 

μερικές από αυτές. Οι υπόλοιπες είναι: 

-    Ρυνδακώ, αδελφή Βυνδάκου. 

-    Οκκελώ και Εκκελώ (αδελφές) από τις Λευκάνες. 

-    Χειλωνίς, κόρη Χείλωνος του Λακεδαιμονίου. 

-    Κρατησίκλεια, σύζυγος Κλεάνορος του Λακεδαιμονίου. 

-    Λασθένεια η Αρκάς. 
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-    Αβροτέλεια κόρη Αβροτέλους του Ταραντίνου. 

-    Εχεκράτεια η Φλιασία. 

-    Θεανώ γυναίκα του Μεταποντίνου Βροντίνου. (Δεν πρέπει να συγχέεται με την Θεανώ την σύζυγο 

του Πυθαγόρου και κόρη του Κροτωνιάτη Βροντίνου) 

-    Τυρσηνίς, η Συβαρίτις. 

-    Πεισιρρόδη η Ταραντινίς. 

-    Θεαδούσα η Λάκαινα. 

-    Βοιώ η Αργεία. 

-    Βαβέλυκα η Αργεία. 

-    Κλεαίχμα αδελφή Αυτοχαρίδα του Λάκωνος. 

-    Νισθαιαδούσα. 

ΔΙΟΤΙΜΑ από την Μαντινεία (6ος–5ος π.Χ. αιώνας).Στο “Συμπόσιον” του Πλάτωνος, ο 

Σωκράτης αναφέρεται στην Δασκάλα του Διοτίμα, ιέρεια στην Μαντίνεια, που υπήρξε Πυθαγόρεια και 

γνώστρια της πυθαγόρειας αριθμοσοφίας. Κατά μαρτυρία του Ξενοφώντος, η Διοτίμα δεν ήταν άπειρη 

των πλέον δυσκολονόητων γεωμετρικών θεωρημάτων. 

ΒΙΤΑΛΗ (6ος–5ος π.Χ. αιώνας). Βιτάλη ή και Βιστάλα, κόρη της Δαμούς και εγγονή του 

Πυθαγόρου. Γνώστρια των πυθαγόρειων μαθηματικών. Η Δαμώ προτού πεθάνει της εμπιστεύτηκε τα 

“υπομνήματα”, δηλαδή τα φιλοσοφικά κείμενα του πατέρα της. 

ΠΕΡΙΚΤΙΟΝΗ (5ος π.Χ. αιώνας). Πυθαγόρεια φιλόσοφος, συγγραφέας και μαθηματικός. 

Διάφορες πηγές την ταυτίζουν με την Περικτιόνη την μητέρα του Πλάτωνος και κόρη του Κριτίου. Ο 

μαθηματικός Πλάτων, όπως και ο φιλόσοφος Πλάτων, οφείλει την πρώτη γνωριμία του με τα 

μαθηματικά και την φιλοσοφία στην Περικτιόνη. Ο Πλάτων δεν αναφέρει το παραμικρό για την 

μητέρα του. Ήταν βαθιά χολωμένος μαζί της επειδή αυτή μετά από τον θάνατο του Αρίστωνος (του 

πατέρα του Πλάτωνος) παντρεύτηκε με κάποιον Αθηναίο, με το όνομα Πυριλάμπης στον οποίο 

αφοσιώθηκε. Στο γεγονός αυτό ίσως οφείλεται και ο “μισογυνισμός” του μεγάλου φιλοσόφου, που 

παρέμεινε μέχρι το τέλος της ζωής του άγαμος. Ο Στοβαίος στο “Ανθολόγιο” του, γράφει για την 

Περικτιόνη ότι κατείχε τα της γεωμετρίας και της αριθμητικής: “…ΓΑΜΕΤΡΙΑ ΜΕΝ ΩΝ ΚΑΙ 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑΛΛΑ ΤΑ ΘΕΩΡΗΤΙΚΑ ΚΑΙ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ΤΙΝΑ ΤΩΝ ΕΟΝΤΩΝ 

ΚΑΤΑΣΧΟΛΕΟΝΤΑΙ, Α ΔΕ ΣΟΦΙΑ ΠΕΡΙ ΑΠΑΝΤΑ ΤΑ ΓΕΝΗ ΤΩΝ ΕΟΝΤΩΝ, ΟΥΤΩΣ ΓΑΡ 

ΕΧΕΙ ΣΟΦΙΑ ΠΕΡΙ ΠΑΝΤΑ ΤΑ ΓΕΝΗ ΤΩΝ ΕΟΝΤΩΝ”. 

ΛΑΣΘΕΝΕΙΑ (4ος π.Χ. αιώνας). Η Λασθενία από την Αρκαδία είχε μελετήσει τα έργα του 

Πλάτωνος και ήλθε στην Ακαδημία (του Πλάτωνος) για να σπουδάσει μαθηματικά και φιλοσοφία. 

Μετά τον θάνατο του Πλάτωνος συνέχισε τις σπουδές της κοντά στον ανεψιό του Σπεύσιππο. 

Αργότερα έγινε και αυτή φιλόσοφος και σύντροφος του Σπευσίππου. Σύμφωνα με τον Αριστοφάνη τον 

Περιπατητικό στην Λασθένεια οφείλεται και ο επόμενος ορισμός της σφαίρας: “ΣΦΑΙΡΑ ΕΣΤΙΝ 

ΣΧΗΜΑ ΣΤΕΡΕΟΝ ΥΠΟ ΜΙΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΟΝ, ΠΡΟΣ ΗΝ, ΑΦ’ ΕΝΟΣ 

ΣΗΜΕΙΟΥΤΩΝ ΕΝΤΟΣ ΤΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ ΚΕΙΜΕΝΩΝ, ΠΑΣΑΙ ΑΙ ΠΡΟΣΠΙΠΤΟΥΣΑΙ ΕΥΘΕΙΑΙ 

ΙΣΑΙ ΑΛΛΗΛΑΙΣ ΕΙΣΙΝ”. 
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ΑΞΙΟΘΕΑ (4ος π.Χ. αιώνας).Μαθήτρια και αυτή, όπως και η Λασθένεια, της ακαδημίας του 

Πλάτωνος. Ήλθε στην Αθήνα από την Πελοποννησιακή πόλι Φλιούντα. Έδειξε ιδιαίτερο ενδιαφέρον 

για τα μαθηματικά και την φυσική φιλοσοφία. Αργότερα δίδαξε τις επιστήμες αυτές στην Κόρινθο και 

την Αθήνα. 

ΝΙΚΑΡΕΤΗ η Κορίνθια. Αναφέρεται από τον Ν. Χατζηδάκη ως “ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

ΘΕΡΑΠΑΙΝΙΣ”. Την αναφέρει ακόμα και ο Ε. Σταμάτης. Από τους αρχαίους συγγραφείς την 

μνημονεύει ο Στοβαίος. Κατά τον Ν. Χατζηδάκι, στην Νικαρέτη οφείλεται η επαναδιατύπωσις και η 

απόδειξις του θεωρήματος: “ΠΑΝΤΟΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ ΜΙΑΣ ΤΩΝ ΠΛΕΥΡΩΝ ΠΡΟΣΕΚΒΛΕΙΘΕΙΣΗΣ, 

Η ΕΝΤΟΣ ΓΩΝΙΑ ΕΚΑΤΕΡΑΣ ΤΩΝ ΕΝΤΟΣ ΚΑΙ ΑΠΕΝΑΝΤΙ ΓΩΝΙΩΝ ΜΕΙΖΩΝ ΕΣΤΙ”. 

ΑΡΕΤΗ η Κυρηνεία (4ος–3ος π.Χ. αιώνας). Κόρη του Αριστίππου, ιδρυτού της Κυρηναϊκής 

φιλοσοφικής σχολής, η Αρετή (συναντάται και ως Αρήτη) σπούδασε στην ακαδημία του Πλάτωνος. 

Λέγεται ότι δίδαξε μαθηματικά, φυσική και ηθική φιλοσοφία στην Αττική για αρκετά χρόνια και ότι 

έγγραψε σαράντα τουλάχιστον βιβλία ποικίλου περιεχομένου, από τα οποία τα δύο περιελάμβαναν και 

πραγματείες για τα μαθηματικά. Μετά τον θάνατο του πατέρα της, τον διαδέχθηκε, κατόπιν εκλογής 

στην διεύθυνσι της Σχολής. Χαρακτηριστικό είναι ότι ανάμεσα στους μαθητές της συγκαταλέγονταν 

και 100 περίπου φιλόσοφοι. Ο John Morans στο βιβλίο του “Women in Science” αναφέρει ότι το 

επίγραμμα του τάφου της έγγραφε: Το μεγαλείο της Ελλάδος, με την ομορφιά της Ελένης, την πέννα 

του Αριστίππου, την ψυχή του Σωκράτους και την γλώσσα του Ομήρου”. 

Ο υιός της Αρετής, ο Αρίστιππος ο Νεώτερος, προήγαγε σημαντικά την Κυρηναϊκή φιλοσοφία. Κατά 

τον Αθηναίο (λόγιο, σοφιστή και συγγραφέα, 2ος – 3ος μ.Χ. αιώνας), η Αρετή διηγείτο στους μαθητές 

της το εξής ανέκδοτο: Όταν κάποιος μαθητής της Ακαδημίας ισχυρίστηκε ότι η τέχνη της αρίθμησης 

οφείλεται στον Παλαμήδη, ο Πλάτων τον ρώτησε “Ώστε χωρίς τον Παλαμήδη ο Αγαμέμνων δεν θα 

ήξερε πόσα πόδια του έδωσε η φύσις;” 

ΠΥΘΑΪΣ (2ος π.Χ. αιώνας). Γεωμέτρης, κόρη του μαθηματικού Ζηνοδώρου. Ασχολήθηκε, 

μαζί με τον πατέρα της, με εμβαδά επιπέδων χωρίων. Την αναφέρει ο Ευτόκιος. Ο Θέων ο 

Αλεξανδρεύς (4ος μ.Χ. αιώνας) στα σχόλιά του στην “ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΣΥΝΤΑΞΙ” του Πτολεμαίου 

γράφει: “ΠΟΙΗΣΟΜΕΘΑ ΔΗ ΤΗΝ ΤΟΥΤΩΝ ΑΠΟΔΕΙΞΙΝ ΕΝ ΕΠΙΤΟΜΗ ΕΚ ΤΩΝ ΖΗΝΟΔΩΡΟΥ 

ΚΑΙ ΠΥΘΑΪΔΟΣ ΔΕΔΕΙΓΜΕΝΩΝ ΕΝ ΤΩ ΠΕΡΙ ΙΣΟΠΕΡΙΜΕΤΡΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ”. 

ΠΑΝΔΡΟΣΙΩΝ (4ος μ.Χ. αιώνας). Συναντάται κει ως Πάνδροσος. Αλεξανδρινή γεωμέτρης, 

μάλλον μαθήτρια του Πάππου, ο οποίος της αφιερώνει και το γ’ βιβλίο της “ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ”. Η 

Πανδροσίων χωρίζει τα γεωμετρικά προβλήματα σε τρεις κατηγορίες: “ΤΡΙΑ ΓΕΝΗ ΕΙΝΑΙ ΤΩΝ ΕΝ 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΤΑ ΜΕΝ ΑΥΤΩΝ ΕΠΙΠΕΔΑ ΚΑΛΕΙΣΘΑΙ, ΤΑ ΔΕ 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ”. 

 

Πηγή: https://www.dinfo.gr 
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