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ŪȺɀȷ: ȹɘŬɢŮɑɟɘůɖ Űɖɠ ȹɘŭŬəŰɏŬɠ-ȺɝŮŰŬůŰɏŬɠ ɨɚɖɠ Űɤɜ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ Űɖɠ ũȭ 

ŰɎɝɖɠ ȼɛŮɟɖůɑɞɡ ũŮɜɘəɞɨ ȿɡəŮɑɞɡ əŬɘ Űɖɠ ȹȭ ŰɎɝɖɠ ȺůˊŮɟɘɜɞɨ ũŮɜɘəɞɨ ȿɡəŮɑɞɡ ɔɘŬ 

Űɞ ůɢɞɚ. ɏŰɞɠ 2017 ï 2018 

ɆɢŮŰ.: ɇɞ ɛŮ Ŭɟ. ˊɟɤŰ. Ůɘů. ɈɄ.Ʉ.Ⱥ.Ū. 157716/21-09-2017 ɏɔɔɟŬűɞ 

 

ɀŮŰɎ Ŭˊɧ ůɢŮŰɘəɐ Ůɘůɐɔɖůɖ Űɞɡ ȽɜůŰɘŰɞɨŰɞɡ ȺəˊŬɘŭŮɡŰɘəɐɠ ɄɞɚɘŰɘəɐɠ (ˊɟɎɝɖ 36/14-

09-2017 Űɞɡ ȹ.Ɇ) ůŬɠ ŬˊɞůŰɏɚɚɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬɢŮɑɟɘůɖ Űɖɠ ŭɘŭŬəŰɏŬɠ-ŮɝŮŰŬůŰɏŬɠ ɨɚɖɠ Űɤɜ 

ɀŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ Űɖɠ ũȭ ŰɎɝɖɠ ȼɛŮɟɖůɑɞɡ ũŮɜɘəɞɨ ȿɡəŮɑɞɡ əŬɘ Űɖɠ ȹȭ ŰɎɝɖɠ ȺůˊŮɟɘɜɞɨ 

ũŮɜɘəɞɨ ȿɡəŮɑɞɡ ɔɘŬ Űɞ ůɢɞɚ. ɏŰɞɠ 2017 ï 2018. 

ũȭ ɇȷɂȼ ȼɀȺɅȼɆȽɃɈ ũȺɁȽȾɃɈ ȿɈȾȺȽɃɈ 

ɀȷŪȼɀȷɇȽȾȷ 

Ƀɀȷȹȷ ɄɅɃɆȷɁȷɇɃȿȽɆɀɃɈ ŪȺɇȽȾɋɁ ɆɄɃɈȹɋɁ ȾȷȽ 

ɆɄɃɈȹɋɁ ɃȽȾɃɁɃɀȽȷɆ ȾȷȽ ɄȿȼɅɃūɃɅȽȾȼɆ  

ȹɘŬɢŮɑɟɘůɖ ŭɘŭŬəŰɏŬɠ - ŮɝŮŰŬůŰɏŬɠ ɨɚɖɠ 

ɀȺɅɃɆ ȸȭ: ȷɜɎɚɡůɖ 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 1ɞ (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 37 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

ȺɘŭɘəɧŰŮɟŬ: 

Βαθμός Ασφαλείας: 
Να διατηρηθεί μέχρι: 
Βαθ. Προτεραιότητας: 
 
ɮʻʺ˄ʰΣ           02-10-2017 
ɮˊΦ ʃˊ˖ˍΦ      163573κɲн 

¶ ʃʶˊʽ˒ʶˊʶʽʰˁʷˌ ɲκ˄ˋʶʽˌ ɳˁˉκˋʹˌ 

¶ ʅ˔ˇ˂Φ ʅˎ˃ʲˇˏ˂ˇˎˌ ɲΦɳΦ ό˃ʷˋ˖ ˍ˖˄ 
ʃʶˊʽ˒ʶˊʶʽʰˁ˗˄ ɲκ˄ˋʶ˖˄ ɳˁˉκˋʹˌύ 

¶ ɲκ˄ˋʶʽˌ ɲΦɳΦ  

¶ ɱʶ˄ʽˁʱ ɽˏˁʶʽʰ ό˃ʷˋ˖ ˍ˖˄ ɲκ˄ˋʶ˖˄ 
ɲΦɳΦύ 

ʃʄʁʅ Υ 

ʃʄʁʅ Υ 

 
ȺȿȿȼɁȽȾȼ ȹȼɀɃȾɅȷɇȽȷ 

ɈɄɃɈɅũȺȽɃ 
ɄȷȽȹȺȽȷɆ, ȺɅȺɈɁȷɆ ȾȷȽ ŪɅȼɆȾȺɈɀȷɇɋɁ 

----- 

ũȺɁȽȾȼ ȹȽȺɈŪɈɁɆȼ ɆɄɃɈȹɋɁ 
Ʉ/ŪɀȽȷɆ ȾȷȽ ȹ/ŪɀȽȷɆ ȺȾɄȷȽȹȺɈɆȼɆ 

ȹȽȺɈŪɈɁɆȼ ɆɄɃɈȹɋɁ, ɄɅɃũɅȷɀɀȷɇɋɁ 
ȾȷȽ ɃɅũȷɁɋɆȼɆ ȹ/ŪɀȽȷɆ ȺȾɄ/ɆȼɆ 

ɇɀȼɀȷ ȷȭ 
 

 
 

----- 
ɇŬɢ. ȹ/ɜůɖ: ȷɜŭɟɏŬ ɄŬˊŬɜŭɟɏɞɡ 37 
ɇ.Ⱦ. ï Ʉɧɚɖ: 15180 ɀŬɟɞɨůɘ 
ȽůŰɞůŮɚɑŭŬ: www.minedu.gov.gr 
ɄɚɖɟɞűɞɟɑŮɠ:  ȷɜ. ɄŬůɢŬɚɑŭɞɡ 
  ȸ. ɄŮɚɩɜɖ 
ɇɖɚɏűɤɜɞ:   210-3443422 
  210-3442238 

ɹ˄ˋˍʽˍˇˏˍˇ ɳˁˉʰʽʵʶˎˍʽˁʺˌ 
ʃˇ˂ʽˍʽˁʺˌ όɹΦɳΦʃΦύ 
info@iep.edu.gr 

 

http://www.minedu.gov.gr/
mailto:info@iep.edu.gr


 
2 

Ä1.1 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗŮɑ 1 ŭɘŭŬəŰɘəɐ ɩɟŬ) 

ɇɞ ˊŮɟɘŮɢɧɛŮɜɞ Űɖɠ ˊŬɟŬɔɟɎűɞɡ ŬɡŰɐɠ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ ɔɘŬ ŰŬ ŮˊɧɛŮɜŬ. Ƀɘ 

ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ɏɜɜɞɘŮɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢɞɜŰŬɘ ŮɑɜŬɘ ɐŭɖ ɔɜɤůŰɏɠ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ. ũɘô 

ŬɡŰɧ ɖ ŭɘŭŬůəŬɚɑŬ ŭŮɜ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ůŰɞɢŮɨŮɘ ůŰɖɜ Ůɝô ɡˊŬɟɢɐɠ ŬɜŬɚɡŰɘəɐ ˊŬɟɞɡůɑŬůɖ 

ɔɜɤůŰɩɜ Ůɜɜɞɘɩɜ, ŬɚɚɎ ůŰɞ ɜŬ ŭɑɜŮɘ ñŬűɞɟɛɏɠò ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɜŬ ŬɜŬŰɟɏɢɞɡɜ ůŰŬ 

ɓɘɓɚɑŬ Űɤɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɤɜ ŰɎɝŮɤɜ əŬɘ ɜŬ ŮˊŬɜŬűɏɟɞɡɜ ůŰɖ ɛɜɐɛɖ Űɞɡɠ ɔɜɤůŰɏɠ 

ɏɜɜɞɘŮɠ əŬɘ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ ˊɞɡ ɗŬ Űɘɠ ɢɟŮɘŬůŰɞɨɜ ůŰŬ ŮˊɧɛŮɜŬ.  

 

Ä1.2 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 3 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ)  

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɏɛűŬůɖ ůŰɘɠ ɏɜɜɞɘŮɠ Űɖɠ ɘůɧŰɖŰŬɠ əŬɘ Űɖɠ ůɨɜɗŮůɖɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ əŬɘ ůŰɖ 

ɢɟɐůɖ əŬɘ ŮɟɛɖɜŮɑŬ Űɤɜ ɔɟŬűɘəɩɜ ˊŬɟŬůŰɎůŮɤɜ.  

¶ ɿʰ ˍˇ˄ʽˋˍʶ ʾότι μπορεί το γινόμενο δύο συναρτήσεων να είναι η σταθερή 

συνάρτηση μηδέν χωρίς καμία από τις δύο να είναι ίση με την συνάρτηση μηδέν . 

Ένα κατάλληλο παράδειγμα αποτελούν οι συναρτήσεις ()f x x x= +  και 

()g x x x= -  των οποίων συνιστάται να γίνει και η γραφική παράσταση.   

 

Ä1.3 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ȷ) ɁŬ ɔɑɜɞɡɜ ŬůəɐůŮɘɠ Ůɚɏɔɢɞɡ Űɖɠ ɘŭɘɧŰɖŰŬɠ 1-1 ɛɏůŬ Ŭˊɧ ɔɟŬűɐɛŬŰŬ.  

 

ȸ) ɆŰɖɜ Ɏůəɖůɖ 3 (ůŮɚ. 38 )  ɜŬ ɛŮɚŮŰɖɗŮɑ ɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ Űɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ˊɞɡ 

ŭɑŭɞɜŰŬɘ ɞɘ ɔɟŬűɘəɏɠ Űɞɡɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ. ɁŬ ɔɑɜɞɡɜ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ŰɏŰɞɘɞɡ Űɨˊɞɡ ŬůəɐůŮɘɠ. 

ũ) ɁŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ Ůˊɑɚɡůɖ ŬůəɐůŮɤɜ ɛˊɞɟoɡɜ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ, ŬɜŬˊɧŭŮɘəŰŬ, ɞɘ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ :                                                                                                                                                                                 

i) ȷɜ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f ŮɑɜŬɘ ɔɜɖůɑɤɠ ŬɨɝɞɡůŬ ůŮ ɏɜŬ ŭɘɎůŰɖɛŬ ȹ, ŰɧŰŮ ɔɘŬ 

ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ 1 2,x x ÍD ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɜŮˊŬɔɤɔɐ: () ( )1 2 1 2f x f x x x< Ý < .                                                                                                                                                 

ii) ȷɜ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f ŮɑɜŬɘ ɔɜɖůɑɤɠ űɗɑɜɞɡůŬ ůŮ ɏɜŬ ŭɘɎůŰɖɛŬ ȹ, ŰɧŰŮ ɔɘŬ 

ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ 1 2,x x ÍD ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɜŮˊŬɔɤɔɐ: () ( )1 2 1 2f x f x x x< Ý > .    

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

ũɘŬ ɚɧɔɞɡɠ ŭɘŭŬəŰɘəɞɨɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟɞɡůɘŬůŰŮɑ ůŰɖɜ ŰɎɝɖ ɖ ŬˊɧŭŮɘɝɖ Űɤɜ 

ˊɟɞŰɎůŮɤɜ:                                                                                                                         

ȷˊɧŭŮɘɝɖ :                                                                                                                                                                                    

i) ȰůŰɤ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 1 2,x x ÍD, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɡˊɧɗŮůɖ əŬɘ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ Űɞ 

ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ Űɖɠ ůɡɜŮˊŬɔɤɔɐɠ. ɇɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ: 

() ( )1 2 1 2əŬɘf x f x x x< ²  

¶ ȷɜ ɐŰŬɜ1 2x x>  ,ŮˊŮɘŭɐ ɖ f  ŮɑɜŬɘ ɔɜɖůɑɤɠ ŬɨɝɞɡůŬ, ɗŬ ɑůɢɡŮ() ( )1 2f x f x> , 

ˊɞɡ ŬɜŰɑəŮɘŰŬɘ ůŰɖɜ ɡˊɧɗŮůɖ.  
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¶ ȷɜ ɐŰŬɜ 1 2x x= ,Ŭˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ, ɗŬ ɑůɢɡŮ: 

() ( )1 2f x f x= ,ˊɞɡ ŬɜŰɑəŮɘŰŬɘ əŬɘ ŬɡŰɧ ůŰɖɜ ɡˊɧɗŮůɖ.  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɘůɢɨŮɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ.                                                                                                                                      

ii)   ȷɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɛŮ Űɖɜ i.                   

Ä1.4 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 3 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

ɀŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɧŰɘ ɞ Űɡˊɘəɧɠ ɞɟɘůɛɧɠ Űɞɡ ɞɟɑɞɡ (ůŮɚ. 161) ŭŮɜ ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ɨɚɖ, ɜŬ ŭɞɗŮɑ ɓɎɟɞɠ ůŰɖ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɐ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ Űɞɡ ɞɟɑɞɡ. ȹɖɚŬŭɐ, ɜŬ 

ɔɑɜŮɘ ˊɟɞůˊɎɗŮɘŬ, ɛɏůŬ Ŭˊɧ ɔɟŬűɘəɏɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ əŬŰɎɚɚɖɚɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ, ɜŬ 

ŬˊɞəŰɐůɞɡɜ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ ɛɘŬ əŬɚɐ ŮɘəɧɜŬ əŬɘ ɜŬ ŬˊɞűŮɡɢɗɞɨɜ ˊŬɟŬɜɞɐůŮɘɠ, ˊɞɡ Ŭˊɧ Űɖ 

ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ɏɢŮɘ ˊɟɞəɨɣŮɘ ɧŰɘ ŭɖɛɘɞɡɟɔɞɨɜŰŬɘ ůɡɢɜɎ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ, ɔɘŬ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ 

Űɞɡ ɞɟɑɞɡ. ɁŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɘŭɘŬɑŰŮɟŬ, ɛɏůŬ Ŭˊɧ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ɔɟŬűɘəɏɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ, ɧŰɘ ɖ 

ůɡɛˊŮɟɘűɞɟɎ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ0x ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɞ ɧɟɘɞ Űɖɠ ɧŰŬɜ Űɞ x ŰŮɑɜŮɘ 

ůŰɞ 0x , əŬɗɩɠ əŬɘ ɧŰɘ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ 
0

lim ( )
x x

f x
­

 əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ, Ŭˊɧ Űɘɠ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ˊŬɑɟɜŮɘ ɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ əɞɜŰɎ ůŰɞ 0x . ȹɖɚŬŭɐ, ŭɨɞ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Űɘɛɏɠ ůŮ ɏɜŬ 

ŭɘɎůŰɖɛŬ ɔɨɟɤ Ŭˊɧ Űɞ 0x  ŬɚɚɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ ůŰɞ 0x  (ˊŬɑɟɜɞɡɜ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ 

Űɘɛɏɠ ɐ ɖ ɛɘŬ ɞɟɑɕŮŰŬɘ əŬɘ ɖ Ɏɚɚɖ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ɐ əŬɛɑŬ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ) ɏɢɞɡɜ Űɞ ɑŭɘɞ ɧɟɘɞ 

ɧŰŬɜ Űɞ x ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ 
0x  (ůɢɞɚɘəɧ ɓɘɓɚɑɞ, ůŮɚ. 158-160). ɁŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ, Ůˊɑůɖɠ, ɧŰɘ ɖ 

ɨˊŬɟɝɖ Űɞɡ ɞɟɑɞɡ ŭŮɜ ůɡɜŮˊɎɔŮŰŬɘ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ, əɎŰɘ ˊɞɡ ɧˊɤɠ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɖɗɘůɛɏɜɖ ˊŬɟŬɜɧɖůɖ Űɤɜ ɛŬɗɖŰɩɜ, ɞɨŰŮ ɧɛɤɠ əŬɘ Űɞˊɘəɐ 

ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ ŭŮɝɘɎ əŬɘ ŬɟɘůŰŮɟɎ Űɞɡ 0x , ŭɖɚŬŭɐ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ ůŮ ɏɜŬ ŭɘɎůŰɖɛŬ ŬɟɘůŰŮɟɎ Űɞɡ 

0x  əŬɘ ůŮ ɏɜŬ ŭɘɎůŰɖɛŬ ŭŮɝɘɎ Űɞɡ 0x . ũɘŬ Űɞ ůəɞˊɧ ŬɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ 

ɔɟŬűɘəɏɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ əŬŰɎɚɚɖɚɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ, ˊɞɡ ɗŬ ůɢŮŭɘŬůŰɞɨɜ ɛŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ 

ɚɞɔɘůɛɘəɞɨ, ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɖ 
1

( )f x x ɖɛ
x

= Ö  (ɆɢɐɛŬ 1). 

 

 

ɆɢɐɛŬ 1 
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Ⱥˊɑůɖɠ, ŮˊŮɘŭɐ ˊɞɚɚɞɑ ɛŬɗɖŰɏɠ ɗŮɤɟɞɨɜ ɧŰɘ ɧŰŬɜ ɏɜŬ ɧɟɘɞ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŰŬ ˊɚŮɡɟɘəɎ 

ɧɟɘŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ, ɜŬ ŭɞɗɞɨɜ ɔɟŬűɘəɎ əŬɘ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗɞɨɜ 

ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰŬ ˊɚŮɡɟɘəɎ ɧɟɘŬ, ɧˊɤɠ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɖ 

1
( )f x ɖɛ

x
=  (ɆɢɐɛŬ 2). 

 

 

 

ɆɢɐɛŬ 2 

 

Ä1.5 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 6 ɩɟŮɠ)  

 

ɆŰɖɜ ŮɜɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ɜɧɖɛŬ ɛɘŬ Ɏůəɞˊɖ ŬůəɖůɘɞɚɞɔɑŬ ˊɞɡ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ 

ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɜ ɧɟɘŬ, əɎɜɞɜŰŬɠ ɢɟɐůɖ ŬɚɔŮɓɟɘəɩɜ ŭŮɝɘɞŰɐŰɤɜ. ɆŰɖ ɚɨůɖ Űɤɜ ŬůəɐůŮɤɜ 

ɜŬ ɕɖŰŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɜŬ Űɞɜɑɕɞɡɜ Űɘɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ ɞɟɑɤɜ ˊɞɡ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜ, ɩůŰŮ ɞɘ ŬůəɐůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɜŬ ŬˊɞəŰɞɨɜ ɞɡůɘŬůŰɘəɧ ˊŮɟɘŮɢɧɛŮɜɞ Ŭˊɧ 

ˊɚŮɡɟɎɠ ȷɜɎɚɡůɖɠ, əɎŰɘ ˊɞɡ ɗŬ ɓɞɖɗɐůŮɘ ůŰɖɜ ŬɜɎˊŰɡɝɖ Űɖɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ Ŭˊɧ Űɞɡɠ 

ɛŬɗɖŰɏɠ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ Űɞɡ ɞɟɑɞɡ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ůŮ ŮɟɤŰɐůŮɘɠ ɧˊɤɠ çɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ 
4

32

16
lim

8x

x

x­

-

-
è (Ɏůəɖůɖ 3i) ɗŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɕɖŰŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɜŬ ŬɘŰɘɞɚɞɔɐůɞɡɜ 

ˊɞɘŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ ɞɟɑɤɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ ůŰŬ ŮɜŭɘɎɛŮůŬ ůŰɎŭɘŬ ɛɏɢɟɘ Űɞɜ ŰŮɚɘəɧ 

ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ, ɜŬ ˊɟɞɓɚɖɛŬŰɘůŰɞɨɜ Ŭɜ ɞɘ 
4

3

16
( )

8

x
f x

x

-
=

-
 əŬɘ 

2

2

( 4) ( 2)
( )

2 4

x x
g x

x x

+ Ö +
=

+ +
 

ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ əŬɘ, Ŭűɞɨ ŭɘŬˊɘůŰɩůɞɡɜ ɧŰɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ, ɜŬ ŭɘəŬɘɞɚɞɔɐůɞɡɜ ɔɘŬŰɑ ɏɢɞɡɜ 

ɑůŬ ɧɟɘŬ. Ⱥˊɑůɖɠ ůŮ ŬůəɐůŮɘɠ ɧˊɞɡ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɨˊɞ ůŮ 

ŭɨɞ ůɡɜŮɢɧɛŮɜŬ ŭɘŬůŰɐɛŬŰŬ, ɧˊɤɠ ˊ.ɢ. ɖ Ɏůəɖůɖ 5 (ůŮɚ. 57), ɜŬ ɕɖŰŮɑŰŬɘ 

ŬɘŰɘɞɚɧɔɖůɖ ɔɘŬŰɑ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŬɚɚŬɔɐɠ Űɞɡ Űɨˊɞɡ ŮɑɛŬůŰŮ ɡˊɞɢɟŮɤɛɏɜɞɘ ɜŬ 

ŮɚɏɔɢɞɡɛŮ ŰŬ ˊɚŮɡɟɘəɎ ɧɟɘŬ, Ůɜɩ ůŰŬ ɎɚɚŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ ˊŮŭɑɞɡ ɞɟɘůɛɞɨ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ɓɟɞɨɛŮ Űɞ ɧɟɘɞ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ Űɞɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ Űɨˊɞ. ȹɖɚŬŭɐ, ɜŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɞɘ 

ɛŬɗɖŰɏɠ əŬŰŬɜɞɞɨɜ ɧŰɘ Űɞ ɧɟɘɞ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ əɞɜŰɎ ůŰɞ 
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0x  əŬɘ ŮəŬŰɏɟɤɗŮɜ ŬɡŰɞɨ. ȷɡŰɧ ɛŬɠ ŮˊɘŰɟɏˊŮɘ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŰŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ Ŭˊɧ Űɞ 
0x  

ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞɜ ɏɜŬ Űɨˊɞ, Ůɜɩ ůŰɞ 
0x  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ ˊɚŮɡɟɘəɎ ɧɟɘŬ.  

Ä1.6 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4  ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ)  

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɓɎɟɞɠ ůŰɖ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɐ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ ɔɟŬűɘəɩɜ 

ˊŬɟŬůŰɎůŮɤɜ. ȺəŰɧɠ Ŭˊɧ ŰŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ Űɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ ɜŬ ŭɞɗɞɨɜ, ɛɏůŬ Ŭˊɧ 

əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ɔɟŬűɘəɏɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ, ˊɞɡ ɗŬ ůɢŮŭɘŬůŰɞɨɜ ɛŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ ɚɞɔɘůɛɘəɞɨ, 

ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ɧˊɞɡ Űɞ ɧɟɘɞ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ, 

ɧˊɤɠ ˊ.ɢ. 
22

1 1
lim 2
x x x

hm
­

å õ
Ö +æ ö
ç ÷

(ɆɢɐɛŬ 3), ɩůŰŮ ɜŬ ŬˊɞűŮɡɢɗŮɑ ɖ ˊŬɟŬɜɧɖůɖ ˊɞɡ 

ůɡɜŭɏŮɘ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ ɛɖ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞɡ ɞɟɑɞɡ ůŰɞ 
0x ɛŮ Űɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ.  

 

 

ɆɢɐɛŬ 3 

 

 

Ä1.7 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ)  

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɓɎɟɞɠ ůŰɖ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɐ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ. ɁŬ ŭɞɗɞɨɜ, ɛɏůŬ Ŭˊɧ 

əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ɔɟŬűɘəɏɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ, ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ Űɞ ɧɟɘɞ, 

ɧŰŬɜ Űɞ x ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ +Ð, ɡˊɎɟɢŮɘ ŬɚɚɎ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜɧŰɞɜŮɠ, 

ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɖ ( )
ɖɛx

f x
x

=  (ɆɢɐɛŬ 4), əŬɗɩɠ əŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ Űɤɜ 

ɞˊɞɑɤɜ Űɞ ɧɟɘɞ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ, ɧŰŬɜ Űɞ x ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ +Ð, ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɖ 

( )f x ɖɛx= . 
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ɆɢɐɛŬ 4 

 

ɇŬ ɧɟɘŬ: lim n

x
x

­+¤
, lim n

x
x

­-¤
, 

1
lim

nx x­+¤
 əŬɘ 

1
lim

nx x­-¤
, ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗɞɨɜ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ 

ɔɟŬűɘəɩɜ ˊŬɟŬůŰɎůŮɤɜ, ˊɞɡ ɗŬ ůɢŮŭɘŬůŰɞɨɜ ɛŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ ɚɞɔɘůɛɘəɞɨ, əŬɘ ˊɘɜɎəɤɜ 

Űɘɛɩɜ, ɛŮ ůŰɧɢɞ ɜŬ ŬɜŰɘɚɖűɗɞɨɜ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɎ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ ˊɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ɧɟɘŬ ŬɡŰɎ.  

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ˊŬɟɎɔɟŬűɞɠ, ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ ɧɟɘɞ ŬəɞɚɞɡɗɑŬɠ, ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗŮɑ ɔɘŬŰɑ ɗŬ 

ɢɟŮɘŬůŰŮɑ ɔɘŬ Űɞ ɞɟɘůɛɏɜɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ. 

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɖ ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜ, ŬɜŬˊɧŭŮɘəŰŬ, Űɘɠ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɞ ůɢɞɚɘəɧ ɓɘɓɚɑɞ :     

ȰůŰɤ ,f g  ŭɨɞ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘůɛɏɜŮɠ əɞɜŰɎ ůŰɞ { }0
x ,Í Ç -¤ +¤R .                                                                                                                     

i) ȷɜ ɘůɢɨɞɡɜ: 

Ŭ) ( ) ( )f x g x¢  əɞɜŰɎ ůŰɞ 
0

x  əŬɘ                                                                                                                                        

ɓ) 
0

lim ( )
x x

f x
­

=+¤, 

ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ 
0

lim ( )
x x

g x
­

=+¤.                                                                                                                                   

ii ) ȷɜ ɘůɢɨɞɡɜ: 
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Ŭ) ( ) ( )f x g x¢  əɞɜŰɎ ůŰɞ 
0

x  əŬɘ                                                                                                                                     

ɓ) 
0

lim ( )
x x

g x
­

=-¤, 

ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ 
0

lim ( )
x x

f x
­

=-¤                                                                                                                                  

ȼ ˊŬɟɞɡůɑŬůɖ Űɤɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊɟɞŰɎůŮɤɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɎ ɛŮ Űɖɜ ɓɞɐɗŮɘŬ 

əŬŰɎɚɚɖɚɤɜ ɔɟŬűɘəɩɜ ˊŬɟŬůŰɎůŮɤɜ   

                                                            

Ä1.8 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 12 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ɆŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ŮɜɧŰɖŰŬ (ɞɟɘůɛɧɠ Űɖɠ ůɡɜɏɢŮɘŬɠ) ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗɞɨɜ əŬɘ ɔɟŬűɘəɎ 

ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůɡɜŮɢɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ɛŮ ˊŮŭɑɞ ɞɟɘůɛɞɨ ɏɜɤůɖ ɝɏɜɤɜ ŭɘŬůŰɖɛɎŰɤɜ, 

ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 
1

( )f x
x
=  (ɆɢɐɛŬ 5) əŬɘ 2( ) 1g x x= - 

(ɆɢɐɛŬ 6). 

 

 

 

ɆɢɐɛŬ 5 
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ɆɢɐɛŬ 6 

 

əŬɘ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗŮɑ ɔɘŬŰɑ Űɞ ɔɟɎűɖɛŬ Űɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ŬɡŰɩɜ ŭɘŬəɧˊŰŮŰŬɘ, ˊŬɟɧɚɞ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢŮɑɠ. ɁŬ ŭɞɗɞɨɜ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ əŬɘ ůɢŮŰɘəɏɠ ŬůəɐůŮɘɠ.  

Ⱥˊɑůɖɠ, əŬŰɎ Űɖ ŭɘŭŬůəŬɚɑŬ Űɤɜ ɗŮɤɟɖɛɎŰɤɜ Bolzano, ŮɜŭɘɎɛŮůɤɜ Űɘɛɩɜ əŬɘ 

ɛɏɔɘůŰɖɠ əŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ Űɘɛɐɠ, əŬɗɩɠ əŬɘ Űɖɠ ˊɟɧŰŬůɖɠ ɧŰɘ ɖ ůɡɜŮɢɐɠ ŮɘəɧɜŬ 

ŭɘŬůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘɎůŰɖɛŬ, ɜŬ ŭɞɗŮɑ ɏɛűŬůɖ əŬɘ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗɞɨɜ ɞɘ ɔɟŬűɘəɏɠ 

ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ ˊɞɡ Ŭəɞɚɞɡɗɞɨɜ Űɘɠ Űɡˊɘəɏɠ ŭɘŬŰɡˊɩůŮɘɠ ŬɡŰɩɜ, ɩůŰŮ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ ɜŬ 

ɓɞɖɗɖɗɞɨɜ ůŰɖɜ ɞɡůɘŬůŰɘəɐ əŬŰŬɜɧɖůɖ Űɞɡɠ.  

ɇɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Bolzano ŮɑɜŬɘ Űɞ ˊɟɩŰɞ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ɗŮɩɟɖɛŬ ˊɞɡ ůɡɜŬɜŰɎɜŮ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ 

ůŰɖɜ ȷɜɎɚɡůɖ. ũɘŬ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ əŬɚɧ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛɘŬ ůɡɕɐŰɖůɖ ˊɞɡ ɜŬ ŬűɞɟɎ Űɖɜ 

ŬɜŬɔəŬɘɧŰɖŰŬ Űɤɜ ɡˊɞɗɏůŮɤɜ Űɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ ŬɜɎɚɞɔɖ ɛŮ Űɞ ůɢɧɚɘɞ Űɞɡ 

ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŮɜŭɘɎɛŮůɤɜ Űɘɛɩɜ (ůŮɚ. 76). Ⱥˊɑůɖɠ ɗŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɞɜɘůɗŮɑ ɧŰɘ ŭŮɜ 

ɘůɢɨŮɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ. ȹɖɚŬŭɐ ŮɜŭɏɢŮŰŬɘ ɞɘ Űɘɛɏɠ ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ůŰŬ ɎəɟŬ Ůɜɧɠ 

əɚŮɘůŰɞɨ ŭɘŬůŰɐɛŬŰɞɠ [ ,  ]Ŭ ɓ Űɞɡ ˊŮŭɑɞɡ ɞɟɘůɛɞɨ Űɖɠ ɜŬ ɏɢɞɡɜ Űɞ ɑŭɘɞ ˊɟɧůɖɛɞ, ɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢɐɠ ůŰɞ [ ,  ]Ŭ ɓ əŬɘ ɧɛɤɠ ɜŬ ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖɜ Űɘɛɐ 0 ůŮ ɏɜŬ 

ŮůɤŰŮɟɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ [ ,  ]Ŭ ɓ. 

¶ ɲʽʶˎˁˊʽ˄ʾʸʶˍʰʽ ˈˍʽ  στο θεώρημα της σελίδας 78,  τα α, β μπορεί να είναι και μη 

πεπερασμένα » 

 

 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 2
ɞ 
 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 46 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.1 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 7 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɏɛűŬůɖ ůŰɖɜ ŮɘůŬɔɤɔɐ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ ɛɏůɤ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ Űɖɠ ůŰɘɔɛɘŬɑŬɠ 

ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ əŬɘ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ. ɀŮŰɎ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ əŬɘ Űɖɠ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ (ůŮɚ. 96) ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗŮɑ 

ŬɜŬɚɡŰɘəɧŰŮɟŬ ɖ ɏɜɜɞɘŬ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ. Ⱥˊɑůɖɠ, ɜŬ ŭɞɗɞɨɜ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ˊɞɡ ɗŬ 

ɓɞɖɗɐůɞɡɜ Űɞɜ ɛŬɗɖŰɐ ɜŬ ŬɜŬəŬŰŬůəŮɡɎůŮɘ Űɖɜ ŮɘəɧɜŬ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ 

Ŭˊɧ Űɞɜ əɨəɚɞ (ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ ɏɜŬ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ əŬɘ ŭŮɜ əɧɓŮɘ Űɖɜ əŬɛˊɨɚɖ) əŬɘ 

ɜŬ ůɢɖɛŬŰɑůŮɘ ɛɘŬ ɔŮɜɘəɧŰŮɟɖ ŮɘəɧɜŬ ɔɘŬ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ŮɡɗŮɑŬ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, 

ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗɞɨɜ əŬɘ ɜŬ ŭɞɗɞɨɜ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɔɟŬűɘəɎ: 

i) ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ 3( )f x x=  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ƀ, ɩůŰŮ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓɞɡɜ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɛɘŬɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬˊŮɟɜɎ Űɖɜ 

əŬɛˊɨɚɖ əŬɘ  
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ii)  ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ 
2,  0

( )
0,   0

x Ŭɜ x
g x

Ŭɜ x

ë ¢
=ì

>í
 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ, ɩůŰŮ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓɞɡɜ ɧŰɘ ɛɘŬ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ɛɘŬɠ 

əŬɛˊɨɚɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ ɏɜŬ ŰɛɐɛŬ Űɖɠ əŬɛˊɨɚɖɠ əŬɘ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɧŰɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɛɘŬɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ůŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ.  

 

Ä2.2 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 2 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ɁŬ ˊɟɞůŮɢɗŮɑ ɘŭɘŬɑŰŮɟŬ Űɞ ɗɏɛŬ Űɖɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ Űɤɜ ɟɧɚɤɜ Űɞɡ h  

əŬɘ Űɞɡ x  ůŰɖɜ ɏəűɟŬůɖ 
0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h­

+ -
=  ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŰɞ ɓɘɓɚɑɞ 

ɔɘŬ Űɞɜ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ Űɖɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ Űɤɜ ŰɟɘɔɤɜɞɛŮŰɟɘəɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ (ůŮɚ. 107). 

ɁŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɖ ŭɘŬűɞɟɎ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ ůŮ ůɖɛŮɑɞ əŬɘ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ.  

 

Ä2.3 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ)  

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɓɎɟɞɠ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɔɩɔɘůɖ ůɨɜɗŮŰɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ əŬɗɩɠ əŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

Űɖɠ ůŮɚɑŭŬɠ 234 ůɢŮŰɘəɎ ɛŮ Űɞ ɧŰɘ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ 
dy

dx
 ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɖɚɑəɞ.  

ɆŰɖɜ ŮűŬɟɛɞɔɐ 2 (ůŮɚ. 118) ˊɞɡ ŬűɞɟɎ ůŰɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ɜŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɧŰɘ 

ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ɓɟɏɗɖəŮ ɛŮ ɓɎůɖ Űɞɜ ŬɜŬɚɡŰɘəɧ ɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ 

ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŬ ɛŮ ŬɡŰɐ ˊɞɡ ɔɜɤɟɑɕɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜŬɚɡŰɘəɐ ɔŮɤɛŮŰɟɑŬ. ȷɡŰɧ ɔɘŬ ɜŬ 

ůŰŬɗŮɟɞˊɞɘɖɗŮɑ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɖ ŬɜŰɑɚɖɣɖ ɧŰɘ ɖ ɏɜɜɞɘŬ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ˊɞɡ 

ˊɟŬɔɛŬŰŮɨɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ ŬɜɎɚɡůɖ ůɡɜŭɏŮŰŬɘ əŬɘ ŮˊŮəŰŮɑɜŮɘ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ 

ˊɞɡ ɔɜɤɟɑůŬɜŮ ůŰɖ ɔŮɤɛŮŰɟɑŬ.  

 

Ä2.4 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ȼ ɏɜɜɞɘŬ Űɞɡ ɟɡɗɛɞɨ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŬɜŰɘəɐ əŬɘ ŭŮɑɢɜŮɘ Űɖ ůɖɛŬůɑŬ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ 

Űɖɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ ůŰɘɠ ŮűŬɟɛɞɔɏɠ. ũɘŬ Űɞ ɚɧɔɞ ŬɡŰɧ əŬɚɧ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ˊɟɞůˊɎɗŮɘŬ ɞɘ 

ɛŬɗɖŰɏɠ ɜŬ əŬŰŬɜɞɐůɞɡɜ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ əŬɘ ɜŬ ŭɞɡɜ ɞɟɘůɛɏɜŮɠ ɢɟɐůɘɛŮɠ ŮűŬɟɛɞɔɏɠ.  

 

Ä2.5 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɏɛűŬůɖ ůŰɖ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ŮɟɛɖɜŮɑŬ Űɤɜ ŪŮɤɟɖɛɎŰɤɜ Rolle əŬɘ ɀɏůɖɠ ɇɘɛɐɠ 

ˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɞ ůɢɞɚɘəɧ ɓɘɓɚɑɞ ɛŮŰɎ Űɖ ŭɘŬŰɨˊɤůɖ Űɤɜ ɗŮɤɟɖɛɎŰɤɜ ŬɡŰɩɜ. ȺˊŮɘŭɐ 
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ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ ɏɢɞɡɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮɘ Űɞ ŪŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Bolzano, ůŮ ŬůəɐůŮɘɠ ɧˊɤɠ ɖ 

ŮűŬɟɛɞɔɐ 1 ii) ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗŮɑ ˊɟɩŰŬ ɖ ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ ŬˊɧŭŮɘɝɖɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ 

ŪŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Bolzano əŬɘ ɜŬ űŬɜŮɑ ɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ ŬɡŰɧ Űɞ 

ɗŮɩɟɖɛŬ στο κλειστό [0.1] για όλες τις τιμές του λ.  ȰŰůɘ űŬɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ Űɞ ŪŮɩɟɖɛŬ 

Rolle ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɞɡůɘŬůŰɘəɧ ŮɟɔŬɚŮɑɞ əŬɘ ɔɘŬ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. ɆŰɖɜ ŮűŬɟɛɞɔɐ 3 ɜŬ 

ɔɑɜŮɘ ůɡɕɐŰɖůɖ Űɘ ŮəűɟɎɕŮɘ Űɞ ˊɖɚɑəɞ 
(2,5) (0)

2,5

S S-
 (ɛɏůɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ) ɛŮ 

ůŰɧɢɞ ɜŬ əŬŰŬɜɞɐůɞɡɜ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖ 

ŭɘɎɟəŮɘŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞɜ ɛɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ əŬŰɎ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɖ 

ůŰɘɔɛɘŬɑŬ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɖ ɛɏůɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ˊɞɡ ŮɑɢŮ Űɞ ŬɡŰɞəɑɜɖŰɞ ůŮ ɧɚɖ 

Űɖɜ əɑɜɖůɖ.  

ȺɜŬɚɚŬəŰɘəɎ, ɗŬ ɛˊɞɟɞɨůŮ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗŮɑ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ əŮűŬɚŬɑɞɡ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ, ɧŰɘ 

əŬŰɎ Űɖ ŭɘɎɟəŮɘŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ Ůɜɧɠ ŬɡŰɞəɘɜɐŰɞɡ əɎˊɞɘŬ ůŰɘɔɛɐ Űɖɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ ɖ 

ůŰɘɔɛɘŬɑŬ ŰŬɢɨŰɖŰɎ Űɞɡ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɖ ɛɏůɖ ŰŬɢɨŰɖŰɎ Űɞɡ (əɎŰɘ ˊɞɡ ɞɘ ɛŬɗɖŰɏɠ Űɞ 

ŬɜŰɘɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɎ). ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɜŬ ŭɘŬŰɡˊɤɗŮɑ ɖ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ůɢɏůɖ ˊɞɡ 

ŮəűɟɎɕŮɘ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ŬɡŰɧ, əŬɘ ɜŬ ŰŮɗŮɑ Űɞ ŮɟɩŰɖɛŬ Ŭɜ Űɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɔŮɜɘəŮɡɗŮɑ əŬɘ ɔɘŬ ɎɚɚŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. ȼ ŬˊɎɜŰɖůɖ ůŰɖɜ ŮɟɩŰɖůɖ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ŪŮɩɟɖɛŬ ɀɏůɖɠ ɇɘɛɐɠ.  

 

Ä2.6 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 6 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŭɘŭŬůəŬɚɑŬɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ əŮűŬɚŬɑɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜŭŮɗŮɑ ɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ 

ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ  f  ůŮ ɏɜŬ ŭɘɎůŰɖɛŬ ȹ Űɞɡ ˊŮŭɑɞɡ ɞɟɘůɛɞɨ Űɖɠ ɛŮ Űɖɜ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ 

Űɞɡ ɚɧɔɞɡ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ 2 1

2 1

( ) ( )f x f x

x x

-

-
 ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ŬɡŰɧ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ɜŬ 

ŬˊɞŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ŮɑɜŬɘ: 

i) ɔɜɖůɑɤɠ ŬɨɝɞɡůŬ ůŰɞ ȹ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 2 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x

x x

-
>

-
, ŭɖɚŬŭɐ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ 

Ŭɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ɢɞɟŭɏɠ Űɖɠ ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ Űɖɠ f  ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ȹ ɏɢɞɡɜ ɗŮŰɘəɐ 

əɚɑůɖ.  

ii)   ɔɜɖůɑɤɠ űɗɑɜɞɡůŬ ůŰɞ ȹ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 2 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x

x x

-
<

-
, ŭɖɚŬŭɐ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ 

Ŭɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ɢɞɟŭɏɠ Űɖɠ ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ Űɖɠ f  ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ȹ ɏɢɞɡɜ 

ŬɟɜɖŰɘəɐ əɚɑůɖ. 
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ɀŮ Űɞɜ Űɟɧˊɞ ŬɡŰɧ ɗŬ ůɡɜŭŮɗŮɑ ɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ ɛŮ Űɖɜ ˊŬɟɎɔɤɔɞ əŬɘ ɗŬ ŭɘəŬɘɞɚɞɔɖɗŮɑ 

Űɞ ɔɘŬŰɑ ůŰɖɜ ŬˊɧŭŮɘɝɖ Űɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Űɖɠ ůŮɚɑŭŬɠ 135 ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞ ɚɧɔɞ 

ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ 2 1

2 1

( ) ( )f x f x

x x

-

-
.  

Ä2.7 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

       ɾʶˍʱ ˍʹ˄ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ н ˋʶ˂ʾʵʰ мпу ˄ʰ ʵʽʵʰ˔ʻʶʾ ˖ˌ ʶ˒ʰˊ˃ˇʴʺ ʹ ʱˋˁʹˋʹ о ʰύ iύ ˍʹˌ ɰ˘ 

ʁ˃ʱʵʰˌ ˋʶ˂ʾʵʰ мрнΦ Ως απόδειξη, εκτός από εκείνη που περιέχεται στο βιβλίο λύσεων, 

μπορεί να δοθεί και η ακόλουθη που είναι έμμεση συνέπεια της εφαρμογής 2.  

ɵʹˍˇˏ˃ʶ˄ˇΥ Για κάθε x  είναι xe x 1² + και το «=» ισχύει μόνο για x 0= .  

ɮˉˈʵʶʽ˅ʹΥ Για όλους τους θετικούς αριθμούς x  ισχύει lnx x 1¢ -και το «=» ισχύει αν και 

μόνο αν x 1=. Επομένως και για τον θετικόxe  ισχύει x xlne e 1¢ - και το το «=» ισχύει μόνο 

για xe 1=  δηλαδή x 0= . Επομένως xx e 1¢ - και το «=» ισχύει μόνο για x 0= . Άρα 

xe x 1² + και το «=» ισχύει μόνο για x 0= . 

 

Ä2.8 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.9 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ũɘŬ ɛɘŬ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɐ əŬŰŬɜɧɖůɖ Űɞɡ əŬɜɧɜŬ De Lô Hospital ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ, ˊɟɘɜ Űɖ 

ŭɘŬŰɨˊɤůɖ Űɞɡ, ɜŬ ŭɞɗŮɑ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɜ Űɞ 
21

ln
lim

1x

x

x­ -
, Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ç
0

0
è. Ƀɘ ɛŬɗɖŰɏɠ ɗŬ ŭɘŬˊɘůŰɩůɞɡɜ ɧŰɘ ŭɡůəɞɚŮɨɞɜŰŬɘ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɜ Űɞ 

ɧɟɘɞ ŬɡŰɧ ɛŮ Űɘɠ ɛŮɗɧŭɞɡɠ ˊɞɡ ɔɜɤɟɑɕɞɡɜ ɛɏɢɟɘ ŰɩɟŬ. ũɘŬ ɜŬ Űɞɡɠ ɓɞɖɗɐůɞɡɛŮ ɜŬ 

ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɜ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɧɟɘɞ ˊɟɞŰŮɑɜɞɡɛŮ ɜŬ ŭɞɗŮɑ ůŮ ŬɡŰɞɨɠ ɖ Ŭəɧɚɞɡɗɖ 

ŭɟŬůŰɖɟɘɧŰɖŰŬ. 

 

        ɿʰ ˍˇ˄ʽˋˍʶʾ ˈˍʽ ˇʽ ˁʰ˄ˈ˄ʶˌ De lΩ Hospital ʵʶ˄ ʶʾ˄ʰʽ ˉʱ˄ˍʰ ˉˊˈˋ˒ˇˊˇʽ ʴʽʰ ˍˇ˄ ˎˉˇ˂ˇʴʽˋ˃ˈ 

ˇˊʾ˖˄ ʰˉˊˇˋʵʽˈˊʽˋˍ˖˄ ˃ˇˊ˒˗˄. Έτσι . Αν έχουμε το όριο 
2

x

x 1
lim

x­+¤

+
 και επιχειρήσουμε 

να εφαρμόσουμε τον κανόνα βρίσκουμε
( )
()

2

2

x 1 x

x 1x

¡
+

=
¡ +

 και 
( )
()

2
2x 1 x 1

xx

¡¡
+ +

=
¡¡
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δηλαδή επιστρέφουμε εκεί που αρχίσαμε χωρίς να βρούμε το όριο. Χωρίς τον κανόνα 

βρίσκουμε: 
2 2 2

x x x

1 1
x 1 x 1

x 1 x xlim lim lim 1
x x x­+¤ ­+¤ ­+¤

+ +
+
= = =

 
 

ȹɅȷɆɇȼɅȽɃɇȼɇȷ 

 

i) ɁŬ ˊŬɟŬůŰɐůŮŰŮ ɔɟŬűɘəɎ ůŰɞ ɑŭɘɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

() lnf x x=  əŬɘ () 21g x x= - . 

ii)  ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ ɔɟŬűɘəɩɜ ˊŬɟŬůŰɎůŮɤɜ Űɤɜ f əŬɘ g ůŰɞ 

əɞɘɜɧ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɞ A(1,0) ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ : 1Ů y x= - əŬɘ : 2 2ɕ y x=- + 

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ əŬɘ ɜŬ Űɘɠ ɢŬɟɎɝŮŰŮ.  

iii)  ɁŬ əɎɜŮŰŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɔŮɔɞɜɧŰɞɠ ɧŰɘ çəɞɜŰɎè ůŰɞ 0 1x =  ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ () lnf x x=  əŬɘ () 21g x x= -  ˊɟɞůŮɔɔɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Űɞɡɠ 1y x= - əŬɘ 2 2y x=- + ɔɘŬ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝŮŰŮ ůŰɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ 

ɧŰɘ çəɞɜŰɎè ůŰɞ 0 1x =  ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ˊɖɚɑəɞɡ 
2

ln

1

x

x-
 ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ɑůɖ ɛŮ 

Űɖɜ Űɘɛɐ Űɞɡ ˊɖɚɑəɞɡ 
1

2 2

x

x

-

- +
, ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ çəɞɜŰɎè ůŰɞ 0 1x =  ɘůɢɨŮɘ:  

2

ln 1 1 1
,

1 2 2 2( 1) 2

x x x

x x x

- -
= =

- - + - - -
 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ˊɖɚɑəɞ Űɤɜ əɚɑůŮɤɜ Űɤɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŮɡɗŮɘɩɜ.  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, çəɞɜŰɎè ůŰɞ 0 1x =  ɘůɢɨŮɘ 
()

()

()

()

1

1

f x f

g x g

¡

¡
, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɡˊɧ ɛɞɟűɐ ɞɟɑɞɡ 

ɔɟɎűŮŰŬɘ: 

()

()

()

()1

1
lim

1x

f x f

g x g­

¡
=
¡

. 

ɆɉɃȿȽɃ 

 

ȼ ŭɘŬˊɑůŰɤůɖ Űɞɡ ɔŮɔɞɜɧŰɞɠ ɧŰɘ çəɞɜŰɎè ůŰɞ 0 1x =  ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ 

() lnf x x=  əŬɘ () 21g x x= -  ˊɟɞůŮɔɔɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Űɞɡɠ 

1y x= - əŬɘ 2 2y x=- + ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ əŬɘ ɛŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ Ůɜɧɠ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ 

ɚɞɔɘůɛɘəɞɨ (ˊɢ. Geogebra), ɤɠ Ůɝɐɠ: 
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V ɄŬɟɘůŰɎɜɞɡɛŮ ɔɟŬűɘəɎ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 2ln   əŬɘ  1y x y x= = - əŬɘ ůŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ɢŬɟɎůůɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɞɡɠ 1y x= - əŬɘ 2 2y x=- + 

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ (ůɢɐɛŬ 7). 

V ȰˊŮɘŰŬ, əɎɜɞɡɛŮ ŬɚɚŮˊɎɚɚɖɚŬ ZOOM əɞɜŰɎ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ (1,0)A . ŪŬ 

ˊŬɟŬŰɖɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ lny x=  ɗŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1y x= -, Ůɜɩ ɖ 

21y x= -  ɗŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 2y x=- + (ůɢɐɛŬ 8). 

 

 

 

 

ɆɢɐɛŬ 7 

 

 

 

 

ɆɢɐɛŬ 8 

 

ɿʰ ˍˇ˄ʽˋˍʶʾ ˈˍʽ ʶ˄ʵʷ˔ʶˍʰʽ ˃ʽʰ ˋˎ˄ʱˊˍʹˋʹ ˄ʰ ˍʷ˃˄ʶʽ ˃ʽʰ ˉ˂ʱʴʽʰ ʺ ˇˊʽʸˈ˄ˍʽʰ ʰˋˏ˃ˉˍ˖ˍʹ 

ˍʹˌ. Ως παράδειγμα μπορεί να δοθεί (ευκταίο να δοθεί και το γράφημα) η συνάρτηση 
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f(x)=xҌʹ˃όмκ˔ύΦ  που έχει ασύμπτωτη την y x=  η οποία τέμνει την γραφική παράσταση σε 

άπειρα σημεία.   

 

Ä2.10 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗŮɑ 1 ŭɘŭŬəŰɘəɐ ɩɟŬ) 

 

Ƀɘ ŰɏůůŮɟɘɠ (4) ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ ˊɞɡ Ŭˊɞɛɏɜɞɡɜ Ŭˊɧ Űɞɜ ůɡɜɞɚɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ Űɤɜ 

ˊɟɞŰŮɘɜɞɛɏɜɤɜ ɤɟɩɜ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ ɔɘŬ Ůˊɑɚɡůɖ ŮˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɩɜ ŬůəɐůŮɤɜ. 

 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 3
ɞ
 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 20 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä3.1 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 2 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

ȷ) ɁŬ ŭɞɗŮɑ ɏɛűŬůɖ ůŰŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ŭɘŬŰɡˊɩɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ ůɢɞɚɘəɧ ɓɘɓɚɑɞ ůŰɖɜ 

Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɜɧŰɖŰŬɠ əŬɘ ɜŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɖ ůɖɛŬůɑŬ Űɖɠ ŬɜŰɑůŰɟɞűɖɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬɠ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɔɩɔɘůɖɠ. ŪŬ ɐŰŬɜ əŬɚɧ ɜŬ ůɡɕɖŰɖɗɞɨɜ ŭɘŮɝɞŭɘəɎ ɞɟɘůɛɏɜŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɎ ɐ ɎɚɚŬ 

ŬɜɎɚɞɔŬ, ɩůŰŮ ɜŬ ˊɟɞəɨɣŮɘ ɖ ůɖɛŬůɑŬ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ.  

ȸ) ɁŬ ůɡɕɖŰɖɗŮɑ ɛɧɜɞ ɖ ˊɟɩŰɖ ˊŬɟɎɔɟŬűɞɠ ˊɞɡ ŬűɞɟɎ ůŰɖɜ ˊŬɟɎɔɞɡůŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ. 

ɇɞ ŬɧɟɘůŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ˊŬɟŬɚŮɑˊŮŰŬɘ əŬɘ ŬɜŰɑ Űɞɡ ˊɑɜŬəŬ ŬɧɟɘůŰɤɜ 

ɞɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ (ůŮɚ. 187 ) ɜŬ ŭɞɗŮɑ ɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɑɜŬəŬɠ Űɤɜ ˊŬɟŬɔɞɡůɩɜ ɛŮɟɘəɩɜ 

ɓŬůɘəɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ. 

 

ȷ/ȷ ɆɡɜɎɟŰɖůɖ ɄŬɟɎɔɞɡůŮɠ 

1 ( ) 0f x =  
( ) ,G x c c= ÍR , 

2 ( ) 1f x =  ( ) ,G x x c c= + ÍR  

3 
1

( )f x
x
=

 
( ) ln ,G x x c c= + ÍR

 

4 ( ) Ŭf x x=  

1

( ) ,
1

Ŭx
G x c c

Ŭ

+

= + Í
+  

5 ( )f x ůɡɜx=  ( ) ,G x ɖɛx c c= + Í 

6 ( )f x ɖɛx=  ( ) ,G x ůɡɜx c c=- + Í 
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7 
2

1
( )f x

ůɡɜ x
=

 
( ) ,G x Ůűx c c= + ÍR  

8 2

1
( )f x

ɖɛ x
=

 
( ) ,G x ůűx c c=- + ÍR  

9 ( ) xf x e=  ( ) ,xG x e c c= + ÍR  

10 ( ) xf x Ŭ=  ( ) ,
ln

xŬ
G x c c

Ŭ
= + Í

 

 

ɆɖɛŮɑɤůɖ: 

 

Ƀɘ Űɨˊɞɘ Űɞɡ ˊɑɜŬəŬ ŬɡŰɞɨ ɘůɢɨɞɡɜ ůŮ əɎɗŮ ŭɘɎůŰɖɛŬ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ɞɘ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ Űɞɡ x 

ˊɞɡ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɏɢɞɡɜ ɜɧɖɛŬ. 

 

Ƀɘ ŭɨɞ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ ŬɧɟɘůŰɤɜ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ ůŰɞ Űɏɚɞɠ Űɖɠ ůŮɚɑŭŬɠ 187 ɛˊɞɟɞɨɜ 

ɜŬ ŬɜŬŭɘŬŰɡˊɤɗɞɨɜ ɤɠ Ůɝɐɠ:  

ȷɜ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ F  əŬɘ G  ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɔɞɡůŮɠ Űɤɜ f  əŬɘ g  ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ əŬɘ ɞ ɚ 

ŮɑɜŬɘ ɏɜŬɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ, ŰɧŰŮ:  

i) ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ F G+  ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊŬɟɎɔɞɡůŬ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ f g+  əŬɘ 

ii)  ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɚF ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊŬɟɎɔɞɡůŬ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ɚf. 

Ƀɘ ŮűŬɟɛɞɔɏɠ Űɤɜ ůŮɚɑŭɤɜ 188 əŬɘ 189 ɜŬ ɔɑɜɞɡɜ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ. ɁŬ ɚɡɗɞɨɜ ɛɧɜɞ ɞɘ ŬůəɐůŮɘɠ 2, 4, 5 əŬɘ 7 Űɖɠ ȷȭ ɃɛɎŭŬɠ.  

 

ɇɡˊɞɔɟŬűɘəɧ ɚɎɗɞɠ: ɆŰɖ ŭɘŬŰɨˊɤůɖ Űɞɡ ŪŮɤɟɐɛŬŰɞɠ (ůŮɚ.  186 ) ŬɜŰɑ  c  ᷾R ɜŬ 

ɔɟŬűŮɑ G. 

 

Ä3.4 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ)  

 

  Το πρώτο μέρος που   αφορά στον υπολογισμό του εμβαδού παραβολικού χωρίου να γίνει 

με τρόπο που να αναδεικνύει την αξιοποίηση των αθροισμάτων και της οριακής 

διαδικασίας για την εύρεση – υπολογισμό του εμβαδού. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ɔɑɜŮɘ 

ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɐ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ Űɖɠ ɏɜɜɞɘŬɠ Űɞɡ ɞɟɘůɛɏɜɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ əŬɘ ɜŬ ůɡɜŭŮɗŮɑ 

ɛŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ ɧŰŬɜ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭŮɜ ˊŬɑɟɜŮɘ ŬɟɜɖŰɘəɏɠ Űɘɛɏɠ əŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ 
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Űɞɡ ˊŬɟŬɓɞɚɘəɞɨ ɢɤɟɑɞɡ ˊɞɡ ˊɟɞɖɔɐɗɖəŮ. ɁŬ ɔɑɜŮɘ ɖ ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ ɔɘŬ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰŬɗŮɟɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ əŬɘ ɞɘ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ˊɞɡ Ŭəɞɚɞɡɗɞɨɜ.  

 

ɁŬ ŭɞɗŮɑ ůŰɞɡɠ ɛŬɗɖŰɏɠ ɖ ŭɡɜŬŰɧ                                                                                                        

ŰɖŰŬ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜ, ŬɜŬˊɧŭŮɘəŰŬ, Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ Ŭűɞɨ ˊŬɟɞɡůɘŬůŰɞɨɜ 

ůɨɜŰɞɛŬ ɞɘ, ˊɟɞűŬɜŮɑɠ, ŬˊɞŭŮɑɝŮɘɠ Űɞɡɠ:       

 

   çȰůŰɤ f  əŬɘ g  ŭɡɞ ůɡɜŮɢŮɑɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ůŮ ɏɜŬ ŭɘɎůŰɖɛŬ [ ]Ŭ,ɓ.  

¶ ȷɜ () ()f x g x²  ɔɘŬ əɎɗŮ [ ]x Ŭ,ɓÍ , ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ: () ()
ɓ ɓ

Ŭ Ŭ
f x dx g x dx²ñ ñ . 

¶ ȷɜ, Ůˊɘˊɚɏɞɜ, ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ f  əŬɘ g  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ůŰɞ [ , ]Ŭ ɓ (ŭɖɚŬŭɐ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ 

[ , ]ɝ Ŭ ɓÍ , ɛŮ( ) ( )f ģx x ), ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ:() ()>ñ ñ
ɓ ɓ

Ŭ Ŭ
f x dx g x dxè 

 

ɇɡˊɞɔɟŬűɘəɐ ŭɘɧɟɗɤůɖ: ɆŰɖɜ ɘůɧŰɖŰŬ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ˊɚŬɘůɑɞɡ (ůŮɚ. 212 ) ŰŬ ɎəɟŬ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ  ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ.                                                                         

                                                                      

Ä3.5 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ)  

 

ȼ ŮɘůŬɔɤɔɐ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ   ɔɑɜŮŰŬɘ ɔɘŬ ɜŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ Űɞ ŪŮɛŮɚɘɩŭŮɠ 

ŪŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɞɨ ɚɞɔɘůɛɞɨ əŬɘ ɜŬ ŬɜŬŭŮɘɢɗŮɑ ɖ ůɨɜŭŮůɖ Űɞɡ ȹɘŬűɞɟɘəɞɨ 

ɛŮ Űɞɜ ɃɚɞəɚɖɟɤŰɘəɧ ȿɞɔɘůɛɧ.  ũɘŬ Űɞ ɚɧɔɞ ŬɡŰɧ ŭŮ  ɗŬ ŭɘŭŬɢɗɞɨɜ ŮűŬɟɛɞɔɏɠ əŬɘ 

ŬůəɐůŮɘɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ   əŬɘ ɔŮɜɘəɧŰŮɟŬ ůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ 

è. 

 

Ä3.7 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ƀɘ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ ˊɞɡ Ŭˊɞɛɏɜɞɡɜ (Ŭˊɧ Űɞɜ ůɡɜɞɚɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ Űɤɜ ɤɟɩɜ ˊɞɡ 

ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ ɔɘŬ Űɞ əŮűɎɚŬɘɞ ŬɡŰɧ), ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ ɔɘŬ 

Ůˊɑɚɡůɖ ŮˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɩɜ ŬůəɐůŮɤɜ. 

ȺˊɘůɐɛŬɜůɖ:  

ȷˊɧ Űɖ ŭɘŭŬəŰɏŬ-ŮɝŮŰŬůŰɏŬ ɨɚɖ ŮɝŬɘɟɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ȷůəɐůŮɘɠ Űɞɡ ůɢɞɚɘəɞɨ ɓɘɓɚɑɞɡ ˊɞɡ 

ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŮ Űɨˊɞɡɠ ŰɟɘɔɤɜɞɛŮŰɟɘəɩɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ɔɤɜɘɩɜ, ŭɘŬűɞɟɎɠ 

ɔɤɜɘɩɜ əŬɘ ŭɘˊɚɎůɘŬɠ ɔɤɜɑŬɠ. 
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ȹȭ ɇȷɂȼ ȺɆɄȺɅȽɁɃɈ ũȺɁȽȾɃɈ ȿɈȾȺȽɃɈ 

 ɀȷŪȼɀȷɇȽȾȷ 

Ƀɀȷȹȷ ɄɅɃɆȷɁȷɇɃȿȽɆɀɃɈ ŪȺɇȽȾɋɁ ɆɄɃɈȹɋɁ ȾȷȽ  

ɆɄɃɈȹɋɁ ɃȽȾɃɁɃɀȽȷɆ ȾȷȽ ɄȿȼɅɃūɃɅȽȾȼɆ  

 

 ȹɘŬɢŮɑɟɘůɖ ŭɘŭŬəŰɏŬɠ - ŮɝŮŰŬůŰɏŬɠ ɨɚɖɠ 

 

ȼ ȹɘŬɢŮɑɟɘůɖ Űɖɠ ŭɘŭŬəŰɏŬɠ - ŮɝŮŰŬůŰɏŬɠ ɨɚɖɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ˊɞɡ ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ  ɔɘŬ Űɖ 

ŭɘŬɢŮɑɟɘůɖ Űɖɠ ŭɘŭŬəŰɏŬɠ - ŮɝŮŰŬůŰɏŬɠ ɨɚɖɠ Űɖɠ ũȭ ɇɎɝɖ Űɞɡ ȼɛŮɟɖůɑɞɡ ũŮɜɘəɞɨ 

ȿɡəŮɑɞɡ ˁʰˍʱ ˍˇ ˁˇʽ˄ˈ ˍˇˎˌ ˃ʷˊˇˌ, Ů˃ Űɖɜ Ŭəɧɚɞɡɗɖ ŭɘŬűɞɟɞˊɞɑɖůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ 

ɩɟŮɠ ŭɘŭŬůəŬɚɑŬɠ ŬɜɎ əŮűɎɚŬɘɞ əŬɘ ˊŬɟɎɔɟŬűɞ: 
 

  

ɀȺɅɃɆ ȸȭ: ȷɜɎɚɡůɖ 

 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 1
ɞ
 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 43 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ȺɘŭɘəɧŰŮɟŬ: 

 

Ä1.1 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 2 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.2 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 3 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.3 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.4 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.5 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 7 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.6 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 4  ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.7 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä1.8 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 14 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 2
ɞ 
 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 56 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.1 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 9 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.2 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 
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Ä2.3 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 7 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.4 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 5 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.5 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 6  ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.6 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 7 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.7 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 7 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 

 

Ä2.9 (ɄɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ 6 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ) 
 

Ƀɘ 4 ŭɘŭŬəŰɘəɏɠ ɩɟŮɠ ˊɞɡ Ŭˊɞɛɏɜɞɡɜ (Ŭˊɧ Űɞɜ ůɡɜɞɚɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ Űɤɜ ɤɟɩɜ ˊɞɡ 

ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ ɔɘŬ Űɞ əŮűɎɚŬɘɞ ŬɡŰɧ), ˊɟɞŰŮɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŭɘŬŰŮɗɞɨɜ ɔɘŬ Ůˊɑɚɡůɖ 

ŮˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɩɜ ŬůəɐůŮɤɜ. 

ȺˊɘůɐɛŬɜůɖ:  
 

ȷˊɧ Űɖ ŭɘŭŬəŰɏŬ-ŮɝŮŰŬůŰɏŬ ɨɚɖ ŮɝŬɘɟɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ȷůəɐůŮɘɠ Űɞɡ ůɢɞɚɘəɞɨ ɓɘɓɚɑɞɡ ˊɞɡ 

ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŮ Űɨˊɞɡɠ ŰɟɘɔɤɜɞɛŮŰɟɘəɩɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ɔɤɜɘɩɜ, ŭɘŬűɞɟɎɠ 

ɔɤɜɘɩɜ əŬɘ ŭɘˊɚɎůɘŬɠ ɔɤɜɑŬɠ. 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

ʁʽ ʵʽʵʱˋˁˇ˄ˍʶˌκˇˎˋʶˌ ˄ʰ ʶ˄ʹ˃ʶˊ˖ʻˇˏ˄ ʶ˄ˎˉˈʴˊʰ˒ʰΦ 
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