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Στην εισήγηση αυτή θα παρουσιάσουµε τους τρόπους µε τους οποίους πρέπει να 
χρησιµοποιούµε τα δεδοµένα ενός προβλήµατος για να φτάσουµε ασφαλέστερα στο 
ζητούµενο. 
Χωρίσαµε το άρθρο αυτό σε 4 επιµέρους ενότητες. 
• Χρήση αλγεβρικών και τριγωνοµετρικών δεδοµένων 
• Χρήση γεωµετρικών δεδοµένων 
• ∆υνατότητα εύρεσης κάποιου άγνωστου στοιχείου. Πλήρη και ελλιπή δεδοµένα 
• Ισοδυναµία δεδοµένων 

 
 

 
1. Χρήση αλγεβρικών και τριγωνοµετρικών δεδοµένων 
 
Παράδειγµα 1ο 
Θα αποδείξουµε τη γνωστή ταυτότητα: 
Αν 3 3 3α β γ 0 α β γ 3αβγ+ + = ⇒ + + =  
 
Η συνηθισµένη απόδειξη είναι η παρακάτω: 
α β γ 0 α β γ+ + = ⇒ + =− ⇒

3 3(α β) ( γ)+ = − ⇒
3 2 2 3 3α 3α β 3αβ β γ+ + + =− ⇒

3 3 3α β 3αβ(α β) γ+ + + =−  

και επειδή α β γ+ =− έχουµε: 3 3 3α β 3αβ( γ) γ+ + − =− ⇒
3 3 3α β γ 3αβγ+ + =  

Η παραπάνω απόδειξη που απευθύνεται σε µαθητές Γ΄ Γυµνασίου ή Α΄ Λυκείου 
παρουσιάζει δύο σοβαρά ερωτηµατικά. 
Το 1ο είναι γιατί ξεκίνησε η απόδειξη µε αυτόν τον τρόπο. Για τους µαθητές δεν 
υπάρχει καµιά λογική εξήγηση. 
Το 2ο είναι ότι η υπόθεση χρησιµοποιήθηκε δύο φορές. Την µια φορά όταν 
α β γ 0 α β γ+ + = ⇒ + =−  και την άλλη φορά όταν αντικαταστήσαµε το α β γ+ =−  
Στη συγκεκριµένη περίπτωση θα έλεγε κανείς ότι δεν είναι παράξενη η παραπάνω 
απόδειξη, επειδή αυτή είναι αρκετά σύντοµη και δεν έχουµε πολλές επιλογές. 
Αν όµως η άσκηση ήταν πιο πολύπλοκη, πότε και πως θα χρησιµοποιούσαµε την 
υπόθεση α β γ 0+ + =  και πόσες φορές; 
∆είχνουµε µια απόδειξη που δεν σκοντάφτει στα παραπάνω ερωτήµατα και εξηγούµε 
γιατί η απόδειξη αυτή είναι “σίγουρη 100%”. 
Από τη σχέση α β γ 0 α β γ+ + = ⇒ =− −  
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Σελ. 2 

Άρα: 
3 3 3 3 3 3α β γ ( β γ) β γ+ + = − − + + =

3 2 2 3 3 3β 3β γ 3βγ γ β γ− − − − + + =
2 23β γ 3βγ− −

          (1) 
Επίσης: 3αβγ 3( β γ)βγ= − − =

2 23β γ 3βγ− −     (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει 3 3 3α β γ 3αβγ+ + =  
Εξηγούµε τώρα γιατί µε την παραπάνω απόδειξη θα φτάσουµε σίγουρα στο 
συµπέρασµα. 
Η σχέση α β γ 0+ + = πρέπει οπωσδήποτε να χρησιµοποιηθεί. Αυτό κάναµε και στις 
δύο αποδείξεις.  
Στην 1η απόδειξη δεν είχαµε καµιά βεβαιότητα ότι θα φτάσουµε στο συµπέρασµα. 
Αυτό φάνηκε όταν αναγκαστήκαµε να ξαναχρησιµοποιήσουµε την ίδια σχέση για 2 
φορά και ενδεχοµένως έπρεπε να την ξαναχρησιµοποιήσουµε. 
Στη 2η απόδειξη η σχέση χρησιµοποιήθηκε πλήρως, δηλαδή χρησιµοποιήθηκε µε τέτοιο 
τρόπο ώστε να µην µπορεί να ξαναχρησιµοποιηθεί. 
Πιο συγκεκριµένα: 
Η σχέση α β γ 0+ + = συνδέει τρεις µεταβλητές α, β, γ.  Οι µεταβλητές παίρνουν 
αυθαίρετες τιµές, πάντοτε όµως µε τον περιορισµό α β γ 0+ + = . Μπορούµε να 
δώσουµε στα β και γ τυχαίες τιµές, π.χ β 2=  , γ 3= , όµως η τιµή του α είναι τώρα 
καθορισµένη, δηλαδή είναι α 5=−  
Αν λοιπόν αντικαταστήσουµε στα δύο µέλη της ζητούµενης σχέσης  όπου α β γ=− −  

θα έχουµε να αποδείξουµε τη σχέση 3 3 3( β γ) β γ 3( β γ)βγ− − + + = − −   (3)  
όπου τώρα οι µεταβλητές β και γ δεν υπόκεινται σε κανέναν περιορισµό. Εποµένως η 
συνθήκη α β γ 0+ + =  δεν µπορεί πλέον να ξαναχρησιµοποιηθεί. Με άλλα λόγια έχει 
γίνει πλήρης χρήση του δεδοµένου  α β γ 0+ + = . 
Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε να αποδείξουµε τη σχέση (3) χωρίς κανέναν περιορισµό για 
τα α, β, γ. 
Αν λοιπόν εκτελέσουµε τις πράξεις σε κάθε µέλος ξεχωριστά, πρέπει να καταλήξουµε 
στο ίδιο αποτέλεσµα. Ισοδύναµα, µπορούµε ξεκινώντας από το 1ο µέλος να φτάσουµε 
στο 2ο χωρίς καµιά άλλη υπόθεση. 
Αν µε τον παραπάνω τρόπο δεν βρίσκαµε το ίδιο αποτέλεσµα και στα δύο µέλη της (3) 
δεν θα προσπαθούσαµε να κάνουµε κάποια άλλη απόδειξη. Θα συµπεράναµε ότι ή η 
άσκηση είναι λάθος ή κάναµε κάποιο λάθος στις πράξεις. Το συµπέρασµα που 
προκύπτει από τις παραπάνω παρατηρήσεις είναι πολύ χρήσιµο και είναι το εξής: 
 
Αν δοθεί µια σχέση που περιέχει διάφορες µεταβλητές και ζητείται να αποδειχθεί 
µια άλλη σχέση, ένας σίγουρος τρόπος για να γίνει αυτό είναι να απαλείψουµε µια 
µεταβλητή από την αποδεικτέα σχέση. 
 
Στο συµπέρασµα θα φτάσουµε όποια και αν είναι η µεταβλητή που θα απαλείψουµε. 
Συµφέρει βέβαια να απαλείψουµε την µεταβλητή που δηµιουργεί τις λιγότερες πράξεις. 
Έτσι, αν δοθεί π.χ η σχέσηα 2β 3γ 4+ + =       (4) 
και ζητείται οποιαδήποτε σχέση µε α, β, γ (ισότητα ή ανισότητα), µπορούµε: 
 
• Να απαλείψουµε το α από την αποδεικτέα γράφοντας α 4 2β 3γ= − −  

• Να απαλείψουµε το β γράφοντας 4 α 3γβ
2

− −

=  
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Σελ. 3 

• Να απαλείψουµε το γ γράφοντας 4 α 2βγ
3

− −

=  

 
Και µε τους τρεις τρόπους θα καταλήξουµε σίγουρα στο συµπέρασµα 
 
Επεκτείνουµε την παραπάνω λογική για περισσότερες από µια σχέσεις. 
Θα λέµε ότι δύο ή περισσότερες σχέσεις είναι ανεξάρτητες, αν καµία από αυτές δεν 
µπορεί να προκύψει µε συνδυασµό των υπολοίπων. 
 
Έτσι οι δύο σχέσεις 
 
α β 2x 0 και
3α β 4y 2

+ − =

− + =
 

 
είναι ανεξάρτητες, επειδή δεν µπορούµε από την 1η µε κανέναν τρόπο να καταλήξουµε 
στη 2η (πως θα δηµιουργήσουµε το y;) 
 
Αντίθετα οι σχέσεις  
α 2β 3γ 1

2α β 2γ 2 και
3α β 5γ 3

+ + =

− + =

+ + =

 

 
δεν είναι ανεξάρτητες επειδή η 3η από αυτές µπορεί να προκύψει µε πρόσθεση των δύο 
άλλων. 
Τα δεδοµένα ενός προβλήµατος πρέπει να είναι ανεξάρτητα, δηλαδή δεν πρέπει κάποιο 
δεδοµένο να προκύπτει ως λογική συνέπεια των υπολοίπων, αλλιώς το πρόβληµα δεν 
είναι καλώς ορισµένο (βλ. εκτενέστερη ανάλυση παρακάτω). Πρέπει δηλαδή να 
θεωρούµε ότι όταν σε ένα πρόβληµα δίνονται δύο η περισσότερες σχέσεις αυτές είναι 
ανεξάρτητες. 
Αν δοθούν τρεις σχέσεις και κάποια από αυτές προκύπτει από τις υπόλοιπες 2 που είναι 
ανεξάρτητες, τα πραγµατικά δεδοµένα είναι µόνο οι δύο ανεξάρτητες σχέσεις. 
Η λογική λοιπόν που αναφέραµε για την περίπτωση που δίνεται µια σχέση, επεκτείνεται 
για περισσότερες σχέσεις ως εξής: 
 
Αν δοθούν δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες σχέσεις και ζητείται να αποδείξουµε 
µια άλλη σχέση, ένας σίγουρος τρόπος για να γίνει αυτό είναι να απαλείψουµε από 
την αποδεικτέα σχέση, τόσες µεταβλητές όσες είναι και οι σχέσεις που δίνονται. 
 
Παράδειγµα 2ο 
Αν   
2α 3β x y+ = −  (1) 
4α β x 2y+ = +  (2) 

να αποδειχθεί ότι 2 2 2 216α 18αβ 16β 2x xy 8y+ + = − +    (3) 
 
Απόδειξη 
Αν ονοµάσουµε γ 2α 3β= +  , δ 4α β= + ,  κ x y= −  και λ x 2y= +  
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Σελ. 4 

η σχέση που θέλουµε να αποδείξουµε προκύπτει από την προφανή ισότητα 
2 2 2 22γ δ γδ 2κ λ κλ+ − = + − , δηλ. 

2 22(2α 3β) (4α β) (2α 3β)(4α β)+ + + − + + =
2 22(x y) (x 2y) (x y)(x 2y)− + + − − +  

Πως όµως θα µπορούσε κανείς να οδηγηθεί σ’ αυτήν την λογική, να συνδυάσει δηλαδή 
τις δοσµένες σχέσεις µε τον παραπάνω τρόπο για να φτάσει στο αποτέλεσµα που 
θέλουµε; 
Τα πράγµατα θα ήταν ακόµη πιο δύσκολα αν ανακατεύαµε τις µεταβλητές και γράφαµε 
τις σχέσεις ως εξής: 
2α y x 3β+ = −  και 
4α x 2y β− = −  
 
Σύµφωνα µε όσα έχουµε πει, ένας σίγουρος τρόπος για να αποδείξουµε τη σχέση (3) 
είναι να αντικαταστήσουµε 2 µεταβλητές συναρτήσει των άλλων. 
Αυτό γίνεται εύκολα αν λύσουµε το σύστηµα των (1) και (2) µε αγνώστους x και y και 
αντικαταστήσουµε στο 2ο µέλος της αποδεικτέας τα x και y συναρτήσει των α και β. 
Από τη λύση του συστήµατος των (1) και (2) βρίσκουµε 

8α 7β 2α 2β
x , y

3 3

+ −
= =  

Έτσι το 2ο µέλος της (3) είναι ίσο µε 
2 22x xy 8y− + =

2 2
8α 7β 8α 7β 2α 2β 2α 2β

2 8
3 3 3 3

   + + − −  − ⋅ + =       
(µετά τις πράξεις) = 

2 216α 18αβ 16β+ +  και η πρόταση αποδείχθηκε. 
Θα ήταν εξίσου σίγουρη η λύση αν λύναµε το σύστηµα των (1) και (2) ως προς 
οποιουσδήποτε 2 αγνώστους µεταξύ των α, β, x και y. 
Αν όµως λύναµε το σύστηµα ως προς α και x, θα έπρεπε να κάνουµε αντικατάσταση 
και στα δύο µέλη της (3), ενώ µε την λύση που κάναµε είχαµε να δουλέψουµε µόνο µε 
το ένα µέλος. 
 
Παράδειγµα 3ο (Απόδειξη ανισότητας) 
Αν α β γ 1+ + =  (1) 

να αποδειχθεί ότι 2 2 2 4
(α β) (β γ) (γ α)

3
+ + + + + ≥     (2) 

Απόδειξη 
Μια σύντοµη απόδειξη είναι η παρακάτω 

(1)
2 2 2(α β) (β γ) (γ α)+ + + + + =

2 2 2(1 γ) (1 α) (1 β)− + − + − =

(1)
2 2 23 2(α β γ) (α β γ )− + + + + + =

2 2 21 (α β γ )+ + +    (3) 
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Σελ. 5 

Όµως1: 
22 2 2 (1)α β γ α β γ

3 3

 + + + + ≥ ⇒  
 2 2 2 1α β γ

3
+ + ≥  και η (3) ⇒  

2 2 2 4
(α β) (β γ) (γ α)

3
+ + + + + ≥  

 
Στην παραπάνω λύση χρησιµοποιήσαµε 5 φορές τη σχέση α β γ 1+ + = . 
Αν και η λύση αυτή είναι σύντοµη, υπάρχει το ερώτηµα: 

Πως φανταστήκαµε τη σχέση 
22 2 2α β γ α β γ

3 3

 + + + + ≥   
; 

 
Θα δώσουµε µια απόδειξη σύµφωνα µε τα όσα έχουµε πει προηγουµένως.  
Επειδή δόθηκε µια σχέση, στη σχέση που θέλουµε να αποδείξουµε απαλείφουµε µια 
µεταβλητή. Π.χ αντικαθιστούµε το γ 1 α β= − − . Μια σχέση µε 2 µεταβλητές είναι 
πιο εύκολα διαχειρίσιµη από µια σχέση µε 3 µεταβλητές. 
Η (2) γράφεται: 2 2 2 4

(α β) (1 α) (1 β)
3

+ + − + − ≥ ⇔
2 2 1α (β 1)α β β 0

3
+ − + − + ≥  

Το 1ο µέλος θεωρούµενο ως τριώνυµο έχει διακρίνουσα 
2 2 1∆ (β 1) 4(β β )

3
= − − − + =

21
(9β 6β 1)

3
− − + =

21
(3β 1) 0

3
− − ≤  

Άρα 2 2 1α (β 1)α β β 0
3

+ − + − + ≥  για κάθε α και η πρόταση αποδείχθηκε. 
 
Παράδειγµα 4ο (Απόδειξη Τριγωνοµετρικής ταυτότητας µε υπόθεση) 
Στο παρακάτω παράδειγµα ακολουθούµε την ίδια ακριβώς λογική που εκθέσαµε και 
στα αλγεβρικά παραδείγµατα. 
 

Αν πα β
4

+ =   να αποδειχθεί ότι (1 εφα)(1 εφβ) 2+ + =  

Απόδειξη 
π πα β β α
4 4

+ = ⇒ = −  

Άρα: 

π
(1 εφα)(1 εφβ) (1 εφα) 1 εφ( α)

4

 + + = + + − =  

πεφ εφα
4(1 εφα) 1 π

1 εφ εφα
4

  −   + + =   +  

1 εφα
(1 εφα) 1

1 εφα
 − + + =   + 

1 εφα 1 εφα
(1 εφα) 2

1 εφα
+ + −

+ ⋅ =
+

 

 

                                                

1 
22 2 2α β γ α β γ

3 3

+ + + +
≥ ⇔
    

 (µετά τις πράξεις) 
2 2 22α 2β 2γ 2αβ 2βγ 2γα 0+ + − − − ≥ ⇔

2 2 2(α β) (β γ) (γ α) 0− + − + − ≥  η οποία ισχύει. 
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Σελ. 6 

2. Χρήση γεωµετρικών δεδοµένων 
Με τα παραπάνω 4 παραδείγµατα δείξαµε πως µπορούµε να κάνουµε σωστή χρήση 
αλγεβρικών και τριγωνοµετρικών δεδοµένων. 
Τα πράγµατα είναι διαφορετικά όταν πρόκειται για γεωµετρικά δεδοµένα, επειδή στη 
Γεωµετρία τα δεδοµένα συνήθως δεν είναι αλγεβρικές ισότητες. 
Πρέπει να γνωρίζουµε τα εξής: 
 
α) Όπως αναφέραµε και στα προηγούµενα, στα προβλήµατα των µαθηµατικών δεν 
δίνουµε περισσότερα δεδοµένα από αυτά που απαιτούνται (αν και αυτός ο κανόνας 
πολλές φορές παραβιάζεται, ειδικά στα Μαθηµατικά της Γ΄ Λυκείου).  
Έτσι π.χ δεν δίνουµε και τις τρεις γωνίες ενός τριγώνου, αφού από τις δύο γωνίες 
µπορούµε να υπολογίσουµε την 3η. 
Ή, δεν δίνουµε και τις τρεις πλευρές ορθογωνίου τριγώνου, αφού από τις δύο πλευρές 
µπορούµε µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα να υπολογίσουµε την 3η πλευρά. 
Προβλήµατα στα οποία δίνονται περισσότερα δεδοµένα από αυτά που απαιτούνται για 
τη λύση του προβλήµατος, λέµε ότι δεν είναι “καλώς ορισµένα” . 
 
β) Όλα τα δεδοµένα του προβλήµατος πρέπει να χρησιµοποιηθούν. Αν ένα δεδοµένο 
δεν χρησιµοποιηθεί, αυτό σηµαίνει ότι 
• ή το δεδοµένο αυτό δεν χρειάζεται και τότε το πρόβληµα δεν είναι “καλώς 

ορισµένο” 
• ή έχουµε κάνει κάποιο λάθος στην απόδειξη 
• ή το δεδοµένο αυτό έχει χρησιµοποιηθεί χωρίς να το αντιληφθούµε. Στα 

παραδείγµατα που θα ακολουθήσουν θα δείξουµε πως µπορεί να γίνει αυτό. 
 
Το µεγάλο δίληµµα του µαθητή είναι αν κάποιο στοιχείο µπορεί να υπολογιστεί ώστε 
να προσπαθήσει να το υπολογίσει. 
Αν και αυτό είναι πολύ απλό να το καταλάβει, η αντίστοιχη υποδοµή δεν υπάρχει. Το 
αποτέλεσµα είναι να προσπαθεί να βρει κάτι που δεν βρίσκεται ή να αποδείξει κάτι που 
δεν ισχύει. Μετά 2-3 δοκιµές ο εγκαταλείπει την προσπάθεια πιστεύοντας ότι το 
στοιχείο αυτό δεν υπολογίζεται, ενώ στην πραγµατικότητα µπορεί να υπολογιστεί ή 
µπορεί να θεωρήσει ότι ισχύει κάτι και να προσπαθεί να το αποδείξει για να συνεχίσει 
τη λύση του προβλήµατος, ενώ αυτό δεν ισχύει. 
Ή και αντίθετα, επειδή δεν µπορεί να αποδείξει κάτι να θεωρεί ότι αυτό δεν ισχύει και 
να εγκαταλείπει την προσπάθεια. 
Για όλα τα παραπάνω υπάρχουν απλοί κανόνες ώστε πριν από κάθε προσπάθεια να 
γνωρίζει ο µαθητής αν κάτι ισχύει ή όχι. 
Στα παραδείγµατα που ακολουθούν εξηγούµε όλα τα παραπάνω. 
 
Παράδειγµα 1ο  
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από την κορυφή Α φέρνουµε 
ευθεία ε ΒΓ� . Έστω ∆, Ε τα µέσα των ΑΒ και ΑΓ 
αντίστοιχα και Μ τυχαίο σηµείο της πλευράς ΒΓ. Οι 
Μ∆ και ΜΕ τέµνουν την (ε) στα σηµεία Ζ και Η 
αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι ΖΗ ΒΓ=  
 
Λύση 
Η πρώτη σκέψη που έρχεται στο µυαλό ενός µαθητή 
είναι να αποδείξει ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΜΖΗ είναι ίσα.  

Β Γ

Α

Ε∆

Μ

Ζ Ηε
1 2
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Η προσπάθεια αυτή δεν θα καρποφορήσει για δύο λόγους. 
Ο ένας λόγος είναι ότι τα τρίγωνα δεν είναι ίσα 
(Το σχήµα που κάναµε είναι λίγο παραπλανητικό. Τα τρίγωνα µοιάζουν να είναι ίσα).  
Αυτό θα µπορούσε να το καταλάβει αν έκανε ένα διαφορετικό σχήµα ή άλλαζε τη θέση 
του σηµείου Μ ή ακόµη και αν σύγκρινε τις άλλες πλευρές των τριγώνων µε ένα 
υποδεκάµετρο. Στο επόµενο σχήµα αλλάξαµε τη θέση του σηµείου Μ πάνω στη ΒΓ. 
Από το σχήµα αυτό γίνεται φανερό, χωρίς χρήση των γεωµετρικών οργάνων, ότι τα 
τρίγωνα δεν είναι ίσα, αφού το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο, ενώ το ΜΑΗ είναι 
αµβλυγώνιο.  
 
Ο άλλος λόγος είναι ότι και αν τα τρίγωνα είναι 
ίσα, κάτι τέτοιο δεν µπορεί να αποδειχθεί άµεσα, 
δηλαδή µε απευθείας σύγκριση των τριγώνων 
ΑΒΓ και ΜΖΗ επειδή τα στοιχεία που δόθηκαν, 
δηλ. ε ΒΓ� , ∆= µέσο της ΑΒ και Ε = µέσο της ΑΓ 
δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν. 
Έχουµε πει ότι όλα τα στοιχεία που δόθηκαν πρέπει να χρησιµοποιηθούν, δηλ.  
ε ΒΓ� , άρα � �

1Α Β= , �2Α Γ=�  και ίσως και άλλες 
ισότητες 
∆ = µέσο ΑΒ, άρα Α∆ ∆Β=  
Ε = µέσο ΑΓ, άρα ΑΕ ΕΓ=  
Τα δεδοµένα αυτά συγκεντρώνονται στα τρίγωνα Α∆Ζ , 
Β∆Μ , ΑΕΗ , ΓΕΜ. 

Είναι τώρα Α∆Ζ Β∆Μ=

� �

 διότι Α∆ ∆Β= ,  1 2∆ ∆=  και 
� �

1Α Β= , άρα ΑΖ ΒΜ=  (1) 

Όµοια, από την ισότητα των τριγώνων ΑΕΗ και ΜΕΓ προκύπτει ΑΗ ΜΓ=  (2) 
Με πρόσθεση των (1) και (2) κατά µέλη προκύπτει ΖΗ ΒΓ=  
 
Παράδειγµα 2ο  
∆ίνεται το µη ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του Β∆ και ΓΕ. Αν Μ είναι το 
µέσο της πλευράς ΒΓ να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο Μ∆Ε είναι ισοσκελές. 
 
Απόδειξη 
Το 1ο ερώτηµα είναι ποιες πλευρές του τριγώνου Μ∆Ε 
είναι ίσες.  
Στο σχήµα που κάναµε αυτό είναι οπτικά δυσδιάκριτο. 
Αυτό όµως µπορεί εύκολα να ξεπεραστεί µε τον ίδιο τρόπο 
που αναφέραµε στο 1ο παράδειγµα.  
Κατασκευάζουµε δηλαδή ένα άλλο τρίγωνο, διαφορετικό 
από το αρχικό όπως το επόµενο. Στο τρίγωνο αυτό η γωνία 
�Α είναι κοντά στην ορθή και τα ίχνη των υψών από τα Β 
και ∆ βρίσκονται κοντά στην κορυφή Α. 
Στο τρίγωνο αυτό είναι ολοφάνερο (οπτικά) ότι οι ίσες 
πλευρές είναι οι Μ∆ και ΜΕ. 
Μια άλλη λογική µε την οποία θα µπορούσαµε να 
καταλάβουµε ποιες πλευρές του τριγώνου Μ∆Ε είναι ίσες 
είναι η εξής: 

Β Γ

Α

Ε∆

Μ

Ζ Ηε

Β Γ

Α

∆

Ε

Μ

Β Γ

Α
∆
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Αν ήταν Μ∆ ∆Ε= για τον ίδιο λόγο θα έπρεπε να ήταν και ΜΕ ∆Ε= , αφού µπορούµε 
στο ίδιο τρίγωνο να αλλάξουµε τη θέση των κορυφών Β και Γ και τότε η Μ∆ γίνεται 
ΜΕ 
Με πιο απλά λόγια θα µπορούσαµε να πούµε: Τι περισσότερο έχει το ύψος Β∆ από το 
ύψος ΓΕ ώστε να είναι Μ∆ ∆Ε= και όχι ΜΕ ∆Ε= ; 
 
Τώρα που γνωρίζουµε ποιες πλευρές είναι ίσες η απόδειξη είναι εύκολη (βλ. το 2ο 
σχήµα). 

Είναι 1∆Μ ΒΓ
2

=  ως διάµεσος του ορθογωνίου τριγώνου Β∆Γ και 1ΕΜ ΒΓ
2

=  ως 
διάµεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΒΕΓ. Εποµένως ∆Μ ΕΜ= και η πρόταση 
αποδείχθηκε. 
Το ότι 1∆Μ ΒΓ

2
= χρησιµοποιεί πλήρως ότι το Β∆ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ και 

το ότι 1ΕΜ ΒΓ
2

=  χρησιµοποιεί πλήρως ότι το ΓΕ είναι επίσης ύψος του τριγώνου 
ΑΒΓ. 
 
 
Παράδειγµα 3ο  
∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ και κάποια δεδοµένα ακόµη και ζητείται να αποδείξουµε 
µια πρόταση. 
Το ερώτηµα είναι πως θα χρησιµοποιήσουµε το δεδοµένο ότι το ΑΒΓ∆ είναι 
τετράγωνο. 
 
Λύση 
Μια λάθος σκέψη που κυριαρχεί στο µυαλό των µαθητών είναι ότι 
όσο περισσότερα δεδοµένα έχουµε τόσο πιο εύκολα θα λύσουµε το 
πρόβληµα. 
Η αλήθεια είναι από την απέναντι πλευρά. ∆ηλαδή όσο περισσότερα 
στοιχεία δοθούν τόσο πιο δύσκολο το πρόβληµα, επειδή πρέπει να 
χρησιµοποιηθούν όλα τα δεδοµένα συνδυαζόµενα κατάλληλα. 
Στις περιπτώσεις αυτές (όταν δηλαδή δίνονται πολλά στοιχεία) δεν 
είναι εύκολο να γίνει σωστή χρήση τους. Το σύνηθες είναι να χρησιµοποιούνται τα 
δεδοµένα µερικώς, εποµένως να µην µπορεί να λυθεί το πρόβληµα ή να 
χρησιµοποιούνται τα ίδια δεδοµένα µε διαφορετικούς τρόπους και αυτό δηµιουργεί 
περισσότερα προβλήµατα. 
Τα δεδοµένα πρέπει να χρησιµοποιηθούν µε τέτοιο τρόπο, ώστε από τη χρήση τους να 
συνεπάγονται όλες οι υποθέσεις του προβλήµατος. 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση, το δεδοµένο ότι το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο οδηγεί σε 
πολλές σχέσεις και πρέπει να γίνει σωστή επιλογή µερικών από αυτές ώστε να λυθεί το 
πρόβληµα. 
Μερικά στοιχεία που µπορούν να χρησιµοποιηθούν είναι (βλ. σχήµα): 
 
∆οκιµή 1η 

� � �ΑΒ Γ∆ , Α∆ ΒΓ , ΟΑ ΟΓ , ΟΒ Ο∆ , Α Γ , Β ∆= = = =
�� �  

Τα στοιχεία δεν είναι αρκετά. Το πρόβληµα δεν θα λυθεί 
 

Α Β
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2
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∆οκιµή 2η  
Χρησιµοποιούµε όλα τα στοιχεία της 1ης δοκιµής και επιπλέον ότι 
ΑΒ Γ∆ και Α∆ ΒΓ= =  
Το πρόβληµα πάλι δεν θα λυθεί 
 
∆οκιµή 3η 
Χρησιµοποιούµε όλα τα στοιχεία της 2ης δοκιµής και επιπλέον ότι 
� � � 0Α Β Γ ∆ 90= = = =

�  
Το πρόβληµα πάλι δεν θα λυθεί 
 
∆οκιµή 4η 
Χρησιµοποιούµε όλα τα στοιχεία της 3ης δοκιµής και επιπλέον ότι ΑΓ Β∆=  
Το πρόβληµα ούτε τώρα µπορεί να λυθεί. 
 
∆οκιµή 5η 

Χρησιµοποιούµε µόνον ότι � 0ΑΒ ΒΓ Γ∆ ∆Α και Α 90= = = =  
Τώρα είναι δυνατό να λυθεί το πρόβληµα 
 
∆οκιµή 6η 
Χρησιµοποιούµε ότι ΟΑ ΟΓ , ΟΒ Ο∆ , ΑΓ Β∆ , ΑΓ Β∆= = = ⊥  
Και πάλι είναι δυνατό να λυθεί το πρόβληµα. 
 
Θα φανεί ίσως παράξενο γιατί ενώ στις 4 πρώτες δοκιµές µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε περισσότερα στοιχεία το πρόβληµα δεν λύνεται, ενώ µπορούµε 
(πιθανόν) να το λύσουµε χρησιµοποιώντας πολύ λιγότερα στοιχεία µε την 5η και 6η 
δοκιµή. 
 
Εξηγούµε τον λόγο: 
 
∆οκιµή 1η 
Όλα τα στοιχεία που χρησιµοποιούµε απλά εξασφαλίζουν ότι το ΑΒΓ∆ είναι ένα 
οποιοδήποτε παραλληλόγραµµο. Όµως το ΑΒΓ∆ δεν είναι ένα οποιοδήποτε 
παραλληλόγραµµο. Είναι τετράγωνο. Εποµένως το δεδοµένο του προβλήµατος ότι 
δηλαδή το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο δεν χρησιµοποιείται πλήρως. Αν δεν 
χρησιµοποιήσουµε πρόσθετα στοιχεία το πρόβληµα δεν θα λυθεί. 
 
∆οκιµή 2η  
Τα δεδοµένα αυτά, αν και περισσότερα από αυτά της 1ης δοκιµής δεν µας λένε τίποτα 
περισσότερο. Το ΑΒΓ∆ συνεχίζει να είναι ένα τυχαίο παραλληλόγραµµο. 
 
∆οκιµή 3η 

Πήραµε επιπλέον υπόψη ότι � � � 0Α Β Γ ∆ 90= = = =
� . Τα επιπλέον αυτά στοιχεία αυτό 

που λένε είναι ότι το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο. Θα αρκούσε µόνο ότι 
� 0Α 90=  για να µας πει το ίδιο πράγµα. 
Ούτε λοιπόν µε τα πρόσθετα αυτά στοιχεία το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο. Το πρόβληµα 
ακόµη δεν µπορεί να λυθεί.  
 
∆οκιµή 4η 
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Προσθέσαµε ακόµη ότι ΑΓ Β∆= . Το δεδοµένο αυτό δεν προσθέτει τίποτα 
περισσότερο. Με τα µέχρι τώρα στοιχεία που χρησιµοποιούνται το ΑΒΓ∆ είναι ένα 
οποιοδήποτε ορθογώνιο.. 
 
Με τις δοκιµές λοιπόν 1, 2, 3 και 4 δεν είναι δυνατόν να λύσουµε το πρόβληµα. 
Χρειάζονται επιπλέον στοιχεία τα οποία να εξασφαλίζουν ότι το ΑΒΓ∆ είναι 
τετράγωνο. 
Ένα ορθογώνιο για να είναι τετράγωνο αρκεί δύο διαδοχικές πλευρές του να είναι ίσες. 
Αν λοιπόν προσθέσουµε στην τελευταία δοκιµή και το στοιχείο ΑΒ ΒΓ= τότε το 
πρόβληµα ίσως λυθεί. 
Μπορούµε εναλλακτικά να προσθέσουµε ότι � �

1 2Α Α= το οποίο εξασφαλίζει ότι το 
ΑΒΓ∆ είναι ταυτόχρονα και ρόµβος, άρα τετράγωνο. 
 
∆οκιµή 5η 

Τα στοιχεία που χρησιµοποιούµε � 0ΑΒ ΒΓ Γ∆ ∆Α και Α 90= = = = εξασφαλίζουν ότι 
το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο, εποµένως µε τη χρήση των στοιχείων αυτών ίσως το 
πρόβληµα λυθεί (βέβαια πρέπει να χρησιµοποιηθεί και ο,τιδήποτε άλλο έχει δοθεί). 
 
∆οκιµή 6η 
Και πάλι τα στοιχεία που χρησιµοποιούµε στην δοκιµή αυτή 
ΟΑ ΟΓ , ΟΒ Ο∆ , ΑΓ Β∆ , ΑΓ Β∆= = = ⊥  εξασφαλίζουν ότι το ΑΒΓ∆ είναι 
τετράγωνο, άρα είναι δυνατό µε τη χρήση των στοιχείων αυτών να λύσουµε το 
πρόβληµα. 
 
 
 

3. ∆υνατότητα εύρεσης κάποιου άγνωστου στοιχείου. Πλήρη 
και ελλιπή δεδοµένα 
Ένα άλλο ερώτηµα που δηµιουργείται κατά τη λύση των προβληµάτων είναι το αν ένα 
µέγεθος (µήκος ευθ. τµήµατος, µέτρο γωνίας, εµβαδόν κ.λ.π) µπορεί να υπολογιστεί 
από τα υπάρχοντα στοιχεία (δεδοµένα). 
Λέει π.χ ο µαθητής: “Αν µπορέσω να υπολογίσω τη διάµεσο Α∆ του τριγώνου ΑΒΓ 
µετά µπορώ να λύσω το πρόβληµα”. ∆εν γνωρίζει όµως αν η διάµεσος µπορεί να 
υπολογιστεί. Ίσως κάνει 2-3 δοκιµές για τον υπολογισµό της διαµέσου, όµως η 
διάµεσος να µην µπορεί να υπολογιστεί. Έτσι χάνει πολύτιµο χρόνο. 
Ίσως πάλι ενώ η διάµεσος µπορεί να υπολογιστεί, µετά µερικές δοκιµές ο µαθητής 
εγκαταλείπει τις προσπάθειες πιστεύοντας ότι κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό. 
Είναι λοιπόν πολύ σηµαντικό να γνωρίζει πριν από οποιαδήποτε προσπάθεια αν µπορεί 
να υπολογιστεί κάποιο στοιχείο ή όχι ώστε να µην κάνει άσκοπες δοκιµές. 
Η απάντηση είναι απλή και θα την δώσουµε µε παραδείγµατα. 
 
Αν δώσουµε σε 10 µαθητές τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ, π.χ α 5cm= , 
β 6cm= , γ 8cm= και ζητήσουµε να σχεδιάσουν (κατασκευάσουν) το τρίγωνο, και τα 
10 σχήµατα που θα πάρουµε θα είναι ταυτόσηµα. ∆εν µπορεί δηλαδή ένας µαθητής µε 
τα ίδια στοιχεία να κατασκευάσει ένα διαφορετικό τρίγωνο.  
Λέµε ότι από τις 3 πλευρές ενός τριγώνου, το τρίγωνο είναι ορισµένο. 
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Αν ζητήσουµε από τους µαθητές να µετρήσουν µε το µοιρογνωµόνιο την γωνία �A , 
όλοι θα µας δώσουν την ίδια απάντηση περίπου 38-39ο.  

Λέµε ότι η γωνία �A  είναι ορισµένη. 
Για τον ίδιο λόγο κάθε στοιχείο του τριγώνου είναι ορισµένο.  
Π.χ όλα τα παρακάτω στοιχεία του τριγώνου είναι ορισµένα:  
Η διάµεσος βµ , η διχοτόµος αδ , η ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου, το εµβαδόν 
του Ε, η απόσταση του σηµείου επαφής του εγγεγραµµένου κύκλου µε την πλευρά ΒΓ 
από το ίχνος του ύψους ΒΕ. 
Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι καθένα από τα παραπάνω στοιχεία µπορεί να υπολογιστεί 
από τις πλευρές του τριγώνου α, β, γ. 
Υπάρχουν δηλαδή τύποι που δίνουν τα στοιχεία αυτά συναρτήσει των α, β, γ.  
Π.χ  είναι α

2δ βγτ(τ α)β γ= −
+

 

Το πως µπορεί να γίνει αυτό δεν είναι πάντοτε εύκολο. Αρκούµαστε εδώ να πούµε ότι 
αυτό είναι δυνατό. 
Για τον ίδιο λόγο αν δοθούν οι πλευρές β και γ και η περιεχόµενη γωνία �A , το τρίγωνο 
είναι ορισµένο και κάθε στοιχείο του τριγώνου µπορεί να υπολογιστεί. 
Υπάρχει δηλαδή τύπος που δίνει το εµβαδόν του τριγώνου που έχει κορυφές τα ίχνη 

των διχοτόµων του συναρτήσει των β , γ και �A . Το ποιος είναι ο τύπος αυτός δεν µας 
ενδιαφέρει προς το παρόν. Μας αρκεί ότι αυτό µπορεί να γίνει. 
 
Αν δοθούν οι 4 πλευρές ενός τετραπλεύρου α, β, γ, δ το τετράπλευρο δεν είναι 
ορισµένο. Υπάρχουν δηλαδή διάφορα τετράπλευρα, άνισα µεταξύ τους που έχουν 
πλευρές α, β, γ, και δ. π.χ στα παρακάτω σχήµατα το τετράγωνο ΑΒΓ∆ και ο ρόµβος 
Α Β Γ ∆′ ′ ′ ′  έχουν ίσες πλευρές, όµως δεν είναι ίσα σχήµατα. Η γωνία Α′ του ρόµβου δεν 
είναι ίση µε τη γωνία Α του τετραγώνου. Επίσης η διαγώνιος Α Γ′ ′  του ρόµβου δεν 
είναι ίση µε την διαγώνιο ΑΓ του τετραγώνου. 
Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορεί να υπολογιστεί κάθε στοιχείο του τετραπλεύρου 
συναρτήσει των πλευρών του α, β, γ, δ.  
 
ΠΡΟΣΟΧΗ όµως: Αυτό δεν 
αποκλείει κάποια στοιχεία του 
τετραπλεύρου να µπορούν να 
υπολογιστούν συναρτήσει των α, β, 
γ, δ.  
 
Είναι χρήσιµο το εξής: 
Για να είναι ορισµένο ένα νίγωνο, 
χρειάζονται 2ν 3− ανεξάρτητα στοιχεία του, δηλαδή κανένα από 
τα στοιχεία αυτά να µην ορίζεται από τα υπόλοιπα. 
Έτσι για να οριστεί ένα τρίγωνο χρειάζονται 
2 3 3 3⋅ − = ανεξάρτητα στοιχεία του. 
Για να ορίζεται ένα τετράπλευρο χρειάζονται 
2 4 3 5⋅ − = ανεξάρτητα στοιχεία του κ.ο.κ. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ και πάλι: Αν δοθούν οι 4 γωνίες ενός τετραπλεύρου 
ΑΒΓ∆ και µια πλευρά του, π.χ η ΑΒ, το τετράπλευρο δεν είναι 

Α Β

Γ∆

Α΄
Γ΄

∆΄

Β΄

Α Β

∆

Γ∆΄

Γ΄

Γ∆ // Γ΄∆΄



7η Μαθηµατική εβδοµάδα Θεσσαλονίκης 21-3-2015 

Σελ. 12 

ορισµένο, επειδή τα 5 στοιχεία που δίνονται δεν είναι ανεξάρτητα. Η γωνία �∆  µπορεί 
να υπολογιστεί αν δοθούν οι άλλες 3 γωνίες του. Έτσι τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓ∆ και 
ΑΒΓ ∆′ ′  έχουν µια κοινή πλευρά και 4 γωνίες ίσες, όµως δεν είναι ίσα.  
Όπως είπαµε όµως, µπορεί ένα σχήµα να µην είναι ορισµένο, όµως κάποια στοιχεία του 
να µπορούν να υπολογιστούν. 
Έτσι π.χ ένα τρίγωνο ΑΒΓ δεν είναι ορισµένο από τις γωνίες του �Β  και Γ� , όµως η 
γωνία των διχοτόµων του από τις κορυφές Β και Γ µπορεί να υπολογιστεί και είναι ίση 

µε 
�

0 Α
90

2
+ =

�0
0 180 Β Γ

90
2

− −
+ =

�360 Β Γ
2

− −
�

 

Επίσης ένα τρίγωνο ΑΒΓ δεν είναι ορισµένο µόνο από την πλευρά του α, όµως το 
µήκος του ευθ. τµήµατος που συνδέει τα µέσα των ΑΒ και ΑΓ µπορεί να υπολογιστεί 
και είναι ίσο µε α

2
. 

Συµπερασµατικά  
Αν ένα σχήµα είναι ορισµένο όταν δοθούν κάποια στοιχεία του, κάθε στοιχείο του 
σχήµατος είναι ορισµένο. Θεωρητικά δηλ. µπορεί να υπολογιστεί από τα δοσµένα 
στοιχεία.  
Αν ένα σχήµα δεν είναι ορισµένο από κάποια στοιχεία του, τότε κάποια στοιχεία 
του σχήµατος ίσως είναι ορισµένα, δηλαδή µπορούν να υπολογιστούν. 
 
Επεκτείνουµε τα παραπάνω και στην Αναλυτική Γεωµετρία: 
 
Ένα σηµείο στο επίπεδο είναι ορισµένο αν είναι γνωστές οι συντεταγµένες του. 
Εποµένως αν δοθούν δύο σηµεία 1 1Α(x , y ) και 2 2B(x , y )τότε  
• η απόστασή τους (ΑΒ) είναι ορισµένη. Υπάρχει δηλαδή τύπος που δίνει την 

(ΑΒ) συναρτήσει των  1 1 2 2x , y , x , y  

• οι συντεταγµένες του διανύσµατος AB
���� είναι επίσης ορισµένες 

• η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα AB
���� µε τον άξονα των x είναι ορισµένη 

Αν δοθούν οι συντεταγµένες των κορυφών ενός τριγώνου ΑΒΓ, το τρίγωνο είναι 
ορισµένο και κάθε στοιχείο του µπορεί να υπολογιστεί. 
Το ίδιο συµπέρασµα έχουµε και για την περίπτωση ενός τετραπλεύρου. Αν δηλαδή 
δοθούν οι συντεταγµένες των 4 κορυφών ενός τετραπλεύρου, το τετράπλευρο είναι 
ορισµένο (αντίθετα µε την περίπτωση όπου δίνονταν οι 4 πλευρές του οπότε το 
τετράπλευρο δεν ήταν ορισµένο). 
 
Αν δοθεί η εξίσωση µιας γραµµής η γραµµή είναι ορισµένη. Εποµένως αν δοθούν οι 
εξισώσεις δύο ευθειών, η γωνία τους (οξεία ή ορθή) µπορεί να υπολογιστεί. 
Αν δοθεί η εξίσωση µιας ευθείας και οι συντεταγµένες ενός σηµείου του επιπέδου, η 
απόσταση του σηµείου από την ευθεία µπορεί να υπολογιστεί. 
 
 
 
4. Ισοδυναµία δεδοµένων 
Ένα άλλο πρόβληµα που απασχολεί τους µαθητές είναι το πώς θα χρησιµοποιήσουν τα 
δεδοµένα του προβλήµατος όταν υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να γίνει αυτό. 
Η απάντηση είναι πάλι απλή. 
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Σελ. 13 

Πρέπει από τον τρόπο µε τον οποίο θα χρησιµοποιηθούν οι διάφορες σχέσεις να 
συνεπάγονται όλα τα δεδοµένα του προβλήµατος. 
Αναφέρουµε ένα 
 
Παράδειγµα  
Ζητούνται οι συντεταγµένες της κορυφής Α ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ 
� 0(A 90 )=  του οποίου δίνονται οι συντεταγµένες των B(3,1) , Γ(1,5) και κάποιο 
άλλο στοιχείο (αδιάφορο προς στιγµή). 
 
Για τη λύση του προβλήµατος έστω Α(x , y) . Είναι σίγουρό ότι οι συντεταγµένες του Α 
δεν µπορούν να βρεθούν µόνο από τις συντεταγµένες των Β και Γ αφού υπάρχουν 
άπειρα ορθογώνια τρίγωνα µε βάση την ΒΓ όπως τα 

1A BΓ , 2Α ΒΓ , 3Α ΒΓ του διπλανού σχήµατος.  
Όλες οι κορυφές 1 2 3Α , Α , Α ... βρίσκονται σε κύκλο µε 
διάµετρο την ΒΓ. Όµως η θέση της κορυφής Α δεν είναι 
εντελώς τυχαία. Σε οποιαδήποτε θέση η γωνία �4ΒΑ Γ  δεν 
είναι ορθή. Αυτό σηµαίνει ότι µεταξύ των 
συντεταγµένων της κορυφής Α υπάρχει κάποια σχέση. 
Αυτήν την σχέση θα αναζητήσουµε. 
Για να βρεθεί η σχέση αυτή πρέπει να χρησιµοποιήσουµε 
ότι � 0A 90= . 
Αυτό µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε διάφορους τρόπους. 
Αυτό που θα φανεί παρακάτω είναι το αναµενόµενο, δηλαδή οποιαδήποτε σχέση λέει 
ότι η γωνία Α είναι ορθή πρέπει να οδηγεί στην ίδια πάντοτε σχέση µεταξύ των x και y. 
Παραθέτουµε κάποιους από αυτούς. 
 
1ος τρόπος (Πυθαγόρειο θεώρηµα) 
� 0Α 90= ⇔

2 2 2(ΑΒ) (ΑΓ) (ΒΓ)+ =       (1) 
Η ισοδυναµία αυτή είναι απαραίτητη γιατί αυτό που πρέπει να εξασφαλίσουµε είναι ότι 
από τη σχέση που θα χρησιµοποιήσουµε πρέπει να προκύπτει η υπόθεση � 0Α 90=  
Η (1) 2 2 2 2(x 3) (y 1) (x 1) (y 5)⇔ − + − + − + − =

2 2(3 1) (1 5)− + −  η οποία µετά τις 
πράξεις καταλήγει: 2 2x y 4x 6y 8 0+ − − + =  
 

2ος τρόπος: Η διάµεσος 1
AM ΒΓ

2
=  

Το µέσο Μ της ΒΓ είναι B Γ B Γx x y yΜ ,
2 2

 + +    
, δηλαδή Μ(2,3) 

Άρα η σχέση 
1

AM ΒΓ
2

= ⇔  2 2 2 21
(x 2) (y 3) [(3 1) (1 5) ]

4
− + − = − + − ⇔  

2 2x y 4x 6y 8 0+ − − + =  
 

3ος τρόπος: AB ΑΓ 0⋅ =
���� ����

 

Είναι: B A B AΑΒ (x x , y y ) (3 x ,1 y)= − − = − −

����

  

Β Γ

Α2

Α1

Α3

Α4
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Σελ. 14 

Γ A Γ AΑΓ (x x , y y ) (1 x ,5 y)= − − = − −

���

 

Επίσης 
� 0Α 90 ΑΒ ΑΓ 0= ⇔ ⋅ = ⇔

���� ���

(3 x ,1 y) (1 x ,5 y) 0− − ⋅ − − = ⇔

(3 x) (1 x) (1 y)(5 y) 0− − + − − = ⇔
2 2x y 4x 6y 8 0+ − − + =  

 
4ος τρόπος: ΑΒ ΑΓλ λ 1⋅ = −  

Παραβλέποντας την περίπτωση όπου κάποιος συντελεστής των ευθειών ΑΒ ή ΑΓ δεν 
ορίζεται (και αυτό στη συγκεκριµένη περίπτωση είναι δυνατό), για να είναι 
� 0

ΑΒ ΑΓΑ 90 λ λ 1= ⇔ ⋅ =− ⇔
y 1 y 5

1
x 3 x 1

− −
⋅ =− ⇔

− −

(µετά τις πράξεις) 
2 2x y 4x 6y 8 0+ − − + =  

 
5ος τρόπος: Ο κύκλος διαµέτρου ΒΓ διέρχεται από το Α 

Επειδή � 0Α 90= ⇔ το Α ανήκει σε κύκλο µε διάµετρο ΒΓ. Το κέντρο του κύκλου 
αυτού είναι το M(2,3) και η ακτίνα του κύκλου είναι 1 1ΒΓ 20 5

2 2
= =  

Εποµένως η εξίσωση του κύκλου είναι 2 2(x 2) (y 3) 5− + − =  και επειδή το σηµείο 
A(x , y) ανήκει στον παραπάνω κύκλο οι συντεταγµένες του θα επαληθεύουν την ίδια 

εξίσωση η οποία µετά τις πράξεις καταλήγει 2 2x y 4x 6y 8 0+ − − + =  
 
Συµπερασµατικά 

Όλοι οι ισοδύναµοι τρόποι χρήσης του δεδοµένου � 0Α 90= οδηγούν στην ίδια 
σχέση. 
 
Τα πράγµατα διαφέρουν φαινοµενικά στη χρήση των δεδοµένων σε προβλήµατα 
Γεωµετρίας. Ουσιαστικά όµως η βάση της λογικής είναι η ίδια. 
Αναφέρουµε µερικά γεωµετρικά παραδείγµατα. 
 
Παράδειγµα 1ο  
∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (β γ)=  και ζητείται να αποδείξουµε κάτι. 
Το ερώτηµα είναι πάλι πως θα χρησιµοποιήσουµε το δεδοµένο β γ= . 
Υπάρχουν διάφοροι ισοδύναµοι τρόποι για να γίνει αυτό. 
 
1ος τρόπος 
Χρησιµοποιούµε β γ=  
 
2ος τρόπος 

�β γ Β Γ= ⇔ =
�  

Μπορούµε δηλαδή αντί να χρησιµοποιήσουµε την ισότητα των πλευρών να 
χρησιµοποιήσουµε την ισότητα των γωνιών 
 
3ος τρόπος 

β γβ γ υ υ= ⇔ =  
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Σελ. 15 

Μπορούµε δηλαδή αντί να χρησιµοποιήσουµε την ισότητα των πλευρών να 
χρησιµοποιήσουµε την ισότητα των αντίστοιχων υψών. 
 
4ος τρόπος 

β γβ γ µ µ= ⇔ =   

Μπορούµε δηλαδή αντί να χρησιµοποιήσουµε την ισότητα των πλευρών να 
χρησιµοποιήσουµε την ισότητα των αντίστοιχων διαµέσων. 
 
5ος τρόπος 
β γ= ⇔ τα µέσα ∆ και Ε των πλευρών ΑΒ και ΑΓ ισαπέχουν από 
τις πλευρές ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα, δηλ. ∆Ζ ΕΗ=  (βλ. διπλανό 
σχήµα) 
Πράγµατι, αν το τρίγωνο είναι ισοσκελές, από την ισότητα των 
τριγώνων Α∆Ζ και ΑΕΗ προκύπτει  ∆Ζ ΕΗ=  και αντίστροφα, αν  
∆Ζ ΕΗ= από τα ίδια τρίγωνα προκύπτει 
Α∆ ΑΕ= ⇒

1 1ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ
2 2

= ⇒ = , δηλαδή η υπόθεση ότι το 
τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές χρησιµοποιείται ισοδύναµα. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ 
Τα µέσα ∆ και Ε των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα απέχουν εξίσου από την ΒΓ. Το 
αντίστροφο όµως δεν ισχύει, αν δηλαδή σε ένα τρίγωνο τα µέσα δύο πλευρών 
απέχουν εξίσου από την 3η πλευρά, δεν προκύπτει ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
Αυτό ισχύει σε κάθε τρίγωνο και όχι µόνο στο ισοσκελές. 
 
Από το διπλανό σχήµα αυτό γίνεται (οπτικά) φανερό χωρίς 
απόδειξη. 
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