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Η εισήγηση αυτή φαίνεται αρχικά να µην έχει απόλυτη σχέση µε τον τίτλο της ηµερίδας 
“ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ”. Επιλέξαµε όµως αυτό το ειδικό µέρος των 
µαθηµατικών, επειδή περισσότερο από κάθε άλλη τάξη, υπάρχει η ανάγκη της 
ακριβολογίας, της αυστηρότητας και των λεπτοµερειών στις Πανελλαδικές εξετάσεις 
και επειδή στα σχολικά βιβλία και τα βοηθήµατα που κυκλοφορούν δε γίνεται ειδική 
µνεία για τα σύµβολα αυτά. Επίσης, είναι συχνό το αίτηµα των µαθητών για τη σωστή 
χρήση των παραπάνω συµβόλων. 
Αρκετά από τα παραδείγµατα που δίνονται στην εισήγηση αυτή, είναι από την ύλη των 
Πανελλαδικών εξετάσεων, δηλαδή της Γ΄ Λυκείου. ∆ίνουµε όµως και παραδείγµατα 
που ανήκουν στην ύλη άλλων τάξεων, αφού όλη η ύλη των προηγούµενων τάξεων είναι 
απαραίτητη για τις εξετάσεις της τελευταίας τάξης. 
 
Ιστορικό: 
Τα σύµβολα ⇒ και ⇔ έκαναν την εµφάνισή τους στα Ελληνικά βιβλία κυρίως τη 

δεκαετία 1970-80. Γύρω στο 2000 καταργήθηκαν από τα σχολικά εγχειρίδια και 
επανεµφανίστηκαν πάλι στο βιβλίο της Α΄ Λυκείου της σχολικής χρονιάς 2010-11. 
Το γεγονός ότι τα σύµβολα αυτά δεν υπήρχαν στα βιβλία και οι λύσεις των ασκήσεων 
γίνονταν πολλές φορές µε τρόπο που δεν εξασφάλιζε τη βεβαιότητα στο λύτη, είναι ένα 
γεγονός εντυπωσιακό. ∆εν µπορούν να εννοηθούν µαθηµατικά χωρίς τη χρήση των 
συµβόλων αυτών και αυτό θα φανεί στα παραδείγµατα που ακολουθούν. 
 

Σηµασία των συµβόλων ⇒ και ⇔ 

Αν p και q είναι δύο προτάσεις (ισότητες, ανισότητες, σχέσεις του περιέχεσθαι κ.λ.π) η 

σχέση  p ⇒ q, δηλώνει ότι από την αλήθεια της πρότασης p µπορούµε µε σωστούς 
συλλογισµούς να καταλήξουµε στην πρόταση q.  
Αυτό διαβάζεται:  
 
Η πρόταση  p συνεπάγεται την πρόταση q, η πιο απλά: p συνεπάγεται q. 
 
Όταν γράφουµε: 
2x 6 x 3= ⇒ = , αυτό σηµαίνει ότι αν ισχύει η σχέση  2x 6= , τότε θα ισχύει 
υποχρεωτικά και η σχέση x 3=  
 

                                                
1 Η όλη ανάπτυξη της παρούσας εισήγησης γίνεται χωρίς τη χρήση της Μαθηµατικής Λογικής και είναι 
προσαρµοσµένη στις γνώσεις των µαθητών 



ΕΠΙΜΟΡΦΩΤΙΚΗ ΗΜΕΡΙ∆Α ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ Ε.Μ.Ε ΛΑΣΗΘΙΟΥ 19-10-2012 
 

Σελ. 2 

Όταν γράφουµε: 
22x 6 4x 36= ⇒ = , αυτό σηµαίνει ότι αν ισχύει η σχέση 2x 6= , τότε θα ισχύει και η 

σχέση 24x 36=  
 
Όταν γράφουµε 24x 36 2x 6= ⇒ =± , αυτό σηµαίνει ότι αν ισχύει η 1η σχέση τότε 
υποχρεωτικά θα είναι  2x 6 ή 2x 6= =−  
 

Όταν γράφουµε p ⇔q, αυτό σηµαίνει p ⇒ q  και  q ⇒ p, δηλαδή από την πρόταση p 

προκύπτει η πρόταση q και από την πρόταση q προκύπτει η πρόταση p. 
Αυτό διαβάζεται:  
 
Η πρόταση  p είναι ισοδύναµη µε την q.  
 
Υπάρχουν και άλλες ισοδύναµες εκφράσεις όπως: 
 
• p  συνεπάγεται q και αντίστροφα 
• Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να ισχύει η p είναι να ισχύει η q 
• Για να ισχύει η p πρέπει και αρκεί να ισχύει η q 
• p αν και µόνον αν q 
• p τότε και µόνον τότε αν q 
• p ανν q (το ανν µε δύο ν) 

 
Στον παρακάτω πίνακα δείχνουµε µερικές περιπτώσεις συνεπαγωγών και ισοδυναµιών 
στο σύνολο R των πραγµατικών. 
 
Από την Άλγεβρα 
Ισότητες (α,β,γ,δ∈� ) 
• α β α γ β γ= ⇔ + = +  

• α β α γ β γ, γ 0= ⇔ ⋅ = ⋅ ≠  

• (α β και γ δ) (α γ β δ)= = ⇒ + = + . Η ισοδυναµία δεν ισχύει 
• (α β και γ δ) (α γ β δ)= = ⇒ ⋅ = ⋅ . Η ισοδυναµία δεν ισχύει 
• 

1 1α β , α β 0α β= ⇔ = ⋅ ≠   

• Αν  ν = περιττός,  τότε ν να β α β= ⇔ =   
 
Μια πολύ χρήσιµη πρόταση είναι η παρακάτω: 
Αν 2 2α β α β= ⇒ =  

Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει. Αν δηλαδή 2 2α β α β= ⇒/ =   

Αυτό που ισχύει είναι ότι: Αν 2 2α β τότε α β ή α β= = =−   

Ειδικότερα, η εξίσωση 2 2A (x) B (x)=  είναι ισοδύναµη µε το ζεύγος των εξισώσεων 
A(x) B(x) και Α(x) B(x)= =−   
Αν όµως α, β οµόσηµοι µε την ευρεία έννοια, (δηλαδή α,β 0≥  ή α,β 0≤ ), τότε: 

2 2α β α β= ⇔ =  και γενικότερα 2ν 2να β α β= ⇔ = , *ν∈�  
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Θα χρησιµοποιήσουµε την πρόταση αυτή στη λύση άρρητων εξισώσεων 
 
• 2 2α β α β= ⇔ =  χωρίς περιορισµούς για τα α και β 

• Αν α β α β= ⇒ = . Η ισοδυναµία δεν ισχύει. Το ίδιο συµπέρασµα ισχύει και 
στους µιγαδικούς, αν δηλ. 1 2z ,z ∈� , τότε 1 2 1 2z z z z= ⇒ = , ενώ δεν ισχύει η 

ισοδυναµία 

• ν να β 0 α β= ≥ ⇔ =  

• Αν α 0,τότε> : x yx y α α= ⇔ =  και ειδικότερα x yx y e e= ⇔ =  

• α β 0 logα logβ= > ⇔ =  

• α β 0 lnα lnβ= > ⇔ =  
 
Ανισότητες: 
• α β α γ β γ> ⇔ + > +  

• Αν γ 0> , τότε α β α γ β γ> ⇔ ⋅ > ⋅  

• Αν γ 0< , τότε α β α γ β γ> ⇔ ⋅ < ⋅   

• Αν 1 1α,β 0 ή α,β 0 τότε α β α β> < > ⇔ <  

• Αν α,β 0> , τότε ν να β α β> ⇔ >   

• Αν x θ θ x θ< ⇔− < < , θ 0>  

• Αν x θ θ x θ≤ ⇔− ≤ ≤ , θ 0>  

• Αν x θ (x θ ή x θ)> ⇔ <− > , θ 0>  

• Αν x θ (x θ ή x θ)≥ ⇔ ≤− ≥ , θ 0>  

• Αν α,β 0> , τότε α β logα logβ> ⇔ >  

• Αν α,β 0> , τότε α β ln α lnβ> ⇔ >  
 
Από την Τριγωνοµετρία 
• α β ηµα ηµβ= ⇒ =  

Ειδικότερα, αν π πα,β [ , ]
2 2

∈ − , τότε ισχύει η ισοδυναµία: α β ηµα ηµβ= ⇔ =  

• α β συνα συνβ= ⇒ =  
Ειδικότερα, αν α,β [0,π]∈ , τότε ισχύει η ισοδυναµία: α β συνα συνβ= ⇔ =  
 

• α β εφα εφβ= ⇒ =  

Ειδικότερα, αν π πα,β ( , )
2 2

∈ − , τότε ισχύει η ισοδυναµία: α β εφα εφβ= ⇔ =  

• α β σφα σφβ= ⇒ =  
Ειδικότερα, αν α,β (0,π)∈ , τότε ισχύει η ισοδυναµία: α β σφα σφβ= ⇔ =  

 
Από την Ανάλυση: 
• Αν f τυχαία συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α,  1 2x , x A∈ και 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )= ⇒ = . Η ισοδυναµία ισχύει µόνο όταν η f είναι 1:1 
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• Αν η συνάρτηση f είναι γν. αύξουσα στο διάστηµα ∆ και 1 2x ,x ∆∈ , τότε 
1 2 1 2x x f (x ) f (x )< ⇔ <  

Αν είναι γν. φθίνουσα, τότε 1 2 1 2x x f (x ) f (x )< ⇔ >  

Βέβαια, για την απόδειξη της οποιασδήποτε µονοτονίας, ο ορισµός απαιτεί να 
ισχύει η συνεπαγωγή 

 
• Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο διάστηµα ∆ και α,β ∆∈ , τότε 

f (x) g(x) για κάθε x [α,β]= ∈  ⇒ 
β β

α α
f (x)dx g(x)dx=∫ ∫  

Η ισοδυναµία δεν ισχύει 
 
 
Οι παραπάνω συνεπαγωγές και ισοδυναµίες είναι γνωστές. Το ερώτηµα που πρέπει να 

απαντήσουµε είναι πότε πρέπει να χρησιµοποιείται το σύµβολο ⇒ και πότε το ⇔. 

Αν αντί να χρησιµοποιήσουµε το ⇔ χρησιµοποιήσουµε το ⇒, η απόδειξη είναι 
ελλιπής, επειδή έχουµε αποδείξει µόνο το ένα µέρος της άσκησης (δεν αποδείξαµε το 
αντίστροφο).  

Αν πάλι αντί του ⇒ χρησιµοποιήσουµε το ⇔, εφόσον αυτό είναι σωστό, δεν έχουµε 
κάνει κάποιο λάθος, απλά αποδείξαµε κάτι περισσότερο από αυτό που ζητούσε η 
άσκηση (αποδείξαµε και το αντίστροφο της πρότασης). 
Αν πάλι το ⇔ δεν ισχύει, τότε χωρίς κανένα λόγο έχουµε κάνει λάθος στην απόδειξη. 

 
∆είχνουµε σε ποιες περιπτώσεις πρέπει να χρησιµοποιείται κάθε σύµβολο. 
 

Χρήση του συµβόλου ⇒ 

Η χρήση του συµβόλου αυτού χρησιµοποιείται σε κάθε περίπτωση κατά την οποία 
δίνονται µία ή περισσότερες προτάσεις και ζητείται να αποδειχθεί µια νέα πρόταση. Η 
πρόταση δηλαδή που πρέπει να αποδείξουµε είναι της µορφής:  
 
Αν ισχύουν οι προτάσεις 1 2 νp ,p , ...,p να αποδείξετε ότι ισχύει και η πρόταση q 

Εδώ το µόνο σύµβολο που χρειάζεται είναι η ⇒ 

 
Παράδειγµα 1ο 
Αν α,β,γ,δ∈�  και 2 2 2 2α β 1, x y 1+ = + = , να αποδειχθεί ότι 1 αx βy 1− ≤ + ≤  
 
Απόδειξη 
Το µόνο σύµβολο που θα χρειαστούµε µεταξύ των σχέσεων που θα χρησιµοποιήσουµε 
είναι το ⇒ 

2 2
2 2 2 2

2 2

α β 1
(α β )(x y ) 1

x y 1

+ = ⇒ + + =
+ = 

⇒
2 2 2 2 2 2 2 2α x α y β x β y 1+ + + = ⇒

2 2 2 2 2 2 2 2(α x β y 2αβxy) (α y β x 2αβxy) 1+ + + + − = ⇒
2 2(αx βy) (αy βx) 1+ + − = ⇒ 

2 2(αx βy) 1 (αy βx) 1+ = − − ≤ ⇒ αx βy 1+ ≤ ⇒ 1 αx βy 1− ≤ + ≤  
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Παράδειγµα 2ο  
Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τις διχοτόµους των εσωτερικών γωνιών Β και Γ που 

τέµνονται στο ∆. Αν � oΑ 60= , να αποδειχθεί ότι � οΒ∆Γ 120=  
 
Απόδειξη 

Πάλι θα χρησιµοποιήσουµε µόνο το σύµβολο ⇒ 

Είναι: 
� � �

�

� �
ο

ο

ο

Α Β Γ 180
Β Γ 120

Α 60

−

+ + = ⇒ + =
= 

⇒

� �
οΒ Γ

60
2 2
+ =

⇒
� � ο

1 1Β Γ 60+ =      (1) 

και επειδή στο τρίγωνο Β∆Γ είναι 
� � � ο

1 1Β Γ ∆ 180+ + =
�

(1)
ο∆ 120⇒ =  

Εδώ το σύµβολο 
(1)

⇒ έχει την έννοια ότι από τις δύο 

σχέσεις � � � ο

1 1Β Γ ∆ 180+ + =  και (1) προκύπτει η 

τελική ισότητα � ο∆ 120=  
 
 
 

Χρήση του συµβόλου ⇔ στη λύση εξισώσεων, ανισώσεων και 
συστηµάτων 
 
Η πιο συνηθισµένη περίπτωση χρήσης του συµβόλου ⇔ είναι στη λύση των 
εξισώσεων, ανισώσεων και συστηµάτων.  
 

Και για τις τρεις αυτές περιπτώσεις είναι απαραίτητη η χρήση του συµβόλου⇔. 

Το σύµβολο ⇒ δεν αρκεί όπως δείχνουµε στα παραδείγµατα που ακολουθούν.  
 
 
Λύση εξισώσεων 
 
Η λύση των εξισώσεων στηρίζεται στην αναγωγή των εξισώσεων σε άλλες 
ισοδύναµες, αλλά απλούστερες, από τις οποίες µπορούµε να προσδιορίσουµε τον 
άγνωστο.  
(Ισοδύναµες λέγονται δύο εξισώσεις όταν έχουν τις ίδιες ρίζες) 
 
Η όλη διαδικασία φαίνεται στα παρακάτω παραδείγµατα. Εστιάσαµε το µεγαλύτερο 
µέρος της εργασίας αυτής στη λύση των εξισώσεων επειδή παρουσιάζονται πιο συχνά 
και είναι η βάση και για τη λύση των συστηµάτων και όλων γενικά των σχέσεων.  
 
 
 
 

Β Γ

Α

∆

1 1
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Παράδειγµα 1ο 

Να λυθεί η εξίσωση: 
2x 3 x 1

4
3 2
+ −

+ =      (1) 

 
Λύση 
Αν ισχύει η (1) τότε θα ισχύουν και οι παρακάτω σχέσεις  
 
2(2x 3) 3(x 1) 24+ + − =   (απαλείψαµε τους παρονοµαστές)  (2) 
4x 6 3x 3 24+ + − =   (εκτελέσαµε τους πολ/µούς)   (3) 
7x 3 24+ =    (αναγωγές)     (4) 
7x 21=    (µεταφορά)     (5) 
x 3=     (διαίρεση δια 7)    (6) 
 
Η όλη διαδικασία έγινε µε σκοπό από την αρχική εξίσωση να καταλήξουµε σε 
απλούστερη εξίσωση από την οποία να προσδιορίσουµε τον άγνωστο x. 
 
Με µαθηµατικούς συµβολισµούς θα λέγαµε ότι: 

(1) ⇒ (2) 

(2) ⇒ (3) 

(3) ⇒ (4) 

(4) ⇒ (5) 

(5) ⇒ (6) 

 
Η διαδικασία αυτή µας λέγει µε άλλα λόγια ότι αν ισχύει η (1), τότε θα ισχύει και η (6), 
δηλαδή δεν υπάρχει άλλη δυνατότητα για τον x. Αυτό όµως δεν εξασφαλίζει ότι η τιµή 
x = 3 θα επαληθεύει την αρχική εξίσωση, ότι δηλαδή αν ισχύει η (6), τότε θα ισχύει και 
η (1). 
Για να εξασφαλίσουµε ότι η τιµή x = 3 επαληθεύει την (1), πρέπει να δούµε αν από τη 

σχέση (6) προκύπτει η (1), αν δηλαδή (6) ⇒ (1) 

Στη συγκεκριµένη περίπτωση αυτό είναι δυνατό, επειδή όλες οι πράξεις για να 
καταλήξουµε από την (1) στην (6) είναι αντιστρεπτές, µπορούµε δηλαδή να γράψουµε: 

(6) ⇒ (5) 

(5) ⇒ (4) 

(4) ⇒ (3) 

(3) ⇒ (2) 

(2) ⇒ (1) 

Η παραπάνω λογική αποδεικνύει ότι για τη λύση της εξίσωσης δεν αρκούν οι 
συνεπαγωγές αλλά χρειάζονται ισοδυναµίες, δηλαδή η πλήρης λύση της εξίσωσης 
είναι: 

(1) ⇔(2) 

(2) ⇔ (3) 

(3) ⇔ (4) 
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(4) ⇔ (5) 

(5) ⇔ (6) 

 
Παράδειγµα 2ο 
Λύση της εξίσωσης: 2x 6=        (1) 
 

24x 36=   (Υψώσαµε τα µέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο)  (2) 
2x 9=           (3) 

x 3=±          (4) 
 
Στην παραπάνω διαδικασία δεν έχει γίνει κάποιο λάθος. Το συµπέρασµα στο οποίο 
καταλήξαµε είναι ότι αν ισχύει η (1) τότε υποχρεωτικά θα ισχύει και η (4), δηλαδή, αν 
2x 6= , τότε θα είναι x 3 ή x 3= =− , δηλαδή δεν υπάρχει άλλη τιµή του x που να 
επαληθεύει την (1). 
 
Αυτή η διαδικασία δεν εξασφαλίζει ότι κάποια από τις τιµές x που βρήκαµε  επαληθεύει 
την (1), δηλαδή δεν µπορούµε να συµπεράνουµε ότι (4) ⇒ (1). Έτσι η επαλήθευση 

είναι ΥΠΟΧΡΕΩΤΙΚΗ 
Αυτό έγινε επειδή από τη σχέση (1) προκύπτει η (2), αλλά από τη σχέση (2) δεν 
προκύπτει η σχέση (1), δηλαδή (1) ⇒ (2), αλλά (2) � (1) όπως αναφέρουµε στη 

χρήσιµη πρόταση.  
Με επαλήθευση βρίσκουµε ότι η τιµή x = 3 επαληθεύει την εξίσωση και είναι δεκτή, 
ενώ η τιµή x = -3 δεν επαληθεύει την εξίσωση και απορρίπτεται. Έτσι µοναδική ρίζα 
της εξίσωσης είναι η x = 3 
 
 
Λύση άρρητων εξισώσεων (εξισώσεων που περιέχουν µέσα στις ρίζες τον άγνωστο) 
 
Παράδειγµα 3ο  
Λύση της εξίσωσης 3x 1 x 1+ = +      (1) 
 

Πρέπει 1
3x 1 0 x

3
+ ≥ ⇔ ≥−        (π) 

για να έχει νόηµα το ριζικό (για την ανάγκη των ισοδυναµιών στη λύση των ανισώσεων 
θα αναφερθούµε παρακάτω). 
Αυτός είναι ένας περιορισµός ύπαρξης και δε σχετίζεται µε περιορισµούς που 
προκύπτουν από τη διαδικασία της λύσης. 
 
Υψώνουµε τα µέλη της (1) στο τετράγωνο. 

(1) ⇒ 23x 1 (x 1)+ = +        (2) 

(2) ⇒ 23x 1 x 2x 1+ = + +        (3) 

(3) ⇒ 2x x 0− =         (4) 

(4) ⇒ x(x 1) 0− =         (5) 

(5) ⇒ (x 0 ή x 1)= =        (6) 
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Σελ. 8 

Οι συνεπαγωγές στην παραπάνω διαδικασία για να φτάσουµε από την (1) στην (6) δεν 
εξασφαλίζουν ότι κάποια από τις δύο ρίζες που βρήκαµε επαληθεύει την (1). 

Αναγκαστήκαµε να χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο ⇒ στην (1) ⇒ (2) λόγω της 
χρήσιµης πρότασης. Για το λόγο αυτό χρειάζεται οπωσδήποτε επαλήθευση. 
Με επαλήθευση βρίσκουµε ότι και οι δύο τιµές του x είναι δεκτές (επαληθεύουν και 
τον περιορισµό (π) ) 
 
Τη λογική αυτή της επαλήθευσης υιοθετεί και το σχολικό βιβλίο στη λύση των 
άρρητων εξισώσεων. Στο 5ο παράδειγµα θα φανεί ότι η λύση αυτή µε την επαλήθευση 
δεν είναι πάντοτε η ευκολότερη. 
 
Παράδειγµα 4ο  
Λύση της εξίσωσης 3x 1 x 1+ = −      (1) 
 

Πρέπει πάλι 1
3x 1 0 x

3
+ ≥ ⇔ ≥−       (π) 

(1) ⇒ 23x 1 (x 1)+ = −        (2) 

(2) ⇒ 23x 1 x 2x 1+ = − +        (3) 

(3) ⇒ 2x 5x 0− =         (4) 

(4) ⇒ x(x 5) 0− =         (5) 

(5) ⇒ (x 0 ή x 5)= =        (6) 

 
Από τις τιµές αυτές µόνο η x = 5 είναι δεκτή, ενώ η τιµή x = 0 µε επαλήθευση οδηγεί 
στη λάθος σχέση 1 1=−  και απορρίπτεται. 
 
Τα παρακάτω παραδείγµατα τα λύνουµε µε χρήση του συµβόλου ⇔ 

 
Παράδειγµα 5ο  
Λύση της εξίσωσης 2x 1 x 2 3+ + + =      (1) 
 
Πρέπει αρχικά  

1
2x 1 0 x

2
+ ≥ ⇔ ≥−         (π1) 

x 2 0 x 2+ ≥ ⇔ ≥−         (π2) 

Οι περιορισµοί (π1) και (π2) συναληθεύουν όταν 1
x

2
≥−    (π3) 

[Καλό είναι όταν υπάρχουν περισσότεροι του ενός περιορισµοί να βρίσκουµε που 
συναληθεύουν. Αν οι περιορισµοί δε συναληθεύουν, η εξίσωση είναι αδύνατη και η 
λύση σταµατά] 
Με τον περιορισµό (π3), επειδή τα δύο µέλη της (1) είναι µη άρνητικά  έχουµε: 
(1) ⇔ 2( 2x 1 x 2) 9+ + + =  ⇔ 2x 1 x 2 2 (2x 1)(x 2) 9+ + + + + + = ⇔  

22 2x 5x 2 6 3x+ + = −        (2)  
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Σελ. 9 

Για να υψώσουµε στο τετράγωνο και να βρούµε ισοδύναµη εξίσωση πρέπει να µπει 
νέος περιορισµός που να εξασφαλίζει ότι τα δύο µέλη είναι οµόσηµα µε την ευρεία 
έννοια. Επειδή το 1ο µέλος είναι 0≥ , πρέπει και το 2ο µέλος να είναι 0≥ , δηλαδή 

6 3x 0− ≥ ⇔ x 2≤         (π4) 

Οι περιορισµοί (π3) και (π4) συναληθεύουν όταν 1
x 2

2
− ≤ ≤   (π5) 

Με τον περιορισµό (π5), η (2) ⇔ 2 2 2(2 2x 5x 2) (6 3x)+ + = − ⇔ 
2 24(2x 5x 2) 36 36x 9x+ + = − + ⇔ 2x 56x 28 0− + =  

Από τη λύση της τελευταίας βρίσκουµε 1,2x 28 756= ±  

Είναι: 27 756 28< < , εποµένως η τιµή 1x 28 756 2= + > δεν επαληθεύει τον 
περιορισµό (π5) και απορρίπτεται. 
Η τιµή 2x 28 756 (0,1)= − ∈ , δηλαδή επαληθεύει τον περιορισµό (π5) και είναι 
δεκτή. 
 
Η επαλήθευση εδώ είναι πολύ δυσκολότερη από τη λύση. Αυτό καταδεικνύει την 
ανάγκη χρήσης των περιορισµών. 
 
Παράδειγµα 6ο  
Λύση της εξίσωσης 3 7x 1 x 1+ = +      (1) 
 

Πρέπει 1
7x 1 0 x

7
+ ≥ ⇔ ≥−       (π1) 

[Για το σχολικό βιβλίο, εποµένως και για όλα τα σχολικά βοηθήµατα η ν α ορίζεται 
µόνον όταν α 0≥  και όταν το ν είναι περιττός. Ο ορισµός αυτός της νιοστής ρίζας δεν 
υιοθετείται από τα ξένα βιβλία]  
 

Με τον περιορισµό  (π1)  η  (1)  ⇔  3 33( 7x 1) (x 1)+ = +    (2) 

 
[Τονίζουµε ότι η σχέση α β=  είναι ισοδύναµη µε την ν να β=  όταν το ν είναι περιττός 
και για το λόγο αυτό δε χρειάζεται πρόσθετος περιορισµός] 
(2) ⇔ 3 27x 1 x 3x 3x 1+ = + + +  ⇔ 3 2x 3x 4x 0+ − =  ⇔ 2x(x 3x 4) 0+ − =  ⇔ 

(x 0 ή x 1 ή x 4)= = =−  
Από τις τιµές αυτές οι x 0 και x 1= =  επαληθεύουν τον περιορισµό και είναι δεκτές, 
ενώ η τιµή x 4=− απορρίπτεται.  
 
Παράδειγµα 7ο 

Λύση της εξίσωσης 3 23 x x 2x 4 x 1+ + + = +     (1) 
 
Πρέπει πάλι: 3 2x x 2x 4 0+ + + ≥       (π1) 
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Σελ. 10 

Ο περιορισµός αυτός δεν είναι απαραίτητο να λυθεί ως προς x. Άλλωστε αυτό δεν 
µπορεί να γίνει µε τις γνώσεις των µαθηµατικών του Λυκείου. Μπορούµε όµως να 
δούµε αν οι τιµές του x που θα βρούµε επαληθεύουν τον (π1) χωρίς να τον λύσουµε. 
 

Η (1) ⇔ 3 2 3 33( x x 2x 4) (x 1)+ + + = +  ⇔  3 2 3 2x x 2x 4 x 3x 3x 1+ + + = + + + ⇔ 

22x x 3 0+ − = ⇔ 
3

(x 1 ή x )
2

= =−  

Από τις τιµές αυτές η x 1=  επαληθεύει τον (π1) και είναι δεκτή, ενώ η τιµή 
3

x
2

=−  

δεν επαληθεύει τον (π1) και απορρίπτεται.  
 
Παράδειγµα 8ο 
Λύση της εξίσωσης x 21 2x 28 1+ = + −     (1) 
 
Πρέπει x 21 0 x 21+ ≥ ⇔ ≥−  
και 2x 28 0 x 14+ ≥ ⇔ ≥−  
 
Οι δύο περιορισµοί συναληθεύουν όταν x 14≥−     (π1) 
 
Η επόµενη πράξη θα ήταν λογικά να υψώσουµε την (1) στο τετράγωνο. Κάτι τέτοιο 
όµως  θα απαιτούσε τον πρόσθετο περιορισµό να είναι τα µέλη της (1) οµόσηµα, 

δηλαδή 2x 28 1 0+ − ≥ .  
Για να αποφύγουµε τον περιορισµό αυτό γράφουµε την εξίσωση µε τη µορφή 

x 21 1 2x 28+ + = +         (2) 
ώστε και τα δύο µέλη της να είναι 0≥ . Τώρα µπορούµε να υψώσουµε στο τετράγωνο 

χρησιµοποιώντας το σύµβολο ⇔ 

Η (2) ⇔ 2 2( x 21 1) ( 2x 28)+ + = + ⇔ x 21 1 2 x 21 2x 28+ + + + = + ⇔ 

2 x 21 x 6+ = +         (3) 
Πριν υψώσουµε στο τετράγωνο χρειάζεται ο περιορισµός να είναι τα µέλη της (3) 
οµόσηµα, και επειδή το 1ο µέλος είναι 0≥ , πρέπει και το 2ο µέλος να είναι 0≥ , 

δηλαδή x 6 0+ ≥  ⇔ x 6≥−        (π2) 

Οι περιορισµοί (π1) και (π2) συναληθεύουν όταν x 6≥−    (π2) 

Με τον τελευταίο περιορισµό, η (3) ⇔ 2 2(2 x 21) (x 6)+ = + ⇔ 
24(x 21) x 12x 36+ = + + ⇔ 2x 8x 48 0+ − = ⇔ (x 4 ή x 12)= =−  

Από τις δύο τιµές που βρήκαµε, µόνον η x 4= επαληθεύει τον περιορισµό (π2) και είναι 
δεκτή, ενώ η τιµή x 12=−  δεν επαληθεύει τον περιορισµό και απορρίπτεται (η τιµή 

αυτή επαληθεύει τη σχέση 2 x 21 (x 6)+ =− +  ) 
 
∆ίνουµε ακόµη ένα παράδειγµα λύσης άρρητης εξίσωσης 
 
Παράδειγµα 9ο  
Λύση της εξίσωσης x 1 x 11 x 10 x 6+ − − = + − −   (1) 
 



Νικ. Ιωσηφίδης: Η ΣΩΣΤΗ ΧΡΗΣΗ ΤΩΝ ΣΥΜΒΟΛΩΝ ⇒ ΚΑΙ ⇔ 

Σελ. 11 

Πρέπει:  
x 1 0 x 1+ ≥ ⇔ ≥−  
x 11 0 x 11− ≥ ⇔ ≥  
x 10 0 x 10+ ≥ ⇔ ≥−  
x 6 0 x 6− ≥ ⇔ ≥  
Οι 4 περιορισµοί συναληθεύουν όταν x 11≥     (π1) 
 
Για να υψώσουµε τώρα στο τετράγωνο χρειάζονται πρόσθετοι περιορισµοί και πιο 
συγκεκριµένα ότι τα δύο µέλη της (1) είναι οµόσηµα, δηλαδή 

( x 1 x 11)( x 10 x 6) 0+ − − + − − ≥  
Για να αποφύγουµε τον περιορισµό αυτό (που δεν είναι απαραίτητο να τον λύσουµε), 
γράφουµε την εξίσωση µε τη µορφή: 

x 1 x 6 x 10 x 11+ + − = + + −      (2) 
οπότε τα µέλη της είναι οµόσηµα ( 0≥ ) και µπορούµε να υψώσουµε στο τετράγωνο µε 
ισοδυναµίες. 
Η (2) ⇔ 2 2( x 1 x 6) ( x 10 x 11)+ + − = + + − ⇔ 

x 1 x 6 2 (x 1)(x 6) x 10 x 11 2 (x 10)(x 11)+ + − + + − = + + − + + −  ⇔ 

2 2x 5x 6 x x 110 2− − − − − =       (3) 
 
Η ύψωση της (3) στο τετράγωνο θα οδηγούσε σε αρκετές πράξεις και επιπλέον θα 

απαιτούσε νέο περιορισµό 2 2x 5x 6 x x 110 0− − − − − ≥ . Γι αυτό γράφουµε την (3) 
µε τη µορφή  

2 2x 5x 6 x x 110 2− − = − − +        (4) 
οπότε δε χρειάζονται περιορισµοί για να υψώσουµε στο τετράγωνο και οι πράξεις είναι 
λιγότερες (τους περιορισµούς για τα υπόρριζα τους έχουµε ήδη πάρει) 
Η (4) ⇔ 2 2 2 2( x 5x 6) ( x x 110 2)− − = − − + ⇔ 

2 2 2x 5x 6 x x 110 4 4 x x 110− − = − − + + − − ⇔ 2x x 110 25 x− − = −  (5) 

Πρέπει 25 x 0 x 25− ≥ ⇔ ≤        (π2) 
Οι περιορισµοί (π1) και (π2) συναληθεύουν όταν 11 x 25≤ ≤   (π3) 

Η (5) ⇔ 2 2 2( x x 110) (25 x)− − = − ⇔ 2 2x x 110 625 50x x− − = − + ⇔ x 15=  

Η τιµή αυτή επαληθεύει τον τελευταίο περιορισµό (π3) και είναι δεκτή. 
 
Παράδειγµα 10ο 
Λύση της εξίσωσης ν(1 i) 8i+ = − , ν∈�      (1) 

Η (1) ⇒ ν(1 i) 8i+ = −        (2) 

∆εν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο ⇔ όπως έχουµε αναφέρει. Για το 

λόγο αυτό θα χρειαστεί οπωσδήποτε επαλήθευση. Στη συνέχεια της λύσης όλες οι ⇔ 

είναι σωστές, αλλά δεν έχει νόηµα να τις χρησιµοποιήσουµε, αφού έτσι ή αλλιώς η 
τελική σχέση δεν θα είναι ισοδύναµη µε την αρχική. 

(2) ⇒ 
ν

1 i 8+ = ⇒ ν( 2) 8=  ⇒ 
ν

322 2= ⇒ 
ν

3
2
= ⇒ ν 6=  
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Σελ. 12 

Επαλήθευση 
Για ν = 6 έχουµε 6 2 3 2 3(1 i) [(1 i) ] (1 2i i )+ = + = + + 3 3(2i) 8i 8i= = = − , δηλαδή η αρχική 
εξίσωση αληθεύει και η τιµή ν 6= είναι δεκτή. 
 
Παράδειγµα 11ο 
Λύση της εξίσωσης ν(1 i) 8+ = , ν∈�  
 
Εργαζόµενοι όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, βρίσκουµε ν 6=  
Η τιµή όµως αυτή δεν επαληθεύει την εξίσωση και απορρίπτεται. Έτσι η εξίσωση είναι 
αδύνατη. 
 
Σηµαντική παρατήρηση 
Οι ισοδυναµίες στη λύση των εξισώσεων είναι απαραίτητες σε κάθε είδος 
εξισώσεων, είτε είναι αλγεβρικές εξισώσεις στο �, είτε στο �, είτε είναι 
διαφορικές εξισώσεις, είτε οποιασδήποτε άλλης µορφής (εξισώσεις πολυωνύµων, 
διανυσµάτων, πινάκων κ.λ.π).  
Οι συνεπαγωγές δεν αρκούν και όταν ακόµη βρούµε µια µόνο τιµή. Και αυτή ίσως 
να απορρίπτεται και η εξίσωση να είναι αδύνατη. 
 
Για τις εξισώσεις του 2ου βαθµού, στη θεωρία αποδεικνύεται ότι οι ρίζες που 
βρίσκονται µε τον γνωστό τύπο επαληθεύουν την εξίσωση και για τον λόγο αυτό δεν 
κάνουµε επαλήθευση. 
 
 
Λύση ανισώσεων 
 
Η λύση των ανισώσεων ακολουθεί τους ίδιους κανόνες µε τις εξισώσεις. Για το λόγο 
αυτό για τη λύση των ανισώσεων οι ισοδυναµίες είναι απαραίτητες. 
Ειδικά η λύση των άρρητων ανισώσεων (ανισώσεις που περιέχουν ρίζα µε άγνωστο) 
παρουσιάζουν µεγαλύτερες δυσκολίες.  
 
Η λύση των άρρητων ανισώσεων στηρίζεται στις εξής ιδιότητες των ανισοτήτων 
 
• Αν ν ν *α,β 0 τότε α β α β , ν≥ > ⇔ > ∈�  

• Αν * ν να,β 0, ν και ν άρτιος, τότε α β α β�≤ ∈ = > ⇔ <  
 
• Αν ν=περιττός *

∈� τότε ν να β α β> ⇔ > χωρίς περιορισµό για τα α και β  
 
• 2 2α β α β< ⇔ <  που µε τη σειρά της οδηγεί στη λύση του συστήµατος 

β α β− < <  

 
 
Λύση συστηµάτων 
 
Ισοδύναµα λέγονται δύο συστήµατα όταν έχουν τις ίδιες λύσεις, επαληθεύονται 
δηλαδή από τις ίδιες τιµές των αγνώστων. 
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Σελ. 13 

Για τους ίδιους λόγους που αναφέραµε στις εξισώσεις, για τη λύση των συστηµάτων 
απαραίτητη είναι η χρήση των ισοδυναµιών. Εδώ όµως υπάρχει µια πρόσθετη 
δυσκολία:  
 
Ποια συστήµατα είναι ισοδύναµα και πως από ένα σύστηµα οδηγούµαστε σε ένα 
άλλο ισοδύναµο; 
 
Με µια πρώτη µατιά, η λύση των συστηµάτων φαίνεται να στηρίζεται στις 
συνεπαγωγές και όχι στις ισοδυναµίες (προσθέτουµε δύο εξισώσεις για να βρούµε µια 
νέα, ή αντικαθιστούµε την τιµή ενός αγνώστου σε µια άλλη εξίσωση ή συνδυάζουµε 
περισσότερες εξισώσεις κ.λ.π). Ο τρόπος λύσης τους προβληµατίζει πολλούς µαθητές 
για την ορθότητά του.  
 
Η λύση των συστηµάτων στηρίζεται στην εξής πολύ βασική  
 
Πρόταση 
Αν Α και Β είναι δύο παραστάσεις των αγνώστων, το σύστηµα των δύο εξισώσεων 
Α 0

Β 0

 =

 =

  είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα 
Α 0

λΑ µΒ 0, µ 0

 =

 + = ≠

   

 
Το 2ο σύστηµα δηλαδή προκύπτει αντικαθιστώντας τη µία από τις δύο εξισώσεις µε ένα 
γραµµικό συνδυασµό των δύο εξισώσεων. Η µέθοδος αυτή λέγεται µέθοδος του 
γραµµικού συνδυασµού ή µέθοδος των αντίθετων συντελεστών. 
Η πρόταση αυτή δεν ισχύει µόνο για τα γραµµικά συστήµατα, ισχύει για κάθε σύστηµα 
δύο εξισώσεων. 
 
Η ισοδυναµία των δύο συστηµάτων είναι προφανής (κάθε λύση του 1ου είναι και λύση 
του 2ου και κάθε λύση του 2ου είναι και λύση του 1ου) 
 
Για τη λύση συστηµάτων περισσοτέρων των δύο εξισώσεων εφαρµόζουµε την 
παραπάνω πρόταση περισσότερες φορές, δηλαδή αντικαθιστούµε ένα ζεύγος 
εξισώσεων µε ένα άλλο ζεύγος  που είναι απλούστερο από το προηγούµενο. Στο σηµείο 
αυτό υπάρχει η µεγαλύτερη σύγχυση που παρατηρούµε στους µαθητές, δηλαδή χάνουν 
τον έλεγχο στην επιλογή των εξισώσεων που πρέπει να πάρουν ώστε να έχουν ένα 
ισοδύναµο σύστηµα. 
Η παραπάνω ισοδυναµία εξασφαλίζει ότι το τελικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το 
αρχικό. 
 
∆είχνουµε δύο παραδείγµατα λύσης συστηµάτων 
 
Παράδειγµα 1ο 

Λύση του συστήµατος  1

2x y ω 3 (1)

(Σ ) x 2y ω 8 (2)

3x 2y 3ω 16 (3)

− + = + + = + + =
 

 
Για καλύτερη κατανόηση  των όσων γράφουµε παρακάτω, γράφουµε  το σύστηµα µε τη 
µορφή 
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Σελ. 14 

2x y ω 3 0

x 2y ω 8 0

3x 2y 3ω 16 0

− + − = + + − = + + − =
    ή   

Α 0

Β 0

Γ 0

= = =
 

 
Μεταξύ των εξισώσεων (1) και (2) απαλείφουµε έναν άγνωστο, π.χ τον x µε τη µέθοδο 
των αντίθετων συντελεστών. Πολ/ζουµε την (2) επί -2 και την προσθέτουµε στην (1). 
Βρίσκουµε:  5y ω 13 0 5y ω 13− − + = ⇔ + =  

Το σύστηµα (Σ1) τώρα ισοδυναµεί µε το 2

2x y ω 3 (1)

(Σ ) 5y ω 13 (4)

3x 2y 3ω 16 (3)

− + = + = + + =
 

Αντικαταστήσαµε δηλαδή το σύστηµα 
Α 0

Β 0

= =     των δύο πρώτων εξισώσεων µε το 

ισοδύναµο σύστηµα  
Α 0

Α 2Β 0

= − =  

 
Μεταξύ των εξισώσεων (1) και (3) απαλείφουµε τον ίδιο άγνωστο x. Πολ/ζουµε την                 
(1) επί  -3 και την (3) επί  2  και προσθέτουµε κατά µέλη.  
Βρίσκουµε:  7y 3ω 23+ =  
Το σύστηµα (Σ2) τώρα ισοδυναµεί µε το 

3

2x y ω 3 (1)

(Σ ) 5y ω 13 (4)

7y 3ω 23 (5)

− + = + = + =
 

Αντικαταστήσαµε δηλαδή το σύστηµα  
Α 0

Γ 0

= =   µε το ισοδύναµο  
Α 0

3Α 2Γ 0

=− + =  

 
Μεταξύ των εξισώσεων (4) και (5) απαλείφουµε τον y. Πολ/ζουµε την (4) επί  7  και 
την (5) επί  -5 και προσθέτουµε κατά µέλη. 
Βρίσκουµε:  8ω 24 ω 3− =− ⇔ =  

Το σύστηµα τώρα (Σ3) ισοδυναµεί µε το 4

2x y ω 3 (1)

(Σ ) 5y ω 13 (4)

ω 3 (6)

− + = + = =
 

Αντικαθιστούµε το ω από την (6) στην (4). Βρίσκουµε 5y 10 y 2= ⇔ =  

Η αντικατάσταση αυτή δικαιολογείται ως αντικατάσταση του συστήµατος ∆ 0

Ε 0

 =

 =

  των 

(4) και (6)  από το ισοδύναµο σύστηµα 
∆ Ε 0

Ε 0

 − =

 =

  

Έτσι το σύστηµα (Σ4) ισοδυναµεί µε το 5

2x y ω 3 (1)

(Σ ) y 2 (7)

ω 3 (6)

− + = = =
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Σελ. 15 

Αντικαθιστούµε το ω από την (6) στην (1). Βρίσκουµε το ισοδύναµο σύστηµα 

6

2x y 0 (8)

(Σ ) y 2 (7)

ω 3 (6)

− = = =
 

Αντικαθιστούµε τέλος το y από την (7) στην (8). Βρίσκουµε το ισοδύναµο σύστηµα 

7

x 1 (9)

(Σ ) y 2 (7)

ω 3 (6)

= = =
 

Από το τελευταίο ισοδύναµο σύστηµα προκύπτει ότι η λύση του αρχικού συστήµατος 
είναι η (x, y,ω) (1,2,3)=  
 
Παράδειγµα 2ο  

Λύση του συστήµατος  1

x 2y 3ω 14 (1)

(Σ ) 2x y ω 3 (2)

y ω 5 (3)

+ + = − + = + =
 

Εργαζόµαστε όπως και πριν 
Μεταξύ των (1) και (2) απαλείφουµε τον x. Αντικαθιστούµε το σύστηµα των δύο 

πρώτων εξισώσεων Α 0

Β 0

= =  µε το ισοδύναµο σύστηµα 
Α 0

2Α Β 0

= − =  

Έχουµε το ισοδύναµο σύστηµα 

2

x 2y 3ω 14 (1)

(Σ ) y ω 5 (4)

y ω 5 (3)

+ + = + = + =
 

Επειδή οι εξισώσεις (4) και (3) είναι ισοδύναµες, το σύστηµα (Σ2) είναι ισοδύναµο µε 
το σύστηµα των (1) και (3), δηλαδή µε το  
 

3

x 2y 3ω 14 (1)
(Σ )

y ω 5 (3)

+ + = + =    ή  
Α 0

Γ 0

= =  

 

Απαλείφουµε τον άγνωστο y. Αντικαθιστούµε το σύστηµα 
Α 0

Γ 0

= =  µε το 
Α 0

Α 2Γ 0

= − =  

Βρίσκουµε έτσι το ισοδύναµο σύστηµα 

4

x ω 4 (4)
(Σ )

y ω 5 (3)

+ = + =  

Για κάθε τιµή του ω∈�  από τις (4) και (3) βρίσκουµε µια τιµή του x και µία τιµή του 
y που επαληθεύουν το τελευταίο σύστηµα (Σ4), άρα και το ισοδύναµο αρχικό (Σ1). Αν 
δηλαδή θέσουµε  ω κ= ∈�  (τυχαία τιµή) βρίσκουµε x 4 κ και y 5 κ= − = −  
Έτσι το αρχικό σύστηµα έχει την απλή απειρία λύσεων 
(x, y,ω) (4 κ,5 κ,κ), κ �= − − ∈  
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Σελ. 16 

Μια ενδιαφέρουσα κατηγορία συστηµάτων είναι η εξής: 
 

Σύστηµα    
Α Β 0

(Σ)
Γ 0

⋅ = =    όπου Α, Β, Γ παραστάσεις των αγνώστων 
Το σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε τα δύο συστήµατα 
 

1

Α 0
(Σ )

Γ 0

= =    και  2

Β 0
(Σ )

Γ 0

= =  

 
δηλαδή κάθε λύση του συστήµατος (Σ) είναι και λύση ενός τουλάχιστον  των 
συστηµάτων (Σ1) και (Σ2)� και αντίστροφα, κάθε λύση των (Σ1) και (Σ2) είναι και λύση 

του (Σ). Με άλλα λόγια, για να λύσουµε το (Σ), λύνουµε τα (Σ1) και (Σ2) και παίρνουµε 
όλες τις λύσεις τους. 
 

Σύστηµα   
Α Β 0

(Σ)
Γ ∆ 0

⋅ = ⋅ =     όπου Α, Β, Γ, ∆ παραστάσεις των αγνώστων 
 
Το (Σ) είναι ισοδύναµο µε τα 4 συστήµατα 
 

1

Α 0
(Σ )

Γ 0

= =      2

Α 0
(Σ )

∆ 0

= =       3

Β 0
(Σ )

Γ 0

= =       4

Β 0
(Σ )

∆ 0

= =  

 
∆ηλαδή κάθε λύση του (Σ) είναι λύση ενός τουλάχιστον των 4 συστηµάτων και 
αντίστροφα. Με άλλα λόγια, για να λύσουµε το (Σ), λύνουµε και τα 4 συστήµατα και 
παίρνουµε όλες τις λύσεις τους. 
 
Τέτοιο σύστηµα µπορεί π.χ να προκύψει από τη λύση του εξής προβλήµατος: 
 

Να βρεθούν όλοι οι µιγαδικοί z µε την ιδιότητα 3z z=  
 

Αν θέσουµε z x yi= +  βρίσκουµε: 3(x yi) x yi+ = −  ⇔ 

3 2 2 3x 3x yi 3xy y i x yi+ − − = − ⇔ 
3 2

2 3

x 3xy x 0

3x y y y 0

 − − = − + =
 ⇔ 

2 2

2 2

x(x 3y 1) 0

y(3x y 1) 0

 − − = − + =
 

Το τελευταίο σύστηµα ισοδυναµεί µε τα εξής 4 συστήµατα 

1

x 0
(Σ )

y 0

= =    

2 2 2

x 0
(Σ )

3x y 1 0

= − + =  

2 2

3

x 3y 1 0
(Σ )

y 0

 − − = =
 

2 2

4 2 2

x 3y 1 0
(Σ )

3x y 1 0

 − − = − + =
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Σελ. 17 

Η λύση του (Σ1) είναι προφανώς η (x, y) (0,0)=  
Οι λύσεις του (Σ2) είναι οι (x, y) (0,1)=  και (x, y) (0, 1)= −  
Οι λύσεις του (Σ3) είναι οι (x, y) (1,0)=  και (x, y) ( 1,0)= −  
Για τη λύση του (Σ4), απαλείφουµε τον άγνωστο x2 µε τη µέθοδο των αντίθετων 
συντελεστών.  

Βρίσκουµε το ισοδύναµο σύστηµα 

2 2

2

x 3y 1 0

1
y

2

 − − = = −
 το οποίο είναι αδύνατο λόγω της 

2ης εξίσωσης. 
 
Τελικά λοιπόν έχουµε τις 5 λύσεις: 1z 0 0i 0= + = , 2z i= ,  3z i= − , 4z 1= , 5z 1= −  

 
 
Άλλες περιπτώσεις ισοδυναµιών 
 
Απόδειξη µια συνεπαγωγής µε ισοδυναµίες 
Πολλές φορές είναι δύσκολο να αποδείξουµε ότι από την πρόταση p προκύπτει η 
πρόταση q, δηλαδή είναι δύσκολο να αποδείξουµε τη συνεπαγωγή p q⇒ . Μπορούµε 
όµως να αποδείξουµε πιο εύκολα τη συνεπαγωγή q p⇒ . Στις περιπτώσεις αυτές 
ακολουθείται η εξής λύση: 
Θεωρούµε δεδοµένο το συµπέρασµα (δηλαδή την πρόταση q) και προσπαθούµε από 
την q να αποδείξουµε την p. Εφόσον η απόδειξη µπορεί να γίνει µε ισοδυναµίες, έχουµε 
αποδείξει και τη συνεπαγωγή p q⇒  που θέλουµε. 
Η όλη διαδικασία εξηγείται στο επόµενο  
 
Παράδειγµα 

Αν α,β 0>  να αποδειχθεί ότι α β
2β α+ ≥      (1) 

 
Επειδή δε γνωρίζουµε πως πρέπει να ξεκινήσουµε την απόδειξη, θεωρούµε δεδοµένο το 
συµπέρασµα, δηλαδή υποθέτουµε ότι ισχύει η (1) και προσπαθούµε από την (1) να 
καταλήξουµε σε σχέση που ισχύει. 
 
Από την (1) έχουµε διαδοχικά 
α β

2β α+ ≥ ⇒  

2 2α β 2αβ+ ≥ ⇒ 
2 2α β 2αβ 0+ − ≥ ⇒ 

2(α β) 0− ≥  
 
Αυτό που συνήθως λέµε είναι ότι: Αφού η τελευταία σχέση στην οποία φτάσαµε ισχύει, 
θα ισχύει και η (1).  
Είναι όµως αυτό σωστό; 
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Σελ. 18 

Ο ισχυρισµός µας ότι θα ισχύει υποχρεωτικά και η (1) δικαιολογείται από το ότι 
µπορούµε να ξεκινήσουµε από την τελευταία σχέση 2(α β) 0− ≥  και µε την αντίστροφη 
σειρά των πράξεων να καταλήξουµε στην (1). 
Μπορούµε δηλαδή να γράψουµε: 

2(α β) 0− ≥ ⇒ 
2 2α β 2αβ 0+ − ≥ ⇒ 
2 2α β 2αβ+ ≥ ⇒ 

α β
2β α+ ≥  

 
Για να γίνει αυτό, πρέπει όλες οι πράξεις που κάναµε στην απόδειξη να είναι 
αντιστρεπτές, πρέπει δηλαδή να µπορούµε αντί των ⇒ να χρησιµοποιήσουµε ⇔ 

 

Επειδή στο συγκεκριµένο παράδειγµα αυτό είναι αληθές, δηλαδή όλες οι ⇒ µπορούν 
να αντικατασταθούν µε ⇔, ο ισχυρισµός ότι ισχύει η (1) είναι αληθής. 
 
Το συµπέρασµα λοιπόν είναι ότι για αποδείξεις του είδους αυτού, όταν δηλαδή από 
το συµπέρασµα καταλήγουµε στην υπόθεση, απαραίτητη είναι η χρήση ⇔ 

 
Έτσι η ολοκληρωµένη λύση του προβλήµατος είναι η παρακάτω: 
α β

2β α+ ≥ ⇔ 2 2α β 2αβ+ ≥ ⇔
2 2α β 2αβ 0+ − ≥ ⇔

2(α β) 0− ≥  

Επειδή η τελευταία σχέση ισχύει, ισχύει και η (1) 
 
 
Εξίσωση γραµµής 
 
Εξίσωση γραµµής σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων λέγεται µια σχέση 
ως προς x και y που επαληθεύεται από όλα τα σηµεία (x,y) της γραµµής και µόνο 
από αυτά. 
 
Αν δηλαδή f (x, y) 0=  είναι η εξίσωση µιας γραµµής (c) ως προς ένα σύστηµα 
συντεταγµένων, αυτό σηµαίνει ότι: 
 

M(x,y) (c) f (x,y) 0∈ ⇔ =  
 
Στον ορισµό αυτό στηρίζεται η εύρεση της εξίσωσης µιας γραµµής. ∆ηλαδή για να 
βρούµε την εξίσωσή της σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, πρέπει να 
γράψουµε την χαρακτηριστική ιδιότητα των σηµείων της γραµµής (δηλαδή τη συνθήκη 
που πρέπει και αρκεί να ισχύει για να ανήκει ένα σηµείο στη γραµµή) και µε 
ισοδυναµίες να µετατρέψουµε τη σχέση αυτή σε εξίσωση ως προς x και y. 
Η λογική αυτή δεν είναι πολύ κατανοητή από τους µαθητές και δυσκολεύονται να 
καταλάβουν γιατί µια εξίσωση ως προς x και y είναι πράγµατι η εξίσωση µιας γραµµής. 
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Σελ. 19 

Η λογική αυτή χρησιµοποιείται π.χ από το σχολικό βιβλίο Κατεύθυνσης της Β΄ 
Λυκείου για την εύρεση της εξίσωσης της εφαπτοµένης του κύκλου 2 2 2x y ρ+ =  
Για τον ίδιο λόγο, ακατανόητη είναι η εύρεση της εξίσωσης της έλλειψης, δηλαδή πως 
από τη σχέση 2 2 2 2(x γ) y (x γ) y 2α+ + + − + = καταλήγουµε στη γνωστή εξίσωση 

2 2

2 2

x y
1α β+ =  

Η δυσκολία εδώ έγκειται στην ανάγκη της χρήσης των περιορισµών ώστε κάθε φορά η 
νέα εξίσωση να είναι ισοδύναµη µε την προηγούµενη. 
 
∆είχνουµε δύο παραδείγµατα εύρεσης εξίσωσης µιας γραµµής 
 
Εύρεση της εφαπτοµένης του κύκλου 2 2(x 1) (y 2) 25− + − =  στο σηµείο του Α(4,6) 
 
Το κέντρο του κύκλου είναι το σηµείο Κ(1,2) 
Ένα σηµείο Μ ανήκει στην εφαπτοµένη (ε) του κύκλου 
στο σηµείο Α αν και µόνο αν  
AM AK⊥ ⇔ AK AM 0⋅ =

���� �����

⇔ 

(1 4,2 6) (x 4, y 6) 0− − ⋅ − − = ⇔ 3(x 4) 4(y 6) 0− − − − =  

⇔ 3x 4y 36+ =  είναι η εξίσωση της εφαπτοµένης του 
κύκλου στο σηµείο του Α(4,6) 
 
Εξίσωση µεσοκάθετης ευθ. τµήµατος 
Ο συνηθισµένος τρόπος για την εύρεση της εξίσωσης της µεσοκάθετης (ε) του ευθ. 
τµήµατος ΑΒ µε Α(2,3) και Β(0,5) είναι να βρούµε πρώτα τις συντεταγµένες του µέσου 
Ρ του ΑΒ, κατόπιν να βρούµε το συντελεστή διεύθυνσης λ του ΑΒ και από αυτόν τον 
συντελεστή διεύθυνσης λ′ της (ε) και κατόπιν µε τη βοήθεια του τύπου 

P Py y λ (x x )′− = −  να βρούµε την εξίσωση της (ε). 
 
∆είχνουµε εδώ πως µπορούµε να βρούµε την ίδια εξίσωση µε τη βοήθεια της 
χαρακτηριστικής ιδιότητας της µεσοκάθετης ευθ. τµήµατος. 
 
Ένα σηµείο Μ ανήκει στη µεσοκάθετη ενός ευθ. τµήµατος, αν και µόνον αν ισαπέχει 
από τα άκρα του, δηλ. Μ(x, y) (ε) (ΜΑ) (ΜΒ)∈ ⇔ = ⇔ 

2 2 2 2(x 2) (y 3) (x 0) (y 5)− + − = − + − ⇔ 2 2 2 2(x 2) (y 3) (x 0) (y 5)− + − = − + − ⇔ 

x y 3 0− + =  είναι η εξίσωση της µεσοκάθετης του ΑΒ. 

 
 
Εύρεση γεωµετρικού τόπου 
 
Στο κεφάλαιο των µιγαδικών υπάρχουν δύο παραπλήσιες έννοιες που πολλές φορές 
συγχέονται. Είναι οι έννοιες: “Γεωµετρικός τόπος”  και “ γραµµή στην οποία κινείται 
ένα σηµείο” . 
 
 

Κ(1,2)

Α(4,6)

Μ(x,y)

(ε)
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Σελ. 20 

Επεξήγηση των εννοιών 
Όταν λέµε ότι ο γεωµετρικός τόπος (γ.τ) των σηµείων Μ (ή του σηµείου Μ) που έχουν 
µια κοινή ιδιότητα (p) είναι η γραµµή (c), εννοούµε ότι: 
 
α) Κάθε σηµείο που έχει την ιδιότητα (p) ανήκει στη γραµµή (c). 
β) Κάθε σηµείο που ανήκει στη γραµµή (c) έχει την ιδιότητα (p). 
 
Για να βρούµε λοιπόν ένα γ.τ πρέπει να κάνουµε δύο αποδείξεις 
 
α) Να αποδείξουµε ότι οι συντεταγµένες του τυχαίου σηµείου που έχει την ιδιότητα 
(p) επαληθεύουν την εξίσωση της γραµµής (c). 
β) Να αποδείξουµε ότι αν οι συντεταγµένες ενός σηµείου Μ επαληθεύουν την 
εξίσωση (c), τότε το σηµείο έχει την ιδιότητα (p). 
 
Όταν θέλουµε να αποδείξουµε ότι ένα σηµείο ανήκει σε µια γραµµή (c), αρκεί να 
αποδείξουµε ότι οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωση της γραµµής (c). 
∆εν χρειάζεται το αντίστροφο. 
 
Παράδειγµα 1ο 
Να βρεθεί ο γ.τ των εικόνων των µιγαδικών z που έχουν την ιδιότητα:  

2 2z (z) 2+ =          (1) 
 
Λύση 
Έστω Μ(x, y) τυχαίο σηµείο που επαληθεύει την (1) 

Θέτοντας όπου z x yi= + , η (1) ⇒ 2 2(x yi) (x yi) 2+ + − =  ⇒ 2 22x 2y 2− =  ⇒ 
2 2x y 1− =          (2) 

Η τελευταία εξίσωση παριστάνει µια υπερβολή (c). 
Το συµπέρασµα µέχρι εδώ είναι ότι κάθε σηµείο που έχει την ιδιότητα (1) ανήκει στην 
υπερβολή (c). Αυτό δεν µας λέει ότι ο ζητούµενος γ.τ είναι η γραµµή (c). Μπορεί να 
υπάρχουν σηµεία της (c) που να µην έχουν την ιδιότητα (1), δηλαδή ο γ.τ να είναι ένα 
υποσύνολο της (c).  
Για να αποδείξουµε ότι ο ζητούµενος γ.τ είναι ολόκληρη η (c), πρέπει να αποδείξουµε 
ότι κάθε σηµείο της (c), είναι σηµείο του γ.τ, έχει δηλαδή την ιδιότητα (1). Με άλλα 
λόγια πρέπει να αποδείξουµε ότι κάθε σηµείο Μ(x,y) που επαληθεύει τη (2) είναι 
εικόνα ενός µιγαδικού z µε την ιδιότητα (1). Αυτό µπορεί να γίνει αν µε τις αντίστροφες 
συνεπαγωγές από τη σχέση (2) αποδείξουµε την (1). 
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα όλες οι συνεπαγωγές είναι αντιστρεπτές, δηλαδή 
(2) (1)⇒  
Το τελευταίο αποδεικνύει ότι η (c) είναι πράγµατι ο ζητούµενος γ.τ. 
Οι δύο αποδείξεις µπορούν να συγχωνευθούν, αν αντί για ⇒ στην απόδειξη (1)⇒(2) 

χρησιµοποιούσαµε ισοδυναµίες, δηλαδή µπορούµε να γράψουµε  
2 2 2 2z (z) 2 x y 1+ = ⇔ − =  

Η τελευταία ισοδυναµία αποδεικνύει ότι ο ζητούµενος γ.τ είναι η υπερβολή (c). 
Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι:  
 
Για να αποδείξουµε ότι ο γ.τ σηµείων που έχουν µια ιδιότητα (p) είναι η γραµµή (c) 
πρέπει από την ιδιότητα (p) µε ισοδυναµίες να καταλήξουµε στην εξίσωση της (c). 
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Παράδειγµα 2ο 
Να βρεθεί η γραµµή στην οποία κινούνται (ή το ίδιο ανήκουν) οι εικόνες των 
µιγαδικών z µε την ιδιότητα 100 40z (z) 1⋅ =      (1) 
 
Λύση 

Η (1) ⇒ 100 40z (z) 1⋅ =  ⇒ 
40100

z z 1⋅ =  ⇒ 
100 40

z z 1⋅ =  ⇒ 
140

z 1=  ⇒ z 1=  

Η τελευταία σχέση που αποδείχθηκε µε ⇒ το µόνο που αποδεικνύει είναι ότι όλες οι 
εικόνες των µιγαδικών ανήκουν (η το ίδιο κινούνται) στο µοναδιαίο κύκλο, δηλαδή 
στον κύκλο µε κέντρο το (0,0) και ακτίνα 1. 
Αυτό δεν εξασφαλίζει ότι ο γ.τ είναι ολόκληρος ο κύκλος. Και τελικά υπάρχουν µόνο 
60 µιγαδικοί που έχουν την ιδιότητα (1), δηλαδή µόνο 60 σηµεία του κύκλου 
επαληθεύουν την (1). 
 
Από το παραπάνω παράδειγµα φαίνεται η διαφορά µεταξύ γ. τ και γραµµής στην οποία 
κινείται ένα σηµείο.  
 
Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι:  
 
Για να αποδείξουµε ότι ένα σηµείο που έχει µια ιδιότητα (p) ανήκει σε µια γραµµή 
(c), αρκεί από την ιδιότητα (p) µε συνεπαγωγές να καταλήξουµε στην εξίσωση της 
γραµµής (c). 
 
Σηµαντική παρατήρηση 
Στο παράδειγµα 2 χρησιµοποιήσαµε επίτηδες τη λάθος έκφραση   
“Να βρεθεί η γραµµή στην οποία κινούνται οι εικόνες των µιγαδικών z µε την 
ιδιότητα…” 
Η έκφραση αυτή δεν είναι σωστή επειδή το πλήθος των σηµείων είναι πεπερασµένο 
και υπάρχουν άπειρες γραµµές στις οποίες µπορούν να βρίσκονται τα αναφερόµενα 
σηµεία.  
Θα µπορούσαµε να πούµε π.χ ότι τα 60 σηµεία που επαληθεύουν την (1) βρίσκονται 
στην περίµετρο ενός κανονικού 60γώνου εγγεγραµµένου στον µοναδιαίο κύκλο (αυτό 
µπορεί να αποδειχθεί).  
Θα µπορούσαµε επίσης να κατασκευάσουµε µια γραµµή µε τυχαίο τρόπο που να περνά 
από τα 60 σηµεία. 
Η σωστή έκφραση είναι:  
“Αποδείξτε ότι οι εικόνες των µιγαδικών z µε την ιδιότητα (1) ανήκουν στον 
µοναδιαίο κύκλο” 
Χρησιµοποιήσαµε όµως την λάθος έκφραση επειδή τη συναντούµε συχνά και θέλουµε 
να δείξουµε τη διαφορά µεταξύ των δύο εκφράσεων.  
 
 
Συναρτήσεις 1-1 
 
Μια συνάρτηση f : A → �  λέγεται 1-1 αν για κάθε 1 2x ,x A∈ µε 

1 2 1 2x x f(x ) f (x )≠ ⇒ ≠  
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Από τον ορισµό προκύπτει η εξής ισοδύναµη πρόταση:   
 
Μια συνάρτηση f : A → � είναι 1-1, αν για κάθε 1 2x ,x A∈ µε 

1 2 1 2f (x ) f (x ) x x= ⇒ =  
 
Από τον παραπάνω ορισµό και την πρόταση, προκύπτει ότι για να αποδείξουµε ότι µια 

συνάρτηση είναι 1-1, αρκεί να αποδείξουµε την παραπάνω ⇒ 

Τα πράγµατα αλλάζουν όταν θέλουµε να αποδείξουµε ότι µια συνάρτηση δεν είναι 1-1. 

Στην περίπτωση αυτή χρειαζόµαστε ⇔ 

 
Τα δύο παραδείγµατα που ακολουθούν δείχνουν αυτή τη διαφορά. 
 
Παράδειγµα 1ο 
Να αποδειχθεί ότι  η συνάρτηση f : →� �  µε f (x) 3x 1= +  είναι 1-1 
 
Λύση 

Έστω 1 2x , x ∈� µε 1 2f (x ) f (x )= ⇒ 1 23x 1 3x 1+ = +  ⇒ 1 2x x=  

Σύµφωνα λοιπόν µε την πρόταση η f είναι 1-1 
 
Παράδειγµα 2ο 
Να εξεταστεί αν  η συνάρτηση f : →� �  µε 2f (x) x 3x 4= − +  είναι 1-1 
 
Λύση 

Έστω πάλι 1 2x , x ∈�  µε 1 2f (x ) f (x )=  ⇒ 2 2
1 1 2 2x 3x 4 x 3x 4− + = − +  ⇒ 

2 2
1 2 1 2x x 3x 3x 0− − + =  ⇒ ( )1 2 1 2 1 2(x x )(x x ) 3 x x 0− + − − =  ⇒ 

1 2 1 2(x x )(x x 3) 0− + − =        (1) 

Μέχρις εδώ δεν έχουµε αποδείξει ούτε ότι η f είναι 1-1 ούτε ότι δεν είναι 1-1. 
 
Για να αποδείξουµε ότι η  f  δεν είναι 1-1 πρέπει να αποδείξουµε ότι υπάρχουν 

1 2x , x ∈�  µε 1 2x x≠  και 1 2f (x ) f (x )=  

Αν επιλέξουµε 1 2x x≠  µε 1 2x x 3 0+ − = , π.χ 1 2x 1 και x 2= = , τότε ισχύει η (1). Εµείς 
όµως ενδιαφερόµαστε για το αν ισχύει η 1 2f (x ) f (x )= , Αυτό δεν προκύπτει από τις 
συνεπαγωγές στις παραπάνω σχέσεις. 
Αν όµως αντί του ⇒ χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο ⇔, τότε έχουµε 

1 2f (x ) f (x )= ⇔ 1 2 1 2(x x )(x x 3) 0− + − =      (2) 

Οι ισοδυναµίες αποδεικνύουν ότι αν ισχύει η (2) µε 1 2x x≠ , τότε ισχύει και η 

1 2f (x ) f (x )= , άρα η f δεν είναι 1-1 

 
Το συµπέρασµα είναι ότι: 
 
Για να αποδείξουµε ότι µια συνάρτηση f είναι 1-1, αρκεί από τη σχέση 

1 2f (x ) f (x )=  να φτάσουµε µε συνεπαγωγές στη 1 2x x= , ενώ για να αποδείξουµε ότι 
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η f δεν είναι 1-1, πρέπει να αποδείξουµε µε ισοδυναµίες ότι η σχέση 1 2f (x ) f (x )=  

οδηγεί σε σχέση που ισχύει και όταν 1 2x x≠  
 
Επισηµαίνουµε ότι από τη σχέση 1 2f (x ) f (x )= σίγουρα θα καταλήξουµε και στη σχέση 

1 2x x= , (αφού αυτή είναι µια λύση της 1 2f (x ) f (x )=  ), αυτό όµως που χρειάζεται για 

να αποδείξουµε ότι η f δεν είναι 1-1, είναι να αποδείξουµε ότι η σχέση 1 2f (x ) f (x )=  

ισχύει και για 1 2x x≠ µε κατάλληλα 1 2x και x .  

 
 

Η ισοδυναµία f (x) g(x) f (x) g (x)′ ′= ⇔ =  
 
Ένα συνηθισµένο πρόβληµα στα Μαθηµατικά Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου είναι η 
εύρεση µιας συνάρτησης f. Πολλές φορές η συνάρτηση αυτή πρέπει να βρεθεί µε 
αντιπαραγώγιση από µια συναρτησιακή σχέση που περιέχει την f και τις παραγώγους 
της (διαφορική εξίσωση) ή µε παραγώγιση από µια σχέση µε συναρτήσεις που 
ορίζονται από ολοκληρώµατα. 
Στην 1η περίπτωση η εύρεση της f συνήθως απαιτεί µια αρχική συνθήκη (ένα δεδοµένο 
από το οποίο θα επιλέξουµε τη µοναδική f που πληρεί τα δεδοµένα του προβλήµατος). 
Στη 2η περίπτωση (σχέση µε ολοκληρώµατα) µια αρχική συνθήκη µπορεί να βρεθεί από 
τη σχέση που δόθηκε και δε δίνεται. 
 
Η εύρεση της f  στηρίζεται στις παρακάτω προτάσεις: 
 
Πρόταση 1 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και ισχύει f (x) 0′ =  για κάθε 
εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε υπάρχει σταθερή c∈� , ώστε f (x) c=  για κάθε 
x ∆∈  
 
Πρόταση 2 
Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο διάστηµα ∆ και ισχύει f (x) g (x)′ ′=  
για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε υπάρχει σταθερή c∈� , ώστε 
f (x) g(x) c= +  για κάθε x ∆∈  
 
Προσθέτουµε εδώ µια χρήσιµη πρόταση για την εύρεση της f 
 
Πρόταση 3 
Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο διάστηµα ∆, υπάρχει 0x ∆∈  µε 

0 0f (x ) g(x )=  και ισχύει f (x) g (x)′ ′=  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε 
f (x) g(x) για κάθε x ∆= ∈  
 
∆ηλαδή µε την προϋπόθεση 0 0f (x ) g(x )=  (και την προϋπόθεση της συνέχειας) ισχύει η 

ισοδυναµία :  f (x) g (x)′ ′=  ⇔ f (x) g(x)=  
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Απόδειξη 
Σύµφωνα µε την πρόταση 2, υπάρχει c∈�  τέτοιο, ώστε  
f (x) g(x) c= +  για κάθε x ∆∈       (1) 

Η (1) ισχύει και για 0x x= , δηλαδή 0 0f (x ) g(x ) c= + και επειδή 0 0f (x ) g(x )= , 

προκύπτει c = 0, άρα f (x) g(x)=  για κάθε x ∆∈  
 
∆ίνουµε τρία παραδείγµατα µε τα οποία καταφαίνεται η χρησιµότητα της παραπάνω 
πρότασης: 
 
Παράδειγµα 1ο 
Να βρεθεί συνεχής συνάρτηση f : →� �  µε την ιδιότητα  

x

0
f (t)dt συνx 2= +∫         (1) 

 
Λύση 

Η (1) ⇒ 
x

0
( f (t)dt) (συνx 2)′ ′= +∫  ⇒ f (x) ηµx=− για κάθε x ∈�  

Οι συνεπαγωγές δεν αποδεικνύουν ότι η f (x) ηµx=− , x ∈�  είναι λύση της (1) 
Για τον λόγο αυτό, χρειάζεται επαλήθευση. 
Για x 0=  η (1) δίνει: 0 = 3 
Εποµένως η f (x) ηµx=− δεν είναι λύση της (1) και η (1) είναι αδύνατη 
 
Παράδειγµα 2ο 

Αν ισχύει x
2

α
f (t)dt 2x 8= −∫       (1) 

για κάθε x∈� , να βρεθεί η  f  και ο  α 0>  
 
Λύση 

Η (1)  ⇒ 
x

2

α
( f (t)dt) (2x 8)′ ′= −∫  ⇒ f (x) 4x= , x ∈�  

Οι συνεπαγωγές δείχνουν ότι η f (x) 4x=  είναι η µόνη συνάρτηση που θα µπορούσε να 
επαληθεύει την (1) 
Για να είναι η f λύση της (1) πρέπει να την επαληθεύει. Θέτοντας στην (1) όπου 
f (t) 4t=  το 1ο µέλος της γίνεται: 

x
2 x 2 2
α

α
4tdt [2t ] 2x 2α= = −∫  

Για να αληθεύει λοιπόν η (1) πρέπει και αρκεί: 2 2 22x 2α 2x 8− = −  ⇔ α 2=  

 
Η επαλήθευση µπορεί να αποφευχθεί αν χρησιµοποιήσουµε την πρόταση 3. 

Αν ονοµάσουµε x

α
g(x) f (t)dt= ∫  και 2h(x) 2x 8= − , η (1) γράφεται:  

g(x) h(x)=          (2) 

Για τη λύση της (2) εµείς λύσαµε την εξίσωση g (x) h (x)′ ′=  που δεν είναι πάντοτε 
ισοδύναµη µε την g(x) h(x)=  
Επειδή όµως g(2) h(2)= , σύµφωνα µε την πρόταση 3, θα ισχύει και  
g(x) h(x)= ⇔ g (x) h (x)′ ′= , δηλαδή η f (x) 4x= είναι λύση της (1) 
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Παράδειγµα 3ο 

Να βρεθεί η συνάρτηση f : →� �  αν x

0
f (x) 2x f (t)dt= −∫   (1) 

για κάθε x∈�  
 
Λύση 

Η (1) ⇒ 
x

0
f (x) (2x f (t)dt)′ ′= −∫  ⇒ f (x) 2 f (x)′ = −  ⇒ f (x) f (x) 2′ + =  ⇒ 

x x xe f (x) e f (x) 2e′ + =  ⇒ x x(e f (x)) (2e )′ ′=  ⇒ x xe f (x) 2e c= +  ⇒  
xf (x) 2 ce−= +         (2) 

Η (2) δεν είναι σίγουρα λύση της (1), αφού βρέθηκε από την (1) µε ⇒ 

Για να είναι λύση της (1) πρέπει να την επαληθεύει, δηλαδή 
x

x t

0
2 ce 2x (2 ce )dt− −

+ = − +∫  ⇔ x t x
02 ce 2x [2t ce ]− −

+ = − −  ⇔ 

x x2 ce 2x (2x ce c)− −

+ = − − +  ⇔ c 2=−  

Άρα xf (x) 2 2e−= −  
 
Η επαλήθευση µπορεί να αποφευχθεί αν χρησιµοποιήσουµε την πρόταση (3). 

Επειδή δηλαδή η λύση που βρήκαµε επαληθεύει την x

0
f (x) (2x f (t)dt)′ ′= −∫ , αρκεί η 

σχέση 
x

0
f (x) 2x f (t)dt= −∫  να ισχύει για µια τιµή του x. Επειδή για x 0=  η 

τελευταία δίνει f (0) 0= , για να είναι η xf (x) 2 ce−= +  αρκεί f (0) 0=  ⇔ 2 c 0+ =  

⇔ c 2=− , άρα xf (x) 2 2e−= −  είναι η λύση της (1) 
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