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ΠΔΡΙΛΗΦΗ: 

Η εηζήγεζε απηή απνηειείηαη από ζπξξαθή επηιεγκέλσλ ηκεκάησλ άιισλ εηζεγήζεώλ 

καο θαζώο θαη από λέεο πξνζζήθεο ζηα πιαίζηα ηνπ νκώλπκνπ ηίηινπ. 

Οη εηζεγήζεηο απηέο αλαθέξνληαη ζην ηέινο ηεο εηζήγεζεο. Σ’ απηέο ππάξρνπλ 

πξόζζεηα παξαδείγκαηα, αληηπαξαδείγκαηα, απνδείμεηο θαη αλαιύζεηο, πνπ εδώ, ιόγσ 

ηνπ πεξηνξηζκέλνπ ρξόλνπ θαη έθηαζεο ηεο εηζήγεζεο δελ κπνξνύκε λα αλαθέξνπκε 

ιεπηνκεξώο. Παξαπέκπνπκε ζρεηηθά ζε θάζε πεξίπησζε. 

Τηο εηζεγήζεηο απηέο, θαζώο θαη άιιεο ζρεηηθέο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ύιε ηεο Γ΄ 

Λπθείνπ, κπνξείηε λα ηηο θαηεβάζεηε από ηελ δηεύζπλζε:   

 

http://parmenides51.blogspot.gr/p/article.html 

 

Σηελ εηζήγεζε απηή έγηλε νκαδνπνίεζε ιαζώλ δηαθόξσλ ελνηήησλ.  

Θα παξνπζηάζνπκε εδώ ηα πην ζπλεζηζκέλα ιάζε πνπ πξνέξρνληαη από ηελ θαθή ή 

ιάζνο ρξήζε ησλ νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ ηεο Αλάιπζεο θαζώο θαη από ηελ ειιηπή 

θαηαλόεζή ηνπο. 

 

SUMMARY: 

This paper consists of a combination of selected sections of other papers and also of 

new additions within the same title. 

These papers are referred to in the bibliography at the end of this paper. In them, there 

are additional examples, counterexamples, evidence and analyses which, due to the 

limited time and scope of the paper, we cannot refer to in detail. 

In the current paper there was a grouping of the errors of various sections. 

We will present the most common errors that are due to bad or mistaken use of the 

definitions and theorems of the Analysis and also due to a limited understanding of 

these. 
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Σήκεξα όιεο νη καζεκαηηθέο ζεσξίεο είλαη ζεκειησκέλεο κε ηελ βνήζεηα νξηζκώλ, 

αξρηθώλ ελλνηώλ θαη αμησκάησλ θαη δελ κπνξεί λα ππάξμεη δηαθσλία ζε θαλέλα ζέκα. 

Κάζε δηαθσλία κπνξεί λα αλαρζεί ζηα αμηώκαηα θαη ηνπο νξηζκνύο ηεο εθάζηνηε 

ζεσξίαο. Με ηνλ ηξόπν απηό ζίγνπξα ε δηαθσλία ζα εθιείςεη. 

Δδώ ζα πηνζεηήζνπκε πιήξσο ηνπο νξηζκνύο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ ηεο Αλάιπζεο θαη 

κε βάζε απηνύο ζα επηζεκάλνπκε ηα ζεκαληηθόηεξα ιάζε θαη παξαιείςεηο.  

Τα πεξηζζόηεξα ιάζε ζηελ Αλάιπζε νθείινληαη  

 

 Σηελ παξάβιεςε ή ηελ ιάζνο ρξήζε ησλ νξηζκώλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ, ζηελ 

παξαλόεζή ηνπο ή ζηελ απζαίξεηε επέθηαζή ηνπο πνπ δελ είλαη πάληνηε 

αιεζήο. 

 

 Σηελ ιάζνο ρξήζε ησλ ζπκβόισλ θαη   

 

 Σηελ ρξήζε ηνπ αληηζηξόθνπ ζεσξήκαηνο πνπ δελ ηζρύεη πάληνηε ή ζηελ ιάζνο 

ρξήζε ηεο άξλεζεο ηνπ ζεσξήκαηνο. 

 

Θα αλαιύζνπκε κεξηθά αληηπξνζσπεπηηθά ιάζε από ηελ 1
ε
 θαη 3

ε
 θαηεγνξία. 

 

Γηα λα απνθύγνπκε ηηο πνιιέο επαλαιήςεηο θαη επεμεγήζεηο, ζην εμήο, όηαλ 

αλαθεξόκαζηε ζε ππνζύλνιν ηνπ  κε ηελ νλνκαζία Γ ζα ελλννύκε όηη ην Γ είλαη 

δηάζηεκα θαη ζηελ πεξίπησζε απηή κε Γ0 ζα ελλννύκε ην εζσηεξηθό ηνπ 

δηαζηήκαηνο. 

 

 

 

Α) Λάζε νθεηιόκελα ζηνπο νξηζκνύο 
 

Σηελ θαηεγνξία απηή νθείινληαη ηα πεξηζζόηεξα ιάζε θαη είλαη δηαθόξσλ εηδώλ. 

 

 

1) ΢ύγρπζε νξηζκνύ θαη ζεσξήκαηνο: 
Μηα θαηεγνξία ιαζώλ νθείιεηαη ζην όηη όινη νη ζπγγξαθείο δελ δίλνπλ αθξηβώο ηνπο 

ίδηνπο νξηζκνύο γηα θάζε έλλνηα. 

Π.ρ. ζην ζρνιηθό βηβιίν ινηπόλ ηεο Αλάιπζεο, ν νξηζκόο ηεο ζπλάξηεζεο 1-1 είλαη ν 

εμήο: 

 

Μηα ζπλάξηεζε f : A ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1-1, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 

1 2
x ,x A , ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: αλ 

1 2
x x , ηόηε 

1 2
f (x ) f(x )  

 

Με ηελ βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ απηνύ απνδεηθλύεηαη ην εμήο ζεώξεκα: 

  
Μηα ζπλάξηεζε f : A  είλαη ζπλάξηεζε 1-1, αλ θαη κόλν αλ γηα νπνηαδήπνηε 

1 2
x ,x A  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: αλ 

1 2
f (x ) f(x ) , ηόηε 

1 2
x x  

 

Δπεηδή γηα ηελ ιύζε ησλ αζθήζεσλ ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ην ζεώξεκα, αιιά θαη ζε 

πνιιά βηβιία (κε ζρνιηθά βνεζήκαηα) σο νξηζκόο δίλεηαη ην ζεώξεκα ηνπ ζρνιηθνύ 

βηβιίνπ, ζπρλό ιάζνο γίλεηαη ζην εξώηεκα: 



ΑΝΑΛΥΣΗ  Γ΄  ΛΥΚΕΙΟΥ:  Ημερίδα  Ελληνογαλλικής  Σχολής  ΚΑΛΑΜΑΡΙ,   Σάβ  3  Δεκ  2016 

΢ει. 4 

Πόηε κηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη 1-1; 

 

Κάπνηνη καζεηέο δελ ζα δώζνπλ σο απάληεζε ηνλ νξηζκό, αιιά ην ζεώξεκα. 

Η δηάθξηζε κεηαμύ νξηζκνύ θαη ζεσξήκαηνο είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ απνθπγή ηέηνησλ 

ιαζώλ. 

 

Σρεηηθό είλαη θαη ην επόκελν ιάζνο: 

 

Η ζπλάξηεζε  f : A  ιέγεηαη 1-1 αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε 
1 2

x ,x A  ηζρύεη 

1 2 1 2
x x f(x ) f(x )    

 

Η ηζνδπλακία δελ είλαη ιάζνο κε ηελ έλλνηα όηη δελ ηζρύεη, όκσο ν νξηζκόο έρεη 

ζπλεπαγσγή θαη όρη ηζνδπλακία. 

 

Τν ίδην ιάζνο γίλεηαη θαη κε ηνλ νξηζκό ηεο γλεζίσο αύμνπζαο ζπλάξηεζεο. 

Ο νξηζκόο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ είλαη: 

 

 Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλ. αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

αλ γηα νπνηαδήπνηε 
1 2

x ,x Γ  κε 
1 2 1 2

x x f(x ) f(x )    

 

Δίλαη ιάζνο λα δώζνπκε σο νξηζκό ηνλ παξαθάησ: 

  
Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλ. αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

αλ γηα νπνηαδήπνηε 
1 2

x ,x Γ  ηζρύεη: 
1 2 1 2

x x f(x ) f(x )    

 

Η αληίζηξνθε ζπλεπαγσγή είλαη ζπκπέξαζκα πνπ κπνξεί λα απνδεηρζεί, επνκέλσο 

ε παξαπάλσ πξόηαζε (κε ηελ ζεκαζία ηεο γξακκαηηθήο) είλαη ζεώξεκα θαη όρη 

νξηζκόο. 

 

 

 

2) Με ηζνδύλακνη νξηζκνί 
Σπλήζσο, νη δηαθνξεηηθνί νξηζκνί γηα ηελ ίδηα έλλνηα είλαη ηζνδύλακνη, δειαδή από ηνλ 

θάζε νξηζκό πξνθύπηεη ν άιινο σο ζπκπέξαζκα (ζεώξεκα).  

Απηό όκσο δελ ζπκβαίλεη πάληνηε. Η κε ηζνδπλακία ησλ νξηζκώλ γηα ηελ ίδηα έλλνηα 

δεκηνπξγεί ιάζε όπσο ην παξαθάησ: 

 

Ο νξηζκόο ηεο κνλνηνλίαο ζην ησξηλό ζρνιηθό βηβιίν είλαη ν εμήο: 

 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη  

 

 Γλεζίσο αύμνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2

x ,x Γ  κε 
1 2

x x  ηζρύεη 
1 2

f (x ) f(x )  

 

 Γλεζίσο θζίλνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 2

x ,x Γ  κε 
1 2

x x  ηζρύεη 
1 2

f (x ) f(x )  
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Ο νξηζκόο ηεο κνλόηνλεο ζπλάξηεζεο ινηπόλ ζην ηζρύνλ ζρνιηθό βηβιίν δίλεηαη κόλν 

ζε δηάζηεκα. Έηζη δελ έρεη λόεκα ε έθθξαζε “ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην 

A (1,2) (2,3)  ” αθνύ ην Α  δελ είλαη δηάζηεκα. 

 

Σην πξνεγνύκελν ζρνιηθό βηβιίν (επί Γεζκώλ) ν νξηζκόο ηεο κνλνηνλίαο δίλνληαλ ζε 

νπνηνδήπνηε ζύλνιν. Έηζη ζε ιπκέλν παξάδεηγκα ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ γηα λα 

κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο 
α

f (x) , κε α 0
x

  , απνδεηθλύεηαη όηη ε f είλαη γλ. θζίλνπζα 

ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα ( ,0)  θαη (0, ) θαη θαηόπηλ απνδεηθλύεηαη όηη ε  f  

δελ είλαη γλ. θζίλνπζα ζηελ έλσζε ( ,0) (0, )    παξαηεξώληαο όηη f ( 1) f (1)  . 

 

Σύκθσλα κε ηνλ νξηζκό απηό (βηβιίν Γεζκώλ) απνδεηθλύεηαη όηη αλ ε f είλαη γλ. 

κνλόηνλε (νπόηε ππάξρεη ε αληίζηξνθή ηεο 1f  ), ε 1f   είλαη γλ. κνλόηνλε κε ην ίδην 

είδνο κνλνηνλίαο. Η πεπνίζεζε απηή παξέκεηλε σο ζήκεξα θαη πνιύ ζπρλά βιέπνπκε 

ηελ ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ. Τη αθξηβώο ηζρύεη όκσο κε ην ησξηλό ζρνιηθό 

βηβιίν; 

  

Ιζρύεη ηώξα ην εμήο:  

 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ (νπόηε ππάξρεη ε αληίζηξνθή 

ηεο 
1

f


), ε 
1

f


 έρεη ηελ ηδηόηεηα: 

 

Γηα θάζε 
1 2

y ,y f(Γ)  κε 1 1

1 2 1 2
y y f (y ) f (y )

     

 

Απηό όκσο δελ αξθεί γηα λα πνύκε όηη ε 
1f 
 είλαη γλ. αύμνπζα. Γηα λα πνύκε όηη ε 

1f 
 

είλαη γλ. αύμνπζα ζην f (Γ) πξέπεη ην f (Γ)  λα είλαη δηάζηεκα. Τν f (Γ) είλαη ζίγνπξα 

δηάζηεκα αλ ε f είλαη ζπλερήο. Αλ όκσο ε f δελ είλαη ζπλερήο ηόηε ην f (Γ) κπνξεί λα 

κελ είλαη δηάζηεκα όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ παξάδεηγκα. 

 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο: 
x αλ x [0,1]

f (x)
x 1 αλ x (1,2]


 

 
 

 

Ολνκάδνπκε 1Γ [0,1] , 2Γ (1,2]   

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην θιεηζηό δηάζηεκα 

1 2Γ Γ Γ [0,2]    θαη εύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ε f είλαη 

γλ. αύμνπζα ζην Γ. Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην ζύλνιν 

1 2f (Γ) f (Γ ) f (Γ ) [0,1] (2,3]     ην νπνίν δελ είλαη 

δηάζηεκα. Έηζη δελ κπνξνύκε λα νκηινύκε γηα κνλνηνλία ηεο 
1f 
. Μπνξνύκε όκσο λα πνύκε όηη γηα θάζε 1 2y , y f (Γ)  κε 

1 1

1 2 1 2y y f (y ) f (y )    . 
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Μεηά από ην παξάδεηγκα απηό δεκηνπξγείηαη ε ππνςία γηα ην ηη γίλεηαη κε ηελ 

κνλνηνλία ηεο ζύλζεζεο δύν ζπλαξηήζεσλ. Η ππνςία δεκηνπξγείηαη γηα ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο, αλ δειαδή είλαη ππνρξεσηηθά δηάζηεκα ή όρη. 

 

Ιζρύεη ην εμήο: 

 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f : A  θαη g : B  είλαη γλ. κνλόηνλεο θαη νξίδεηαη ε 

ζύλζεζε g f : Γ  θαη ην Γ δελ είλαη κνλνζύλνιν, ηόηε ε g f είλαη γλ. αύμνπζα 

αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο, ελώ ε g f είλαη γλ. 

θζίλνπζα αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ δηαθνξεηηθό είδνο κνλνηνλίαο. 

 

Σηελ αηηηνιόγεζε  πνπ βιέπνπκε ζπρλά (κνλίκσο ζα έιεγα) παξαιείπεηαη ε απόδεημε 

όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο είλαη δηάζηεκα. Η απόδεημε απηή είλαη ε εμήο: 

 

Δίλαη: Γ {x A θαη f (x) B}    

Έζησ 1 2x , x Γ  κε 
gf

1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) g(f (x )) g(f (x ))


       

1 2(g f )(x ) (g f )(x )  

Άξα ε g f  είλαη γλ. αύμνπζα. 

 

Όκνηα γίλεηαη ε απόδεημε θαη ζηηο άιιεο πεξηπηώζεηο 

 

Δίλαη όκσο πξάγκαηη ην Γ δηάζηεκα; Η απάληεζε είλαη θαηαθαηηθή. 

 

Μπνξεί εύθνια λα απνδεηρζεί όηη ην Γ είλαη δηάζηεκα, νπόηε ε πξόηαζε ηζρύεη. 

Γηα λα απνδείμνπκε όηη ην Γ είλαη δηάζηεκα, αξθεί λα απνδείμνπκε όηη αλ α,β Γ , ηόηε 

γηα θάζε x κε α x β   ηζρύεη x Γ . 

Πξάγκαηη, επεηδή νη f θαη g είλαη γλ. αύμνπζεο ζηα Α θαη Β, ηα Α θαη Β είλαη 

δηαζηήκαηα.  

Δπεηδή α,β Γ  α,β Α  θαη επεηδή ην Α είλαη δηάζηεκα θαη α x β x A     

Δπίζεο 
f A

α x β f (α) f (x) f (β)


      

Δπεηδή ην Β είλαη δηάζηεκα, f (α), f (β) Β  θαη f (α) f (x) f (β)   f (x) B  

Τέινο, επεηδή x A θαη f (x) B  x Γ , άξα ην Γ είλαη δηάζηεκα θαη κπνξνύκε 

πιένλ λα νκηινύκε γηα κνλνηνλία ηεο g f . 

 

Παξαηήξεζε 

Σηε δηαηύπσζε ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο πξνζζέζακε ηε θξάζε όηη ην Γ δελ είλαη 

κνλνζύλνιν.  

Σην ζρνιηθό βηβιίν ζε δύν ζεκεία ηεο παξαγξάθνπ 1.2 (ην έλα ζεκείν ζηε ζύλζεζε 

ζπλαξηήζεσλ) αλαθέξεηαη θαηά ιέμε όηη:  

 
“ζε όλη ηην έκηαζη ηοσ βιβλίοσ θα αζτοληθούμε μόνο με ζσναρηήζεις ποσ οι ζσνθέζεις ηοσς 

έτοσν πεδίο οριζμού διάζηημα ή ένωζη διαζηημάηων” 
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Η ζεκείσζε απηή δελ αξθεί όκσο γηα λα αγλνήζνπκε ηελ παξαπάλσ εμαίξεζε θαη 

πξέπεη λα  πξνζηεζεί ζηελ εθθώλεζε ηνπ ζεσξήκαηνο. Η ίδηα παξαηήξεζε ηζρύεη θαη 

γηα άιια ζεσξήκαηα (ζπλέρεηα θαη παξάγσγνο). 

 

 

3) Διιηπείο νξηζκνί 
Οη νξηζκνί ζηελ Αλάιπζε είλαη πνιύ αθξηβείο θαη ιεπηνκεξείο θαη νπνηαδήπνηε 

παξέθθιηζε ε δηαθνξνπνίεζε νδεγεί ζε παξαιείςεηο ή ιάζε.  

 

Σπρλά είλαη ηα ιάζε θαηά ηα νπνία παξαιείπνληαη νπζηώδε κέξε ηνπ νξηζκνύ. 

Π.ρ νξηζκόο άξηηαο ζπλάξηεζεο: 

 

Μηα ζπλάξηεζε f : A  ιέγεηαη άξηηα, αλ γηα θάζε x A  ηζρύεη f ( x) f(x)   

 

Δδώ έρεη μεραζηεί ε πξνϋπόζεζε: Γηα θάζε x A x A    

 

 

4) Αγλόεζε ησλ νξηζκώλ 
Σπλεζηζκέλν είλαη ην θαηλόκελν θαηά ην νπνίν αγλννύληαη νη νξηζκνί θαη πηνζεηνύληαη 

απζαίξεηνη νξηζκνί. 

Φαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα ε εύξεζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ κηαο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη 

απνηέιεζκα πξάμεσλ.  

 

Π.ρ. Πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο δύν ζπλαξηήζεσλ 

 

Αλ  f : A  θαη g : B  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο, ε ζύλζεζή ηνπο g f  νξίδεηαη 

όηαλ ην ζύλνιν Γ {x A θαη f (x) B}    δελ είλαη θελό. Τόηε ε ζπλάξηεζε 

g f νξίδεηαη σο εμήο: 

 

g f : Γ   κε  (g f )(x) g(f (x))  

 

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο g f  δελ κπνξεί λα βξεζεί από ηνλ ηειηθό ηεο ηύπν g(f (x)) , 

αιιά ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό πξέπεη λα βξεζεί σο  Γ {x A θαη f (x) B}   .  

Σν ζύλνιν απηό δελ είλαη πάληνηε ίζν κε απηό πνπ ζα πξνέθππηε από ηνλ ηύπν ηεο 

g f όπσο θαίλεηαη θαη από ην παξαθάησ 

 

Παξάδεηγκα 

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 

3
f (x)

x
  θαη 

1
g(x)

x 1



 

Τα πεδία νξηζκνύ ησλ f θαη g είλαη αληίζηνηρα A {0}   θαη  B {1}   

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο  g f   είλαη ην Γ {x A θαη f (x) B}     

3
{x 0 θαη 1}

x
    {0,3}  
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Ο ηύπνο ηεο g f  είλαη  (g f )(x) g(f (x))   
1

3
1

x


   
x

3 x
 

Η παξάζηαζε 
x

3 x
 νξίδεηαη γηα θάζε x 3 , δειαδή νξίδεηαη θαη γηα x 0  

Έηζη ηα πεδία νξηζκνύ ησλ g f   θαη  
x

h(x) = 
3 x

 δελ είλαη ίζα. 

Τνλίδνπκε όηη γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g f , ν νξηζκόο απαηηεί λα νξίδεηαη θαη ην 

f (x)  θαη ην g(f (x))  θαη δελ αξθεί λα νξίδεηαη ην g(f (x)) . 

 

 

5) Με νξηζκέλεο έλλνηεο 
Όζν θαη αλ θαίλεηαη παξάμελν, ππάξρνπλ έλλνηεο ζηα καζεκαηηθά πνπ δελ έρνπλ 

νξηζηεί θαη ρξεζηκνπνηνύληαη σο απηνλόεηεο. Τέηνηεο έλλνηεο είλαη π.ρ νη 

 

 Λάζνο πξόβιεκα 

 

 Αξηζκόο ξηδώλ εμίζσζεο 

 

 Δπαιήζεπζε πξνβιήκαηνο (πόηε θαη γηαηί ηελ θάλνπκε) 

 

 Δκβαδόλ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηξηώλ ή 

πεξηζζνηέξσλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Ο κε νξηζκόο ησλ παξαπάλσ ελλνηώλ πνιιέο θνξέο έρεη δεκηνπξγήζεη εξσηεκαηηθά 

ζηε ιύζε ησλ αζθήζεσλ θαη θάπνηε νη έλλνηεο απηέο πξέπεη λα δηεπθξηληζηνύλ. 

 

Αλαιύνπκε μερσξηζηά θάζε πεξίπησζε 

 

Λάζνο πξόβιεκα 

Τνλ νξηζκό απηό (Λάζνο πξόβιεκα) δελ ηνλ ζπλαληνύκε πνπζελά. 

Έλαο νξηζκόο ηνλ νπνίν πηνζεηήζακε ζην [5] είλαη ν εμήο:  

 

Λάζνο πξόβιεκα νλνκάδεηαη έλα πξόβιεκα ηνπ νπνίνπ ηα δεδνκέλα είλαη 

αζπκβίβαζηα. 

 

Υπάξρεη ηειεπηαία κηα ηάζε εδώ ζηελ Διιάδα, λα απαιεηθζεί ν όξνο απηόο από ηα 

καζεκαηηθά θαη λα κελ δερόκαζηε ηελ έλλνηα ιάζνο πξόβιεκα. Οη νπαδνί απηήο ηεο 

ηάζεο ηζρπξίδνληαη όηη δελ ελδηαθέξεη αλ ηα δεδνκέλα ελόο πξνβιήκαηνο είλαη ζσζηά 

(ζπκβηβαζηά) ή όρη. Μαο ελδηαθέξεη κόλν αλ από ηα δεδνκέλα κπνξνύκε κε 

ζπλεπαγσγέο λα θαηαιήμνπκε ζην ζπκπέξαζκα. Απηό ην ζηεξίδνπλ ζηελ ινγηθή όηη αλ 

ε πξόηαζε p είλαη ςεπδήο, ηόηε ε ζπλεπαγσγή p q  είλαη αιεζήο αλεμαξηήησο ηνπ αλ 

ε q είλαη αιεζήο ή ςεπδήο. Όκσο θαλείο από ηνπο νπαδνύο ηεο άπνςεο απηήο δελ 

πξνηείλεη αζθήζεηο κε ιάζνο δεδνκέλα. Μόλν αλ ζπκβεί λα πξνηείλεη κηα άζθεζε κε 

ιάζνο δεδνκέλα (από ιάζνο ηνπ βέβαηα), ηόηε πξνβάιιεη ηνλ ηζρπξηζκό απηό. 

Σην [5] αλαιύνπκε δηεμνδηθά ην πξόβιεκα θαη θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη ζε 

έλα ιάζνο πξόβιεκα δελ έρεη λόεκα θακηά απόδεημε, επεηδή κπνξνύκε κε ζσζηέο 
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ζπλεπαγσγέο λα απνδείμνπκε θαη ην δεηνύκελν, αιιά θαη ην αληίζεην (άξλεζε) ηνπ 

δεηνπκέλνπ. 

Τν ιάζνο απηήο ηεο ινγηθήο (όηη δει. δελ ελδηαθέξεη ε νξζόηεηα ησλ δεδνκέλσλ) 

νθείιεηαη ζηε ζύγρπζε δύν δηαθνξεηηθώλ ελλνηώλ: “Λάζνο πξόβιεκα” θαη “Λάζνο 

απόδεημε”. 

 

Γίλνπκε δύν παξαδείγκαηα γηα απόδεημε ησλ παξαπάλσ ηζρπξηζκώλ 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = Β = Γ = 100
ν
. Να βξεζεί ε γσλία ησλ δηρνηόκσλ ησλ 

γσληώλ Β θαη Γ. 

 

Λύζε 1
ε
  

Έζησ Γ ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηρνηόκσλ ησλ γσληώλ 

Β θαη Γ. Τόηε νΓΒΓ 50 θαη νΒΓΓ 50  

Άξα από ην ηξίγσλν ΒΓΓ έρνπκε: 
ν ν ν νΒΓΓ 180 50 50 80     

 

Λύζε 2
ε
  

Δίλαη: ν ν 0 νΑ
ΒΓΓ 90 90 50 140

2
      

 

Η δηαθνξά ζηα απνηειέζκαηα ησλ δύν ιύζεσλ 

απνδεηθλύεη όηη απόδεημε κε ιάζνο δεδνκέλα είλαη ρσξίο λόεκα. 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 (ΘΔΜΑ 3Β, 1

ε 
ΓΔ΢ΜΗ, 1997) 

Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε g παξαγσγίζηκε ζην R ηέηνηα, 

ώζηε, ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο α, ώζηε λα ηζρύεη: 
y xg(x y) e g(x) e g(y) xy α      

Να απνδείμεηε όηη: 

i) g(0) α   

ii) xg (x) g(x) g (0)e x x       

 

Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη δελ ππάξρεη ηέηνηα ζπλάξηεζε (βι. πιήξε απόδ. ζην [4]). Η 

κε ύπαξμε ζπλάξηεζεο g κε ηελ ηδηόηεηα πνπ δόζεθε κπνξεί λα νδεγήζεη ζε 

νπνηνδήπνηε παξάινγν ζπκπέξαζκα. Έηζη, κε ζσζηέο ζπλεπαγσγέο, απνδεηθλύεηαη κε 

ηα παξαπάλσ δεδνκέλα όηη e 1 . 

 

Παξόκνηα δηαθσλία πξνέθπςε θαη ζε ζέκα πνπ ηέζεθε ην 1947 ζηηο εηζαγσγηθέο 

εμεηάζεηο ηεο (ιεγόκελεο ηόηε) Μαζεκαηηθήο Σρνιήο Αζελώλ
1
 όπνπ ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο Τξηγσλνκεηξίαο ήηαλ ιάζνο. 

 

 

 

                                                
1 Γηάλλεο Θσκαΐδεο: ΤΑ ΘΔΜΑΤΑ ΤΩΝ ΓΔΝΙΚΩΝ ΔΞΔΤΑΣΔΩΝ, Η ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

ΚΑΙ Η ΓΙΓΑΣΚΑΛΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ, πεξηνδηθό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ, ηεύρνο 4, ζει. 28-48 

80

5050

Γ

Α

Β Γ
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Αξηζκόο ξηδώλ εμίζσζεο 

Σε πνιιέο αζθήζεηο δεηείηαη ην πιήζνο ησλ ξηδώλ κηαο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο.  

 

Π.ρ. Πόζεο ξίδεο έρεη ε εμίζσζε 3 2x 3x 2 0 (x 1) (x 2) 0 ;        

 

Σύκθσλα κε ην βαζηθό ζεώξεκα ηεο Άιγεβξαο ε εμίζσζε απηή σο πνιπσλπκηθή 3
νπ

 

βαζκνύ έρεη 3 ξίδεο. Σηηο ιύζεηο όκσο ησλ πξνβιεκάησλ βιέπνπκε ζπλήζσο όηη ζε 

ηέηνηεο πεξηπηώζεηο σο αξηζκόο ξηδώλ ελλνείηαη ν 2 (δει. ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθώλ 

ξηδώλ). 

Αλ δερζνύκε όηη ζηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ πξνζκεηξάηαη θαη ε πνιιαπιόηεηά ηνπο, δει ε 

παξαπάλσ εμίζσζε έρεη 3 ξίδεο, ηόηε πξέπεη λα αλαζεσξήζνπκε ή λα 

δηαθνξνπνηήζνπκε θάπνηα γλσζηά ζεσξήκαηα ηεο Αλάιπζεο όπσο: 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. κνλόηνλε ζην δηάζηεκα Γ, ηόηε ε f δελ κπνξεί λα έρεη 

πεξηζζόηεξεο από κηα ξίδα ζην Γ. 

 

Η ζπλάξηεζε όκσο 3f (x) x  είλαη γλ. αύμνπζα ζην αιιά έρεη ηξεηο ξίδεο ζην , ηηο 

1 2 3x x x 0    (βι. πιήξε αλάιπζε ζην [4]) 

 

Δπαιήζεπζε κηαο ιύζεο 

Γηα ηελ επαιήζεπζε κηαο ιύζεο δελ βιέπνπκε πνπζελά θάπνηνλ θαλόλα. Πόηε δειαδή 

ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε θαη γηα πνηνλ ιόγν. Δμαηηίαο απηνύ δεκηνπξγνύληαη πνιιά 

εξσηεκαηηθά γηα ηελ πιεξόηεηα ή κε κηαο ιύζεο. Τα εξσηεκαηηθά απηά δελ κπνξνύλ 

λα απαληεζνύλ ρσξίο θάπνηνλ θαλόλα ή ζπκθσλία. 

Δληειώο απζαίξεηα, ρσξίο θακηά καζεκαηηθή αηηηνιόγεζε, πηνζεηήζεθε κηα “γξακκή” 

ηελ νπνία αθνινπζνύλ πνιινί ζπγγξαθείο. Δδώ ζα θάλνπκε επαιήζεπζε, εθεί όρη. 

Σπκβαίλεη πνιιέο θνξέο γηα ην ίδην πξόβιεκα, άιινηε λα γίλεηαη επαιήζεπζε θαη 

άιινηε όρη, αλάινγα κε ην απνηέιεζκα ηεο ιύζεο. 

Σηελ αλάγθε ηεο επαιήζεπζεο νδεγεί ζπλήζσο ην όηη ελώ ηζρύνπλ θάπνηεο 

ζπλεπαγσγέο, δελ ηζρύνπλ νη ίδηεο σο ηζνδπλακίεο κε απνηέιεζκα λα κελ 

εμαζθαιίδεηαη ε αιήζεηα ησλ δεδνκέλσλ. 

Η επαιήζεπζε ζπλήζσο γίλεηαη ρσξίο θάπνηα αηηηνιόγεζε. Π.ρ ιύλεηαη κηα εμίζσζε κε 

ζπλεπαγσγέο θαη ρσξίο θακηά εμήγεζε απιά αλαθέξεηαη όηη ε ιύζε απηή επαιεζεύεη 

ηελ αξρηθή εμίζσζε.  

 

Ωο παξάδεηγκα αλαθέξνπκε κηα άζθεζε ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ Άιγεβξαο ηεο Β΄ 

Λπθείνπ: 

 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 2x 7 x 2      

 

Η ιύζε ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ (έθδνζε 2012, ζει. 151) είλαη αθξηβώο ε παξαθάησ: 

Η εξίζυζη οπίζεηαι για κάθε x  με 
7

x
2

   . Γι αςηά ηα x διαδοσικά έσοςμε: 

2x 7 x 2       (απομονώνοςμε ηο πιζικό) 
2 2( 2x 7) (x 2)     (ςτώνοςμε ζηο ηεηπάγυνο) 
22x 7 x 4x 4      

2x 2x 3 0     
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Η ηελεςηαία εξίζυζη έσει υρ πίζερ ηοςρ απιθμούρ -3 και 1. Από ηιρ πίζερ αςηέρ 

διαπιζηώνοςμε με επαλήθεςζη όηι μόνο η x 1  είναι πίζα ηηρ απσικήρ. 

 

Σηελ επόκελε ζει. 152 ιύλεηαη αθόκε κηα παξόκνηα άζθεζε (άξξεηε εμίζσζε) όπνπ 

πάιη κε επαιήζεπζε γίλεηαη δεθηή κηα από ηηο δύν ξίδεο πνπ βξέζεθαλ θαηά ηελ ιύζε.  

Γελ γίλεηαη θακηά αλαθνξά γηαηί ηώξα ρξεηάδεηαη ε επαιήζεπζε, ελώ κέρξη ηώξα νη 

καζεηέο δελ έβιεπαλ επαιήζεπζε ζηηο ιύζεηο ησλ εμηζώζεσλ. 

Γηα ηνπο καζεηέο ε παξαηήξεζε όηη δεθηή είλαη κόλν κηα ξίδα δελ έρεη θακηά ινγηθή 

εμήγεζε. 

Τν πξόβιεκα πξνέξρεηαη από ην γεγνλόο όηη ηα ζύκβνια   θαη   ηώξα ηειεπηαία 

εηζήρζεζαλ ζηελ ύιε ηεο Α΄ Λπθείνπ. Τν βηβιίν ηεο Άιγεβξαο ηεο Β΄ Λπθείνπ δελ 

πξνζαξκόζηεθε ζηα λέα δεδνκέλα, αιιά έγηλε copy paste από ηηο πξνεγνύκελεο 

εθδόζεηο. 

Γηα ηελ ζπληξηπηηθή πιεηνλόηεηα ησλ καζεηώλ είλαη άγλσζην όηη ε ιύζε κηαο εμίζσζεο 

απαηηεί ηελ ρξήζε ηζνδπλακηώλ θαη όρη ζπλεπαγσγώλ θαη ην όηη αλ γίλεη ρξήζε 

ζπλεπαγσγώλ ηόηε ε επαιήζεπζε είλαη αλαγθαία. 

 

Άιιν ζρεηηθό παξάδεηγκα είλαη ην εμήο: 

Από κηα ζπλαξηεζηαθή ζρέζε κε θαηάιιειεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ βξίζθεηαη κηα 

άγλσζηε ζπλάξηεζε θαη απιά αλαθέξεηαη όηη ε ζπλάξηεζε απηή επαιεζεύεη ηηο 

αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο, ρσξίο λα εμεγείηαη πνηα ήηαλ ε αλάγθε γηα ηελ 

αλαθνξά απηή. 

 

Σηελ εηζήγεζή καο [5] δίλνπκε έλαλ θαλόλα πνπ είλαη ν εμήο: 

 

Η επαιήζεπζε ελόο πξνβιήκαηνο  είλαη αλαγθαηόηεηα ηεο δηαδηθαζίαο ηεο ιύζεο 

θαη όρη ηνπ απνηειέζκαηνο. Αλ δειαδή κηα ιύζε δελ εμαζθαιίδεη όηη όια ηα 

δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο ηζρύνπλ, ηόηε ε επαιήζεπζε είλαη ππνρξεσηηθή, ελώ αλ 

ε ιύζε εμαζθαιίδεη όηη ηζρύνπλ όια ηα δεδνκέλα, δελ ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε. 

 

Σηελ αλάγθε απηή καο νδήγεζε έλα ζέκα Παλειιαδηθώλ ζην νπνίν γίλνληαλ ρξήζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat. Γηα ηελ πιεξόηεηα ηεο ιύζεο απηήο έγηλε κηα ζπδήηεζε ζην 

mathematica ζηελ νπνία ππήξραλ θαη νη δύν απόςεηο, όηη δει. ε επαιήζεπζε είλαη 

αλαγθαία θαη όηη ε επαιήζεπζε δελ είλαη αλαγθαία. 

 

Με βάζε ηνλ παξαπάλσ θαλόλα επηιύεηαη ην εξώηεκα πόηε ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε θαη 

πόηε όρη, αιιά ν θαλόλαο απηόο δελ είλαη απνδεθηόο από όινπο ηνπο ζπλαδέιθνπο  καο. 

Κάπνηε όκσο πξέπεη λα ζπκθσλήζνπκε ώζηε λα εμαιεηθζνύλ όιεο νη δηαθσλίεο. 

 

Γηα λα θάλνπκε πην θαηαλνεηό ην πξόβιεκα δίλνπκε έλα απιό παξάδεηγκα ζε ηξεηο 

κνξθέο:  

 

1
ε
 κνξθή: Να πξνζδηνξηζηεί ν α ώζηε λα ηζρύεη: 

x
α x 1   γηα θάζε x 

2
ε
 κνξθή: Αλ ηζρύεη 

x
α x 1   γηα θάζε  x  απνδείμηε όηη α = e 

3
ε
 κνξθή: Αλ ηζρύεη 

x
α x 1   γηα θάζε  x  βξείηε ηνλ α 

 

 Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε: xf (x) α x 1   . Δίλαη: f (x) 0 f (0)   
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΢ει. 12 

Γει. ε f παξνπζηάδεη ζην 0x 0  νιηθό ειάρηζην. Πξέπεη επνκέλσο f (0) 0   

Δίλαη: xf (x) α ln α 1   ,  άξα f (0) 0 ln α 1 0 α e        

 

Γηα όινπο ηνπο ζπλαδέιθνπο ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε ζηελ 1
ε
 κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ελώ γηα ηνπο πεξηζζόηεξνπο ζπλαδέιθνπο δελ ρξεηάδεηαη επαιήζεπζε ζηελ 2
ε
 θαη 3

ε
 

κνξθή. (Γηα ιεπηνκέξεηεο βι. [5]) 

 

Γηθή καο άπνςε είλαη όηη θαη ζηηο 3 πεξηπηώζεηο ε επαιήζεπζε είλαη απαξαίηεηε γηα λα 

εμαζθαιηζηεί όηη γηα α e  ηζρύνπλ ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, δει. xα x 1   γηα 

θάζε x. 

 

Γίλνπκε θαη άιιν παξάδεηγκα από ην θεθάιαην ησλ νξίσλ όπνπ ε επαιήζεπζε είλαη 

απαξαίηεηε. Δδώ δελ ππάξρεη θακία δηαθσλία. Αλαθέξνπκε ην παξάδεηγκα απηό γηα λα 

δείμνπκε όηη κηα ιύζε ρσξίο επαιήζεπζε είλαη ειιηπήο. 

 

Να πξνζδηνξηζηεί ν α  ώζηε 
2

x 2

αx 4
lim 6

x 2





 

 

Λύζε 
 

Θέηνπκε  
2αx 4

f (x)
x 2


 


 2αx 4 (x 2)f (x)       

   2

x 2 x 2
lim αx 4 lim (x 2)f (x)
 

     4α 4 0 6    α 1  

 

Σηελ άζθεζε απηή ιύζακε εμίζσζε γηα ηελ εύξεζε ηνπ α ρξεζηκνπνηώληαο ιάζνο ην 

ζύκβνιν   (ην 2
ν
 ) (βι. ιεπηνκέξεηεο θαη αλαιύζεηο ζην [6]).  

 

Η ζσζηή ιύζε πξέπεη λα γίλεη κε  , αιιά επεηδή ε ιύζε εμηζώζεσλ απαηηεί 

ηζνδπλακίεο, πξέπεη νπσζδήπνηε λα γίλεη επαιήζεπζε. 

 

Γηα α 1 έρνπκε: 
2

x 2

αx 4
lim

x 2






2

x 2

x 4
lim

x 2




 x 2

(x 2)(x 2)
lim

x 2

 


 x 2
lim(x 2) 4 6


    

Η ιύζε ινηπόλ α 1 απνξξίπηεηαη.  

Η απάληεζε είλαη όηη δελ ππάξρεη ηηκή ηνπ α  ώζηε  
2

x 2

αx 4
lim 6

x 2





. 

Η ηηκή ηνπ α ζα ήηαλ δεθηή κόλν αλ δίλνληαλ όηη  
2

x 2

αx 4
lim 4

x 2





 

 

 

Δκβαδόλ κηθηόγξακκνπ ή θακππιόγξακκνπ ρσξίνπ  

 

Δίλαη ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από 3 ή πεξηζζόηεξεο γξακκέο (Βι. [7] θαη [8]). 

Πξέπεη λα απνζαθεληζηεί ε παξαπάλσ έθθξαζε, αλ δειαδή κε ηνλ όξν απηό ελλννύκε 

ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη ηαπηόρξνλα κεηαμύ όισλ ησλ γξακκώλ ή έζησ θαη κεηαμύ 

κεξηθώλ από απηέο. Αλ δελ απνζαθεληζηεί πιήξσο ε έθθξαζε απηή ηα ιάζε θαη νη 

δηαθσλίεο είλαη αλακελόκελα.  
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΢ει. 13 

Απηό πνπ βιέπνπκε λα ελλνείηαη σο εκβαδόλ είλαη ην άζξνηζκα όισλ ησλ εκβαδώλ ησλ 

ρσξίσλ πνπ πεξηέρνληαη κεηαμύ δύν ή θαη πεξηζζνηέξσλ γξακκώλ. Απηό όκσο δελ 

ηεξείηαη πάληνηε.  

Σηηο Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ησλ νκνγελώλ ηνπ 2008 ηέζεθε ην εμήο:  

 

ΘΔΜΑ 4
ν 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) εκx  , όπνπ x   

 

α) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο επζείαο ζην ζεκείν (0,f (0))  ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. 

 

β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f θαη ηηο επζείεο y x  θαη y 1   

 

γ) … 

 

Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο cf ζην ζεκείν ηεο (0,f (0)) είλαη ε y x  

Η επζεία y 1  εθάπηεηαη κε ηελ cf ζε άπεηξα ζεκεία δεκηνπξγώληαο άπεηξα ρσξία κε 

άπεηξν ζπλνιηθά εκβαδόλ (ζρ. 1) 

Δδώ, αληίζεηα κε όηη ζπλεζίδεηαη, ελλννύληαλ ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείνληαλ 

ηαπηνρξόλσο κεηαμύ θαη ησλ ηξηώλ γξακκώλ y εκx,  y x  θαη y=1, δειαδή κόλν ην 

εκβαδόλ ΟΑΒ (ζρ. 2). 

 

 

Έλαο πνιύ εύθνινο ηξόπνο γηα ηελ απνζαθήληζε ηεο έθθξαζεο απηήο είλαη λα 

δηαηππώλεηαη ην πξόβιεκα κε κηα από ηηο εμήο δύν κνξθέο: 

 

1
ε
 κνξθή: Να ππνινγηζηεί ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη ηαπηόρξνλα 

θαη από ηηο 3 γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f, g, h 

 

2
ε
 κνξθή: Να ππνινγηζηεί ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από 2 ή 

πεξηζζόηεξεο από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f, g, h 
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΢ει. 14 

Β) Λάζε νθεηιόκελα ζηε ιάζνο ρξήζε ησλ ζπκβόισλ 
θαη   

 

Η Αλάιπζε σο κάζεκα αθξίβεηαο θαη ιεπηνκεξεηώλ απαηηεί ηε ζσζηή ρξήζε ησλ 

ζπκβόισλ θαη  . 

Γπζηπρώο δελ δηδάζθεηαη ζηα ζρνιεία. Διάρηζηεο αλαθνξέο γίλνληαη ηα ηειεπηαία 

ρξόληα ζην βηβιίν Άιγεβξαο ηεο Α΄ Λπθείνπ πνπ όκσο δελ αξθνύλ γηα ηελ θαηαλόεζε 

θαη εηδηθά γηα ηε ρξήζε ησλ ζπκβόισλ απηώλ. 

Σηελ εηζήγεζή καο [6] εμεγνύκε ιεπηνκεξώο ηε ζσζηή ρξήζε ηνπο. Δδώ ζα 

ζεσξήζνπκε γλσζηή ηε ρξήζε ηνπο θαη ζα αλαθεξζνύκε κόλν ζηα ιάζε πνπ γίλνληαη 

από ηελ θαθή ή ιάζνο ρξήζε ηνπο. 

Η κε ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβόισλ απηώλ νδεγεί ζε ιάζε ή παξαιείςεηο. Τα ιάζε 

ζπλήζσο γίλνληαη ζηε ιύζε εμηζώζεσλ (όπνπ απαηηνύληαη ηζνδπλακίεο) ή ζηε ρξήζε 

ησλ αληηζηξόθσλ θάπνησλ ζεσξεκάησλ ηα νπνία δελ ηζρύνπλ πάληνηε. 

Με ηε ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβόισλ απηώλ απνζαθελίδεηαη θαη ην ζε πνηεο πεξηπηώζεηο 

είλαη απαξαίηεηε ε επαιήζεπζε θαη ζε πνηεο όρη.  

Γελ δίλνπκε εδώ παξαδείγκαηα, επεηδή πνιιά από ηα ιάζε ηεο Α΄ θαηεγνξίαο πνπ 

δώζακε θαη ηα ιάζε ηεο Γ΄ θαηεγνξίαο πνπ δίλνπκε παξαθάησ νθείινληαη ζηε ιάζνο 

ρξήζε ησλ ζπκβόισλ   θαη    

 

 

 



Νικ. Ιωζηφίδης: ΛΑΘΗ ΟΦΕΙΛΟΜΕΝΑ ΣΤΟΥΣ ΟΡΙΣΜΟΥΣ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΑ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

΢ει. 15 

Γ) Λάζε νθεηιόκελα ζηε ιάζνο ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ ή 

ζηελ παξαλόεζή ηνπο 
 

Τα ζεσξήκαηα ησλ καζεκαηηθώλ είλαη ζπλήζσο ηεο κνξθήο: 

 

Αλ ηζρύνπλ νη εμήο πξνϋπνζέζεηο … ηόηε… 

 

Απηέο νη πξνϋπνζέζεηο πνιιέο θνξέο αγλννύληαη θαη εθαξκόδνληαη ηα ζεσξήκαηα θαη 

ζε πεξηπηώζεηο πνπ δελ ηζρύνπλ. Πνιιά εξσηήκαηα ηύπνπ Σσζηό – Λάζνο ζηεξίδνληαη 

ζηηο εμαηξέζεηο όπνπ δελ ηζρύεη θάπνην ζεώξεκα. 

Μεηαμύ ησλ πξνϋπνζέζεσλ (θαη απηό είλαη πνιύ ζπρλό ζηελ Αλάιπζε) είλαη ην όηη 

θάπνηα από απηέο ηζρύεη ζε έλα δηάζηεκα. Σπρλό είλαη ην ιάζνο λα παξαβιέπεηαη ην 

γεγνλόο απηό θαη λα εθαξκόδεηαη ην ζεώξεκα ζε ζύλνιν πνπ δελ είλαη δηάζηεκα. 

Πνιιά άιια ιάζε νθείινληαη επίζεο ζηελ αγλόεζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ή ζηελ απζαίξεηε επέθηαζε ηεο ηζρύνο ή ζηελ παξαλόεζε ησλ 

ζεσξεκάησλ. 

 

Αλαθέξνπκε κεξηθά από απηά. 

 

1) Ύπαξμε νξίνπ αζξνίζκαηνο, δηαθνξάο θ.ι.π 

 

Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο σο ΢σζηό ή Λάζνο 

 

  α) Αλ 
0

1
x x
lim f(x)


 l  θαη 
0

2
x x
lim g(x)


 l , ηόηε 
0

1 2
x x
lim(f(x) g(x))


  l l  

Δπαλαι. εμεηάζεηο Γελ. Παηδείαο 2004 

 

Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο: 

f(x) = x 2  

g(x) = 4 2x  

 

Τα πεδία νξηζκνύ ηνπο είλαη Αf  = [2, + ),  Αg  =  (- , 2] 

Καη είλαη εμ νξηζκνύ 

x 2
limf (x)


=
x 2
lim x 2


  = 0  θαη  

x 2
limg(x)


=
x 2
lim 4 2x


  = 0 

δειαδή ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ f θαη g ζην 2 (ζπκίδνπκε  όηη αλ ε ζπλάξηεζε f νξίδεηαη 

κόλν από ηε κία πιεπξά ηνπ x0, ην όξηό ηεο ζην x0 είλαη ην αληίζηνηρν πιεπξηθό ηεο 

όξην ζην x0). 

Η ζπλάξηεζε f g νξίδεηαη ζην Αf  Αg = {2} θαη έρεη ηύπν (f  g)(x) = f(2)  g(2)=0 

Όκσο ην όξηό ηεο ζην 
0

x 2   δελ έρεη λόεκα, αθνύ, γηα λα νξίδεηαη (ζύκθσλα κε ην 

ζρνιηθό βηβιίν) πξέπεη ε ζπλάξηεζε f λα νξίδεηαη απαξαίηεηα ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο 

(α, x0) ή (x0, β) θαη δελ αξθεί (νύηε καο ελδηαθέξεη) λα νξίδεηαη ζην x0. 
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΢ει. 16 

Έηζη ε πξόηαζε 
x 2
lim(f (x) g(x))


 =
x 2
limf (x)



x 2
limg(x)


 ρσξίο ηηο θαηάιιειεο 

πξνϋπνζέζεηο είλαη ςεπδήο. 

 

Γηα λα ηζρύεη δειαδή ε παξαπάλσ πξόηαζε πξέπεη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g λα νξίδνληαη 

ζηελ ίδηα πεξηνρή ηνπ 
0x . Αλ ε f νξίδεηαη κόλν αξηζηεξά ηνπ 

0
x  θαη ε g νξίδεηαη 

κόλν δεμηά ηνπ 
0

x , ε παξαπάλσ ηζόηεηα δελ έρεη λόεκα. 

 

Γηα ηνλ ίδην ιόγν ςεπδείο είλαη θαη νη πξνηάζεηο: 

 

Αλ ππάξρνπλ ζην  ηα όξηα ησλ f θαη g ζην 
0

x  , ηόηε ππάξρνπλ θαη ηα όξηα 

ησλ f g , f g , θαη 
f

g
 (κε ηελ πξόζζεηε πξνϋπόζεζε 

0x x
lim g(x) 0


 ) 

 

Τα ίδηα ιάζε επαλαιακβάλνληαη θαη ζηε ζπλέρεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Αλ δει. νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην 
0

x , απηό δελ εμαζθαιίδεη όηη θαη 

νη f g , f g , g f  θ.ι.π είλαη ζπλερείο ζην 
0

x . 

 

Τα ίδηα ιάζε επαλαιακβάλνληαη θαη ζηελ παξαγώγηζε ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Αλ δει. νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0

x , απηό δελ εμαζθαιίδεη 

όηη θαη νη f g , f g , g f  θ.ι.π είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0

x . 

 

2) Να βξεζεί ην 4 2

x 0
lim x x


  

Η ζπλεζηζκέλε απάληεζε είλαη όηη ην όξην απηό είλαη ίζν κε 0. 

Όκσο ε ζπλάξηεζε 4 2f (x) x x   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην 

A ( , 1] {0} [1, )      , θαη ην ζεκείν 0 δελ είλαη ζεκείν ζπζζώξεπζεο (δελ 

ππάξρεη δει. ζύλνιν ηεο κνξθήο (α,0) ή (0,β)ζην νπνίν ε f είλαη νξηζκέλε) θαη δελ 

κπνξνύκε λα νκηινύκε γηα όξην ηεο f ζην 0. 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ: 

Γελ πξέπεη λα ζπγρένληαη νη έλλνηεο “δελ έρεη λόεκα ην όξην” θαη “δελ ππάξρεη ην 

όξην” πνπ είλαη εληειώο δηαθνξεηηθέο. 

 

3) Ίδην ιάζνο ζηελ πξνζπάζεηα εύξεζεο ηνπ 
x 0

1
limεθ

x
 όπνπ ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην 

ζύλνιν 
1

A {x , θ }
π

θπ
2

  



 θαη δελ πεξηέρεη θαλέλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο 

(α,0) ή (0,β) , δειαδή ζε θάζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο απηήο, ππάξρνπλ ζεκεία ζηα 

νπνία ε ζπλάξηεζε 
1

f (x) εθ
x

 δελ νξίδεηαη. 

Καη εδώ δει. δελ κπνξνύκε λα νκηινύκε γηα όξην ηεο f ζην 0. 
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4) Γηλόκελν ζπλαξηήζεσλ =0 

Γίλνπκε εδώ ηνλ νξηζκό ηεο κεδεληθήο ζπλάξηεζεο: 

 

Μηα ζπλάξηεζε  f : A  ιέγεηαη κεδεληθή θαη ζπκβνιίδεηαη κε f 0  αλ γηα 

θάζε  x A  ηζρύεη: f (x) 0  

 

Δπνκέλσο: Η ζπλάξηεζε f : A ιέγεηαη κε κεδεληθή θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

f 0 αλ ππάξρεη x A κε f(x) 0  

 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ:  

Ο νξηζκόο δελ απνθιείεη ε f λα κεδελίδεηαη γηα θάπνηεο ηηκέο ηνπ x, αθόκε θαη 

άπεηξεο. Π.ρ 

 

 Η ζπλάξηεζε f :   κε  2f (x) x 4   δελ είλαη κεδεληθή, αλ θαη 

κεδελίδεηαη γηα x 2  θαη x 2   δειαδή είλαη f 0 . 

 

 Τν ίδην θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
2x αλ x 0

f (x)
0 αλ x 0

 
 


   είλαη κε κεδεληθή αλ θαη 

κεδελίδεηαη γηα άπεηξεο ηηκέο ηνπ x. 

 

 Τν ίδην θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε 
0 αλ x 0

f (x)
1 αλ x 0


 


  είλαη κε κεδεληθή, αλ θαη 

ππάξρεη κόλν κηα ηηκή γηα ηελ νπνία  ε f  δε κεδελίδεηαη. 

 

Ιζρύεη ην εμήο:  

 

Αλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο f , g: A  ηζρύεη  f g 0  , απηό δε ζεκαίλεη όηη f 0   ή  

g 0   όπσο θαίλεηαη από ην παξαθάησ παξάδεηγκα όπνπ f 0  θαη g 0  

 

Παξάδεηγκα 

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 

 

0 αλ x 3
f(x)

2x αλ x 3


 


   ,   

3x αλ x 3
g(x)

0 αλ x 3


 


 

 

Δίλαη f 0  θαη g 0  

Όκσο: 
0 αλ x 3

f(x).g(x) =
0 αλ x 3





  δειαδή  f(x).g(x) = 0 γηα θάζε x , άξα f.g = 0  

 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ηδηόηεηαο κπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη: 

 

Aλ f , g: A    θαη 
2 2

f  = g , δειαδή  
2 2f (x) = g (x)  γηα θάζε  x A  ηόηε δελ 

ηζρύεη ζίγνπξα όηη f = g  ή f = -g , δειαδή  f(x) = g(x)  γηα θάζε x A  ή 

f(x) = -g(x)  γηα θάζε x A . 
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Απηό πνπ ηζρύεη είλαη όηη: 

 

Γηα θάζε x A  ηζρύεη όηη: f(x) = g(x)  ή  f(x) = -g(x)  

 

Πξνζνρή ζηε ρξήζε ησλ πνζνδεηθηώλ (ε αιιαγή ηεο ζέζεο ηνπ  ) 

Μπνξεί όκσο λα είλαη f g  θαη f g   όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ  

 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

Οη ζπλαξηήζεηο f , g:   νξίδνληαη σο εμήο: 

 

2x, αλ x 3
f (x)

2x, αλ x 3


 

 
   θαη 

2x, αλ x 1
g(x)

2x, αλ x 1


 

 
 

 

Ιζρύεη πξνθαλώο όηη 2 2f (x) = 4x   γηα θάζε x   θαη  2 2g (x) = 4x   γηα θάζε x . 

Δπνκέλσο 2 2f g .  Όκσο πξνθαλώο είλαη f g  θαη f g  . 

 

Η απόδεημε ηεο πξόηαζεο απηήο γίλεηαη σο εμήο:  
2 2 2 2f  = g  f  - g  = 0  (f + g)(f - g) = 0   

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε δελ πξνθύπηεη ππνρξεσηηθά όηη  f + g = 0    ή  f - g = 0  

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g κπνξεί λα είλαη νη παξαπάλσ. 

 

Σαλ εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ δίλνπκε ην εμήο  

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

Να βξεζνύλ όιεο νη ζπλαξηήζεηο f :   κε ηελ ηδηόηεηα: 2 2f (x) x  

 

Λύζε 

Σύκθσλα κε ηα όζα γξάςακε παξαπάλσ, γηα θάζε x  ζα είλαη: f(x) = x   ή  

f(x) = -x  

Απηό δίλεη σο ιύζεηο άπεηξεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη σο εμήο: 

 

x, αλ x A
f (x)

x, αλ x A


 

 
  όπνπ Α νπνηνδήπνηε ππνζύλνιν ηνπ . 

 

Γύν από ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο είλαη βέβαηα θαη νη f(x) = x   γηα θάζε x   θαη  

f(x) = -x  γηα θάζε x . 

 

5) Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g δελ έρνπλ όξην ζην L 
0

(L x  , ή L    

ή L )   είλαη δπλαηό θάπνηεο από ηηο ζπλαξηήζεηο f g  , f - g , f g  , 
f

g
 θαη 

άιινη ζπλδπαζκνί ησλ  f  θαη  g  λα έρνπλ όξην ζην L. 
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Π.ρ αλ 
2x αλ x 1

f (x)
2x αλ x 1


 

 
 δελ ππάξρεη ην 

x 1
limf (x)


, αθνύ 
x 1x 1

lim f (x) lim(2x) 2
 

  , 

ελώ 
x 1x 1

lim f (x) lim( 2x) 2
 

    , δει. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

  
  

Όκσο: 2 2f (x) 4x  x  , άξα 2 2

x 1 x 1
limf (x) lim(4x ) 4
 

   

 

Παξόκνηα, αλ   
1

f (x)
x

 , *x   θαη 
1

g(x) x
x

  , *x   ηόηε νη f θαη g δελ έρνπλ 

όξην ζην 0, αθνύ  
x 0
lim f (x)


  , ελώ 

x 0
lim f (x)


   θαζώο επίζεο θαη  

x 0
lim g(x)


  , ελώ 

x 0
lim g(x)


   

Όκσο 
x 0 x 0
lim[f (x) g(x)] lim x 0
 

     

Αλάινγα παξαδείγκαηα κπνξνύλ λα δνζνύλ θαη γηα ηηο f g  ,  f g ,  
f

g
. 

Σν ιάζνο εδώ είλαη λα λνκίδεη θάπνηνο όηη επεηδή δελ ππάξρεη ην όξην ηεο f δελ 

ππάξρεη θαη ην όξην κηαο παξάζηαζεο πνπ πεξηέρεη ηελ f. 

(Παξαλόεζε ηνπ ζρεηηθνύ ζεσξήκαηνο) 

 

6) Λάζνο ρξήζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ νξίσλ  

Σπλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα εθαξκόδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ αξρηθά κόλν ζε 

ηκήκα ηεο ζπλάξηεζεο θαη θαηόπηλ ζην ππόινηπν ηκήκα ηεο ζπλάξηεζεο.  

 

Κάηη ηέηνην δελ είλαη ζσζηό όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ  

 

Παξάδεηγκα 
 

Δίλαη: 
2

x 1 x 1 x 1

x x x(x 1)
lim lim lim x 1

x 1 x 1  

 
  

 
 (ζσζηή εθαξκνγή ησλ ηδηνηήησλ) 

 

Αλ εθαξκόζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ κόλν ζηνλ όξν 
2x   ηνπ αξηζκεηή, δει. 

πάξνπκε αξρηθά  2

x 1
lim x 1


  θαη κεηά εθαξκόζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ζην ππόινηπν ηκήκα 

ηεο ζπλάξηεζεο ζα έρνπκε δηαδνρηθά: 
2

x 1 x 1

x x 1 x
lim lim 1

x 1 x 1 

 
  

 
  

 

Αλ ηώξα πάξνπκε ην όξην κόλν ζηνλ όξν x ηνπ αξηζκεηή, δειαδή πάξνπκε 
x 1
lim x 1


   

ζα έρνπκε: 
2 2

x 1 x 1 x 1 x 1

x x x 1 (x 1)(x 1)
lim lim lim lim(x 1) 2

x 1 x 1 x 1   

   
    

  
 

 

Σηε 2
ε
 θαη 3

ε
 ιύζε δελ εθαξκόζηεθε θακηά γλσζηή ηδηόηεηα ησλ νξίσλ. 
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7) Υξήζε νξίνπ όηαλ δελ γλσξίδνπκε όηη ππάξρεη 

Άιιν ιάζνο είλαη ε ρξεζηκνπνίεζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ νξίσλ ζε ζπλαξηήζεηο πνπ δελ 

γλσξίδνπκε αλ ππάξρνπλ ηα όξηά ηνπο όπσο δείρλνπκε ζην παξαθάησ 

 

Παξάδεηγκα 

Αλ 
x 1
lim(f(x) 2x 3) 2


   , λα βξεζεί ην 
x 1
limf(x)


 

 

Τν ιάζνο πνπ γίλεηαη εδώ είλαη όηη, ελώ δελ γλσξίδνπκε αλ ππάξρεη ην 
x 1
limf (x)


λα 

γξάςνπκε:  

 

x 1
lim(f (x) 2x 3) 2


     
x 1 x 1 x 1
limf (x) lim(2x) lim3 2
  

     
x 1
limf (x) 2 3 2


     

x 1
limf (x) 3


   

 

Η ζσζηή ιύζε γίλεηαη σο εμήο: 

 

Θέηνπκε: 

g(x) f (x) 2x 3    f (x) g(x) 2x 3     
x 1 x 1
limf (x) lim g(x) 2x 3
 

   

 
x 1 x 1 x 1
limg(x) lim 2x lim3
  

   2 2 3 3    

 

Δδώ κπνξνύλ λα εθαξκνζηνύλ νη ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ επεηδή ππάξρεη ην  
x 1
limg(x) 2


  

 

Σρεηηθό θαη πνιύ ζπλεζηζκέλν είλαη θαη ην ιάζνο λα ζεσξνύκε όηη 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


  

ρσξίο λα γλσξίδνπκε όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην 0x . 

 

8) Λάζνο παξαλόεζεο ζηα όξηα 

Άιιν ιάζνο γίλεηαη ζπρλά ζηηο εγθισβηζκέλεο ζπλαξηήζεηο όπσο δείρλνπκε ζην 

παξαθάησ 

 

Παξάδεηγκα  

Αλ γηα θάζε x  ηζρύεη 2 2εκx x f(x) εκx x        (1) 

λα βξεζεί ην 
x 0
limf(x)


 

 

Σε ηέηνηεο αζθήζεηο ζπρλά βιέπνπκε ιάζνο ιύζεηο σο εμήο: 

 

Δπεηδή  2

x 0
lim(εκx x ) 0


   θαη 2

x 0
lim(εκx x ) 0


  , ζύκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο 

παξεκβνιήο από ηελ (1) πξνθύπηεη 
x 0
limf (x) 0


  

Γηα λα πνύκε όκσο όηη 
x 0
limf (x) 0


  ζύκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο, πξέπεη 

λα βξνύκε ηα 2

x 0
lim(εκx x ) 0


   θαη 2

x 0
lim(εκx x ) 0


   θαη όρη ηα πιεπξηθά όξηα ησλ 

ζπλαξηήζεσλ απηώλ. 

 

Τν ιάζνο απηό κπνξεί λα γίλεη πην εύθνια αλ ε άζθεζε είλαη ηεο παξαθάησ κνξθήο: 
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Αλ γηα θάζε x  ηζρύεη 3 2 3 2x x xf(x) x x        (1) 

λα βξεζεί ην 
x 0
limf(x)


 

 

Η ζσζηή ιύζε γίλεηαη σο εμήο: 

 Γηα x 0  ε (1)  2 2x x f (x) x x        (2) 

Όκσο 2

x 0
lim(x x) 0


   θαη 2

x 0
lim(x x) 0


   νπόηε από ηελ (1) πξνθύπηεη θαη 

x 0
lim f (x) 0


          (3) 

 Γηα x 0  ε (1) 
2 2x x f (x) x x        (4) 

Όκσο 2

x 0
lim(x x) 0


   θαη 2

x 0
lim(x x) 0


   νπόηε από ηελ (4) πξνθύπηεη θαη 

x 0
lim f (x) 0


          (5) 

Από ηηο (3) θαη (5) πξνθύπηεη όηη 
x 0
limf (x) 0


  

Όηαλ δειαδή ζεσξνύκε x 0 , ηα όξηα θαη ησλ ηξηώλ κειώλ ηεο (1) ηα παίξλνπκε ζην 

0 , ελώ όηαλ ζεσξνύκε x 0 , ηα όξηα θαη ησλ ηξηώλ κειώλ ηεο (1) ηα παίξλνπκε  ζην 

0 . 

 

9) Λάζνο παξαλόεζεο 

΢ην ζεώξεκα: Αλ f(x) g(x)   θνληά ζην L 
0

(L x  , ή L    ή L )  θαη 

ππάξρνπλ ζην  ηα όξηα ησλ f  θαη g, ηόηε: 
x L x L
limf(x) limg(x)
 

  

γίλεηαη κηα παξαλόεζε: Κάπνηνη καζεηέο ζεσξνύλ όηη ε παξαπάλσ πξόηαζε αλαιύεηαη 

ζηηο εμήο δύν πξνηάζεηο: 

 

 Αλ  f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf(x) limg(x)
 

   θαη  

 Αλ  f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf(x) limg(x)
 

  

 

Γελ είλαη όκσο έηζη. 

 

Δίλαη θαλεξό όηη αλ f(x) = g(x) ηόηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)
 

  

 

Όκσο αλ f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)
 

 , δειαδή γηα ηα όξηα κπνξεί λα ηζρύεη ην 

= θαη όρη ην > . 

Τν παξαθάησ παξάδεηγκα δείρλεη ηελ αιήζεηα ησλ παξαπάλσ.  

 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  2f(x) = x , x   θαη  4g(x) = x ,  x   ηζρύεη: 

2 4 2 2f(x) - g(x) = x  -  x  = x (1 - x ) = 2x (1 - x)( 1 + x) > 0   γηα θάζε x ( 1,0) (0,1)    

δειαδή θνληά ζην 0. Όκσο 
x 0 x 0
limf (x) 0 limg(x)
 

   
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10) Οξηζκόο ζπλέρεηαο κόλν ζε δηάζηεκα 

Η ζπλέρεηα κηαο ζπλάξηεζεο  f : A  νξίζηεθε ζην ζρνιηθό βηβιίν σο εμήο: 

 

 Η f  ιέγεηαη ζπλερήο ζην ζεκείν 
0

x A  αλ 
0

0
x x
lim f(x) f (x )


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην αλνηρηό δηάζηεκα (α,β) , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζε 

θάζε ζεκείν ηνπ (α,β)  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην 

αλνηρηό δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x α
lim f(x) f (α)


  θαη 

x β

lim f(x) f (β)


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο δηάζηεκα [α,β)  , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αλνηρηό 

δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x α
lim f(x) f (α)


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα (α,β] , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αλνηρηό 

δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x β

lim f(x) f (β)


  

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο, αλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ Α. 

 

Σύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο, δε λνείηαη ζπλέρεηα ηεο  f  ζε ζύλνιν πνπ δελ 

είλαη δηάζηεκα, π.ρ ζην (α,β) (β,γ)  πξάγκα πνπ βιέπνπκε ζπρλά εμαηηίαο 

παιαηόηεξσλ νξηζκώλ πνπ δελ ηαπηίδνληαη κε απηόλ ηνπ ησξηλνύ ζρνιηθνύ βηβιίνπ.   

 

΢πλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα βιέπνπκε ηελ έθθξαζε: Η f είλαη ζπλερήο ζην 

(α,β) (β,γ) σο…  

Δμεηάδνπκε ηε ζπλέρεηα ηεο f ζην β. 

 

Οη νξηζκνί όπσο δόζεθαλ νδεγνύλ κεξηθέο θνξέο ζε ζπκπεξάζκαηα πνπ δελ 

αθνύγνληαη ζσζηά, δελ έρνπλ όκσο θαλέλα ιάζνο. Τα παξαθάησ ζρήκαηα επεμεγνύλ 

ηηο πεξηπηώζεηο απηέο. 

 

Σην παξαθάησ ζρήκα 1, ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] , όκσο δελ είλαη ζπλερήο νύηε ζην 

α, νύηε ζην β. 

 

Σην ζρήκα 2, ε f είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα 1Γ [α,β]  θαη 2Γ (β, γ] , δελ είλαη 

όκσο ζπλερήο ζην δηάζηεκα 1 2Γ Γ Γ [α,γ]    
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Π.ρ ε ζπλάξηεζε 
2x αλ x [0,2]

f (x)
3x αλ x (2,3]

 
 


  απνδεηθλύεηαη εύθνια όηη είλαη ζπλερήο 

ζηα [0,2]  θαη (2,3] , δελ είλαη ζπλερήο όκσο ζην ζεκείν 0x 2 , αθνύ 
x 2
lim f (x) 4


  

ελώ 
x 2
lim f (x) 6


 , δειαδή είλαη 

x 2 x 2
lim f (x) lim f (x)

  
  

 

11) Λάζνο παξαλόεζεο ζεσξήκαηνο 

Η εηθόλα ελόο θιεηζηνύ δηαζηήκαηνο κέζσ κηαο ζπλερνύο κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο 

είλαη θιεηζηό δηάζηεκα. 

 

Έλα ιάζνο είλαη λα ζεσξεί θάπνηνο όηη ε εηθόλα ελόο αλνηρηνύ δηαζηήκαηνο κέζσ κηαο 

ζπλερνύο κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο είλαη αλνηρηό δηάζηεκα. Απηό δελ είλαη πάληνηε 

αιεζέο. 

Π.ρ γηα ηε ζπλάξηεζε: f :   κε 
2

2x
f (x)

1 x



 απνδεηθλύεηαη όηη ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο, δειαδή ε εηθόλα ηνπ αλνηρηνύ δηαζηήκαηνο ( , )   είλαη ην θιεηζηό δηάζηεκα 

[ 1,1] . 

 

12) Πεδίν νξηζκνύ ηεο (gf) 

Δίλαη γλσζηό όηη αλ ε f : A  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε g : B  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0f (x ) , ηόηε ε ζύλζεζε g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  κε 

0 0 0(g f ) (x ) g (f (x ))f (x )    

(θαη απηή ε ηδηόηεηα βέβαηα κε ηελ εμαίξεζε πνπ αλαθέξακε λσξίηεξα, εθόζνλ δει. ην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο g f  είλαη θαηάιιειν) 

 

Τη γίλεηαη όκσο αλ ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  ή ε g δελ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 0f (x ) ;  

Σην ζρνιηθό βηβιίν δελ αλαθέξεηαη θάηη ζρεηηθό. Σπλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα λνκίδεηαη 

όηη αλ δελ ηζρύνπλ νη παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο, ηόηε ε g f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0x . Απηό πνπ ηζρύεη είλαη όηη: 

 

Η ζύλζεζε g f  κπνξεί λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x  θαη αλ αθόκε δελ ηζρύεη 

θακία από ηηο παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο. Μπνξεί θπζηθά θαη λα κελ είλαη. 

  

Βιέπε 4 παξαδείγκαηα ζην [2] 
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ΠΡΟ΢ΟΥΗ: Αλ ε g f   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x , δελ ηζρύνπλ όκσο νη 

παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο, δελ κπνξνύκε λα γξάςνπκε  
0 0 0

(g f ) (x ) g (f(x ))f (x )    

αθνύ δελ νξίδεηαη θάπνηνο όξνο ηνπ 2
ν
 κέινπο. 

 

Αληίζηνηρα ιάζε γίλνληαη θαη όηαλ δελ ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ζηα ζεσξήκαηα 

Bolzano, Rolle θαη Μέζεο Τηκήο. 

 

13) Παξαγώγηζε πξάμεσλ ζπλαξηήζεσλ 

Δίλαη γλσζηέο νη πξνηάζεηο: 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0x , ηόηε θαη νη ζπλαξηήζεηο 

f g, f g, f g    θ.ι.π είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0x  (αλ θαη απηό δελ ηζρύεη αθξηβώο 

έηζη όπσο αλαγξάθεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν. Βι. [2]). 

 

Αληίζηνηρα κε ηα όξηα (θαζόζνλ θαη ε παξάγσγνο όξην είλαη):  

 

Αλ κηα ή θαη νη δύν ζπλαξηήζεηο f θαη g δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζε θάπνην ζεκείν 

0
x , απηό δε ζεκαίλεη όηη θάζε ζπλάξηεζε πνπ πεξηέρεη ηελ f  ή ηελ g ή θαη ηηο δύν 

δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x .  

 

Γίλνπκε δύν παξαδείγκαηα.  

 

Παξάδεηγκα 1
ν
   

΢ην παξάδεηγκα απηό νύηε ε  f  θαη  g νύηε ε  g  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0, ε f g  

όκσο είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Δίλαη γλσζηό όηη ε ζπλάξηεζε f (x) x  , x [0, )  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Δπνκέλσο θαη ε ζπλάξηεζε g(x) x x  , x [0, )   δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Γηόηη αλ ήηαλ ε g παξαγσγίζηκε ζην 0, ηόηε ε ζπλάξηεζε x x g(x)   ζα ήηαλ 

παξαγσγίζηκε ζην 0, πξάγκα άηνπν. 

Δλώ ινηπόλ νη ζπλαξηήζεηο  f  θαη  g  δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0, ε ζπλάξηεζε 

(f g)(x) x   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

΢ην παξάδεηγκα απηό ε  f  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0, ε g είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 0 όκσο ε f g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Η ζπλάξηεζε f (x) x  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. Η ζπλάξηεζε g(x) εκx  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Τν γηλόκελό ηνπο h(x) x εκx  είλαη ζπλάξηεζε παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Πξάγκαηη:  

x 0 x 0

h(x) h(0) x εκx
lim lim

x 0 x 


 

 x 0

εκx
lim x 0 1 0 h (0)

x

 
     

 
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14) Παξαγώγηζε εμίζσζεο.  

Η παξάγσγνο ηεο f ζην 
0x  σο όξην ηεο ζπλάξηεζεο 0

0

f (x) f (x )
ι(x)

x x





 όηαλ 

0x x  

γηα λα νξίδεηαη πξέπεη, ε ι(x) , άξα θαη ε f (x)  λα νξίδεηαη θαη ζην 
0x θαη θνληά ζην 

0x , δειαδή ζε έλα ηνπιάρηζηνλ δηάζηεκα ηεο κνξθήο 
0(α, x )  ή 

0(x ,β) . 

 

Καηά ηε κειέηε εμηζώζεσλ, γίλεηαη ην ζνβαξό ιάζνο λα παξαγσγίδνληαη ηα δύν 

κέιε.  

 

Γίλνληαη π.ρ θάπνηεο ζπλαξηήζεηο f θαη g (κπνξεί λα δνζνύλ νη ηύπνη ηνπο ή θάπνηεο 

ηδηόηεηέο ηνπο) θαη δεηείηαη λα απνδείμνπκε όηη ε εμίζσζε f (x) g(x)  έρεη κηα ξίδα 

ζην δηάζηεκα (α,β) . 

Σηελ πεξίπησζε απηή, ε ζρέζε f (x) g(x)  αιεζεύεη γηα θάπνηεο κόλν ηηκέο ηνπ x πνπ 

δελ απνηεινύλ δηάζηεκα. Έηζη ε παξαγώγηζε f (x) g (x)   δελ έρεη λόεκα. 

 

15) Παξαγώγηζε ζπλάξηεζεο κε πεδίν νξηζκνύ ην  

 

Παξάδεηγκα (άζθεζε ζρνιηθνύ βηβιίνπ) 

Έλα πξαθηνξείν ηαμηδηώλ δηνξγαλώλεη κηα εθδξνκή. Αλ ζηελ εθδξνκή 

ζπκκεηάζρνπλ 100 άηνκα, θαζέλα ζα πιεξώζεη 1000 €. Γηα θάζε επηπιένλ άηνκν, ε 

ηηκή κεηώλεηαη θαηά 5 €. Πόζα άηνκα επηπιένλ πξέπεη λα ζπκκεηάζρνπλ ώζηε ην 

πξαθηνξείν λα έρεη ηα πεξηζζόηεξα έζνδα; 

 

Λύζε 

Αλ x είλαη ν αξηζκόο ησλ επηπιένλ αηόκσλ, ζα ζπκκεηάζρνπλ 100 x  άηνκα θαη 

θαζέλα ζα πιεξώζεη (1000-5x) € . Δπνκέλσο ηα ζπλνιηθά έζνδα ηνπ πξαθηνξείνπ ζα 

είλαη  
2E(x) = (100 + x)(1000 - 5x) = -5x  + 500x + 100 000  

Πξέπεη λα βξνύκε ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο  

E:     κε   2E(x) = -5x  + 500x + 100 000  

Δδώ πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη ε παξαγώγηζε ηεο E(x)  δελ έρεη λόεκα, αθνύ ε 

ζπλάξηεζε Δ νξίδεηαη κόλν ζην . 

 

Αλαιπηηθή ιύζε θαη παξαηεξήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο δίλεηαη ζην [2]  

 

16) Παξαγώγηζε αληζνηήησλ 

 

Οη αληζόηεηεο δελ κπνξνύλ λα 

παξαγσγηζηνύλ. 

Αλ δειαδή γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  f  θαη  g  

ηζρύεη π.ρ ε ζρέζε f(x) > g(x) , δελ 

πξνθύπηεη θακία δηάηαμε γηα ηηο  f (x)  θαη 

g (x)   

 

Σην δηπιαλό ζρήκα, είλαη f(x) > g(x)  γηα 
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θάζε x Γ [α,β]   

 

Δπίζεο g (x) 0   γηα θάζε x Γ  (αθνύ ε g  είλαη ζηαζεξή), ελώ γηα ηελ f   αιινύ 

ηζρύεη f (x) > 0 , αιινύ f (x) < 0  θαη αιινύ f (x) = 0  

 

17) Ιδηόηεηεο ζε δηάζηεκα 

Οη πεξηζζόηεξεο ηδηόηεηεο ησλ παξαγώγσλ (όπσο θαη ηεο ζπλέρεηαο) ηζρύνπλ ζε 

δηάζηεκα. 

 

Παξαζέηνπκε δύν πξνηάζεηο (ε 2
ε
 είλαη ζπλέπεηα ηεο 1

εο
). 

 

Πξόηαζε 1 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

Γ  κε  

f (x) = 0  γηα θάζε 
0

x Γ  ηόηε ε f είλαη ζηαζεξή ζην Γ. 

 

Πξόηαζε 2 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην Γ θαη ηζρύεη f (x) = g (x)    γηα θάζε 

0
x Γ  ηόηε ππάξρεη c  ώζηε f = g + c  δειαδή f (x) = g (x)+ c γηα θάζε x Γ . 

Φξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή ζηε ρξήζε ησλ παξαπάλσ ζεσξεκάησλ.  

 

Αλ π.ρ f (x) 0   *x ( ,0) (0, )       δελ πξνθύπηεη όηη *f (x) c x   , αιιά 

1

2

c αλ x ( ,0)
f (x)

c αλ x (0, )

 
 

 
 

Γείηε ζρεηηθό παξάδεηγκα ζην [2] 

  

΢ην αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ κπνξεί επίζεο λα γίλεη ην εμήο ζνβαξό 

ιάζνο: 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή ζην 

δηάζηεκα Γ, ηόηε f (x) 0   γηα θάζε x Γ  

 

Η παξαπάλσ πξόηαζε είλαη αιεζήο κόλν αλ ην 

Γ είλαη αλνηρηό. Έηζη ζην δηπιαλό ζρήκα, ελώ 

ε ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή ζην θιεηζηό 

δηάζηεκα [α,β] , ζηα ζεκεία α θαη β δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε. 
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18) Κακππιόηεηα – ΢εκεία θακπήο 

Οη νξηζκνί ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ γηα ηελ θακππιόηεηα είλαη νη εμήο: 

Α)  Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

Γ   

Λέκε όηη 

 Η f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλ. 

αύμνπζα ζην 
0

Γ . 

 

 Η f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλ. 

θζίλνπζα ζην
0

Γ . 

 

Β) Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα (α,β)  κε εμαίξεζε ίζσο ην 

ζεκείν 
0

x (α,β) . Αλ  

 ε f είλαη θπξηή ζην 
0

(α,x )  θαη θνίιε ζην 
0

(x ,β)  ή αληίζηξνθα 

 ε 
f 

c έρεη εθαπηνκέλε ζην 
0

x  

ηόηε ην ζεκείν 
0 0

(x ,f (x ))  ιέγεηαη ζεκείν θακπήο ηεο 
f 

c . 

 

Σύκθσλα κε ηνπο νξηζκνύο απηνύο: 

 

α) Η θακππιόηεηα κηαο ζπλάξηεζεο νξίζηεθε κόλν ζε δηάζηεκα θαη όρη ζε 

νπνηνδήπνηε ζύλνιν. Π.ρ  δελ κπνξνύκε λα κηιάκε γηα θακππιόηεηα ζην ζύλνιν  

(1,2) (2,3) . 

 

β) Γηα λα είλαη ην 0x  ζεκείν θακπήο, πξέπεη ζην 0x  λα ππάξρεη εθαπηνκέλε. Δδώ 

ππάξρεη κηα ζύγρπζε. 

 

Δπεηδή ε θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε είλαη εθηόο δηδαθηέαο ύιεο, γηα ηνπο καζεηέο νη 

εθθξάζεηο "ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x " θαη "ε 
f 

c  έρεη εθαπηνκέλε ζην 
0

x " 

είλαη ηζνδύλακεο. Έηζη, ην όηη ε f  δελ είλαη απαξαίηεηα παξαγσγίζηκε ζην 0x , ε f c  

όκσο έρεη εθαπηνκέλε ζην 0x  θαίλνληαη αληηθαηηθά. Όκσο ν νξηζκόο εδώ ζέιεη λα 

ζπκπεξηιάβεη θαη ηελ πεξίπησζε ηεο θαηαθόξπθεο εθαπηνκέλεο θαη γηα ηνλ ιόγν απηό 

δελ απαηηεί ε f λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . Γειαδή αληίθαζε δελ ππάξρεη. 

 

γ) Γηα λα είλαη ην 0x  ζεκείν θακπήο, ν νξηζκόο απαηηεί ε f c  λα είλαη θπξηή ζε 

δηάζηεκα 0(α, x )  θαη θνίιε ζε δηάζηεκα 0(x ,β)  ή αληίζηξνθα. Πξνο ηνύην αξθεί 

f (x) 0   ζην 0(α, x )   θαη f (x) 0   ζην 0(x ,β)   ή αληίζηξνθα. Δπνκέλσο δελ αξθεί ε 

f   λα είλαη ζεηηθή ζε θάπνην ζεκείν ηνπ 0(α, x )   θαη αξλεηηθή ζε θάπνην ζεκείν ηνπ 

0(x ,β) .  

Η παξαλόεζε απηή νδήγεζε ζην ιάζνο ζέκα ησλ Παλειιαδηθώλ ηνπ 2003
2
 

                                                
2 Γηα όιεο ηηο ιεπηνκέξεηεο ηνπ ζέκαηνο, βιέπε άξζξν καο 
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δ) Γηα λα είλαη ην ζεκείν 
0x  ζεκείν θακπήο δελ είλαη απαξαίηεην ε f λα είλαη δύν 

θνξέο παξαγσγίζηκε ζην 
0x . Αξθεί ζην 

0x  ε 
f c   λα δέρεηαη εθαπηνκέλε. Απηό 

ζπκβαίλεη όηαλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x   ή αθόκε θαη όηαλ δελ είλαη, επεηδή ην 

0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim ή

x x


  


νπόηε δέρεηαη θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε. 

 

ε) Αληίζεηα κε ηε κνλνηνλία θαηά ηελ νπνία αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζηα 

0(α, x ]  θαη 0[x ,β)  ηόηε ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζηελ έλσζε 0 0(α, x ] [x , β)=(α, β) , 

γηα ηελ θακππιόηεηα δελ ηζρύεη ε αληίζηνηρε πξόηαζε. Γειαδή: 

 

Αλ ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηα 
0

(α,x ]  θαη 
0

[x ,β) , δελ πξνθύπηεη ζπκπέξαζκα 

γηα ηελ θακππιόηεηα ζηελ έλσζε 
0 0

(α, x ] [x , β)=(α, β)  

 

Απηό πξνθύπηεη εύθνια κε ηε βνήζεηα ελόο δηαγξάκκαηνο ζην νπνίν θαηαθαίλεηαη ε 

αιήζεηα ηεο πξόηαζεο. Από ην ίδην ην δηάγξακκα θαηαζθεπάζακε θαη ηελ αληίζηνηρε 

ζπλάξηεζε πνπ ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα [ 1,1]  θαη [1,3] , 

ελώ δε ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηελ έλσζε [ 1,1] [1,3] [ 1,3]    . 

 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο:  
2

2

x , αλ 1 x 1
f(x)

(x 2) , αλ 1 x 3

   
 

  
 

Η f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

 

Δίλαη: 
2x, αλ 1 x 1

f (x)
2(x 2), αλ 1 x 3

  
  

  
 

 

Η f   είλαη γλ. αύμνπζα ζηα ( 1,1)  θαη (1,3) , άξα  

ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζε θαζέλα από ηα 

δηαζηήκαηα  [ 1,1]  θαη [1,3] , όκσο ε f δε ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηελ έλσζε  

[ 1,1] [1,3] [ 1,3]    , αθνύ ε f   δελ είλαη γλ. αύμνπζα ζην ( 1,3) . 

Πξάγκαηη, 
1

f ( ) 1
2

   θαη 
3

f ( ) 1
2

   , δειαδή 
1 3

f ( ) > f ( )
2 2

   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                          
α) Σην πεξηνδηθό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ ηεο Δ.Μ.Δ Ηκαζίαο, ηεύρνο 2, ζει. 119-123 

β) Δθεκεξίδα ΛΑΟΣ  ηεο Ηκαζίαο ηεο 30-5-2003 ζηε δηεύζπλζε www.laosver.gr 

γ) Δθπαηδεπηηθή ηζηνζειίδα www.teach.gr 

http://www.teach.gr/
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΢ει. 29 

19) Καλόλαο ηνπ De l’ Hospital 

 

Σύκθσλα κε απηόλ (αληηγξάθνπκε ηνλ θαλόλα από ην ζρνιηθό βηβιίν):  

 

Θεώξεκα 1
ν
 (κνξθή 

0

0
)  

Αλ 
0x x

lim f(x) 0


 , 
0x x

lim g(x) 0


 , 
0

x R { , }     θαη ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 
0 0x x x x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x) 





 

 

Θεώξεκα 2
ν
 (κνξθή 




)  

Αλ 
0x x

lim f(x)


  , 
0x x

lim g(x)


  , 
0

x R { , }     θαη ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 
0 0x x x x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x) 





 

 

 

Παξαηεξήζεηο 

α) Σν ζεώξεκα ηζρύεη θαη γηα ηηο κνξθέο , ,
  

  
 

β) Σα παξαπάλσ ζεσξήκαηα ηζρύνπλ θαη γηα πιεπξηθά όξηα θαη κπνξνύκε, αλ 

ρξεηάδεηαη, λα ηα εθαξκόζνπκε πεξηζζόηεξεο θνξέο, αξθεί λα πιεξνύληαη νη 

πξνϋπνζέζεηο ηνπο. 

 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital γίλνληαη πνιιά ιάζε θαη πνπ νθείινληαη 

θπξίσο ζηε κε ύπαξμε ησλ πξνϋπνζέζεσλ. 

 

Γηα ηε ζσζηή εθαξκνγή πξέπεη λα γλσξίδνπκε όηη: 

 

α) Γηα λα νξίδεηαη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 πξέπεη νη f   θαη g  λα νξίδνληαη ζε κηα πεξηνρή ηνπ 

0
x θαη δελ αξθεί λα νξίδνληαη ζην 

0
x . 

β) Πξέπεη λα ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




 

 

Αλαθέξνπκε ζρεηηθά ην  

 

Παξάδεηγκα 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίδεηαη 

ζην 
0

x Γ . Να απνδείμεηε όηη: 
0

0 0

x x
0

xf(x ) x f (x)
lim

x x





0 0 0

f (x ) x f (x )    

(4
ε
 ΓΔ΢ΜΗ 1991) 



ΑΝΑΛΥΣΗ  Γ΄  ΛΥΚΕΙΟΥ:  Ημερίδα  Ελληνογαλλικής  Σχολής  ΚΑΛΑΜΑΡΙ,   Σάβ  3  Δεκ  2016 

΢ει. 30 

 

Τν ιάζνο πνπ κπνξεί λα γίλεη εδώ, είλαη λα γίλεη εθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital 

ελώ γηα ηε ζπλάξηεζε f δόζεθε όηη παξαγσγίδεηαη κόλν ζην 
0x  θαη δελ είλαη γλσζηό αλ 

παξαγσγίδεηαη ζε πεξηνρή ηνπ 
0x  (γηα λα έρεη λόεκα ην  

0x x
lim f (x)


 , ε f   πξέπεη λα 

νξίδεηαη ζε πεξηνρή ηνπ 
0x ).  

 

Η ιύζε ινηπόλ δελ κπνξεί λα γίλεη κε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital θαη πξέπεη λα γίλεη σο 

εμήο: 

 

0

0 0

x x
0

xf (x ) x f (x)
lim

x x




 0

0 0 0 0 0 0

x x
0

xf (x ) x f (x ) x f (x ) x f (x)
lim

x x

  



 

0

0 0 0
0

x x
0 0

(x x )f (x ) f (x) f (x )
lim x

x x x x

  
   

  
0 0 0f (x ) x f (x )  

 

Αλ εθαξκνζηεί ν θαλόλαο De l’ Hospital ζα δώζεη ην ίδην απνηέιεζκα, αθνύ ε 

άγλσζηε ζπλάξηεζε  f  ζα κπνξνύζε λα είλαη παξαγσγίζηκε ζε πεξηνρή ηνπ 0x  θαη όρη 

κόλν ζην 0x . Όκσο θάηη ηέηνην δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαηά ηε ιύζε. 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital γίλνληαη δύν ζεκαληηθά ιάζε όπσο 

θαίλεηαη ζηε ιύζε πνπ αθνινπζεί: 

0

0 0

x x
0

xf (x ) x f (x)
lim

x x






 

 0

0 0

x x

0

xf (x ) x f (x)
lim

x x





 0

0 0

x x

f (x ) x f (x)
lim

1


 0 0 0x x f (x )   

Τν 1
ν
 ιάζνο είλαη όηη ζεσξνύκε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε όρη κόλν ζην x0, αιιά θαη ζε 

πεξηνρή ηνπ x0 ώζηε λα κπνξνύκε λα γξάςνπκε 
0

0 0

x x

f (x ) x f (x)
lim

1


 . 

Τν 2
ν
 ιάζνο είλαη λα ζεσξνύκε όηη ε f   είλαη ζπλερήο ζην x0 ώζηε λα γξάθνπκε 

0

0 0

x x

f (x ) x f (x)
lim

1


 0 0 0x x f (x )  

 

Μηα άιιε ζεκαληηθή παξαηήξεζε ζηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα ηνπ De l’ Hospital 

Γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο ηνπ De l’ Hospital, πξέπεη λα ππάξρεη ην όξην ηνπ 

πειίθνπ ησλ παξαγώγσλ. Ο θαλόλαο ιέεη όηη: 

 εθόζνλ ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim α { , }

g (x)


    


, ηόηε ππάξρεη θαη ην 

0x x

f (x)
lim α

g(x)
  

Σηελ πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g (x)




, είλαη δπλαηό λα ππάξρεη ην 

0x x

f (x)
lim

g(x)
 

όπσο δείρλνπκε ζην παξαθάησ παξάδεηγκα. 

 

Να βξεζεί ην 
x

x εκx
lim

2x ζπλx




 

 

Μπνξεί εύθνια λα απνδεηρζεί όηη θαη ην όξην ηνπ αξηζκεηή θαη ην όξην ηνπ 

παξνλνκαζηή είλαη +  
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΢ει. 31 

Πξάγκαηη, γηα θάζε x 0, είλαη:  

εκx

x
=

1
εκx

x
 

1

x
 -

1

x


εκx

x


1

x
 θαη επεηδή 

x
lim


(-
1

x
)=

x
lim


1

x
=0, 

πξνθύπηεη όηη είλαη θαη 
x
lim


εκx

x
=0 

Δπνκέλσο: 
x
lim


(x-εκx)= 
x
lim


[x(1-
εκx

x
)]=( )  1=  

Με ηνλ ίδην ηξόπν βξίζθνπκε όηη είλαη θαη 
x
lim


(2x+ζπλx)=  , δειαδή ηζρύεη ε 

πξώηε πξνϋπόζεζε ηνπ θαλόλα De l’ Hospital. Όκσο ν θαλόλαο De l’ Hospital δελ 

κπνξεί λα εθαξκνζηεί. Γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο πξέπεη λα ππάξρεη ην 

x
lim


(x εκx)

(2x ζπλx)




= 

x
lim


1 ζπλx

2 εκx




 

Όκσο ην όξην απηό δελ ππάξρεη, όπσο απνδεηθλύνπκε ακέζσο: 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε: f(x)= 
1 ζπλx

2 εκx




 θαη ηηο αθνινπζίεο: xλ=2λπ   θαη  

λx   =
π

2λπ
2

   

Οη αληίζηνηρεο αθνινπζίεο ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 

λ

1 ζπλ(2λπ)
f (x ) 0 0

2 εκ(2λπ)


  


 θαη 

λ

π
1 ζπλ(2λπ )

2f (x ) 1 1
π

2 εκ(2λπ )
2

 
   

 

 

Δπεηδή νη αθνινπζίεο λf (x ) θαη λf (x ) έρνπλ δηαθνξεηηθά όξηα, δελ ππάξρεη ην 

x

1 ζπλx
lim

2 εκx




 

 

Έηζη δελ κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital. 

 

Παξόια απηά ην όξην ππάξρεη θαη κπνξεί λα βξεζεί ρσξίο ηνλ θαλόλα De l’ Hospital σο 

εμήο: 

 

x
lim


x εκx

2x ζπλx




=

x
lim


εκx
x(1 )

x
ζπλx

x(2 )
x





=
x
lim


εκx
1

x
ζπλx

2
x





=
1

2
 δηόηη όπσο βξήθακε πξηλ είλαη 

x
lim


εκx

x
=0 θαη γηα ηνλ ίδην ιόγν είλαη 

x
lim


ζπλx

x
=0 
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΢ΥΔΣΙΚΔ΢ ΔΙ΢ΗΓΗ΢ΔΙ΢ ΜΟΤ ΑΠΟ ΣΙ΢ ΟΠΟΙΔ΢ ΑΝΣΛΗΘΗΚΔ ΣΟ ΤΛΙΚΟ 

ΣΗ΢ ΠΑΡΟΤ΢Α΢ ΔΙ΢ΗΓΗ΢Η΢: 

 

1. Μαζεκαηηθά Γ΄ Λπθείνπ. Σεκεία πνπ ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή 

 

2. Παξάγσγνη. Σεκεία πνπ ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή 

 

3. Αλάιπζε Γ΄ Λπθείνπ. Σπλεζηζκέλα θαη αζπλήζηζηα ιάζε 

 

4. Αλάιπζε Γ΄ Λπθείνπ. Δπηζεκάλζεηο θαη δηεπθξηλίζεηο κε αθνξκή ζέκαηα   

Παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ 

 

5. Σεκεία δηαθσληώλ 

 

6. Η ζσζηή ρξήζε ησλ ζπκβόισλ θαη   

 

7. Οινθιεξώκαηα. Α΄ κέξνο 

 

8. Οινθιεξώκαηα. Β΄ κέξνο 

 

 


