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Δπηζεκάλζεηο θαη δηεπθξηλίζεηο κε αθνξκή ζέκαηα 

Παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ 

 
Δηζεγεηήο: Νίθνο Ησζεθίδεο, Μαζεκαηηθόο, Βέξνηα 

 

Αγαπεηνί ζπλάδειθνη, 

ζα ζπκθσλήζεηε πηζηεύσ όηη ηα πεξηζζόηεξα εξσηεκαηηθά θαη δπζθνιίεο ζηα 

Μαζεκαηηθά ηνπ Λπθείνπ παξνπζηάδνληαη ζηελ Αλάιπζε ηεο Γ'  ηάμεο. Απηό καο  

ώζεζε λα επηιέμνπκε σο κάζεκα ηελ Αλάιπζε θαη σο ζέκα ηα εξσηεκαηηθά πνπ 

δεκηνπξγήζεθαλ κε αθνξκή ζέκαηα Παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ πνπ δεκηνύξγεζαλ 

αλαζηάησζε ή ην ιηγόηεξν ακθηβνιίεο γηα ηελ νξζόηεηά ηνπο ή ην δίθαην ηεο 

βαζκνιόγεζήο ηνπο. Τα εξσηεκαηηθά απηά είλαη πνιιά. Δδώ ζα αλαιύζνπκε θαη ζα 

ζρνιηάζνπκε κεξηθά κόλν από απηά πνπ ζπλαληνύκε ζπρλόηεξα˙ θαη από απηά  πάιη, 

ζα αλαιύζνπκε εθείλα γηα ηα νπνία ππάξρνπλ νη πεξηζζόηεξεο ή εληνλόηεξεο 

δηαθσλίεο. 

 

Δίλαη ινγηθό ινηπόλ, ζηα ζέκαηα πνπ αλαπηύζζνπκε εδώ, λα ππάξμνπλ αληηξξήζεηο 

θαη δηαθσλίεο, όκσο ν ζθνπόο ηεο ζπδήηεζεο είλαη αθξηβώο απηόο, δειαδή κέζα από 

έλαλ δεκηνπξγηθό δηάινγν λα αλαθαλνύλ νη δηαθσλίεο απηέο θαη λα θαηαιήμνπκε ζε 

θάπνηα ζπκπεξάζκαηα. 

 

Κάπνηεο από ηηο δηαθσλίεο απηέο νθείινληαη ζην πσο αληηιακβάλεηαη θαλείο ηνπο 

νξηζκνύο θαη ηηο ζπκβάζεηο πνπ έρνπλ γίλεη ζηα καζεκαηηθά θαη όρη ζην ηη είλαη 

ζσζηό ή ιάζνο. Άιιεο νθείινληαη ζηε κε απζηεξή κειέηε θάπνησλ ζεκάησλ πνπ 

αλαπόθεπθηα δεκηνπξγνύλ αζάθεηεο θαη εξσηεκαηηθά π.ρ ε κειέηε ησλ νξίσλ. 

 

Δπεηδή ηα ζρνιηθά βνεζήκαηα αθνινπζνύλ επαθξηβώο ην ζρνιηθό βηβιίν, νη αζάθεηεο 

θαη ηα εξσηεκαηηθά ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ θαζώο θαη ε κε απζηεξή κειέηε θάπνησλ 

ζεκάησλ, αθνινπζείηαη θαη ζ’ απηά.  

 

Τα πεξηζζόηεξα ζέκαηα πνπ αλαιύνληαη εδώ δεκνζηεύζεθαλ ζηελ ηνπηθή εθεκεξίδα 

ΛΑΟΣ ηεο Βέξνηαο,1 ζην πεξηνδηθό ΑΠΟΛΛΨΝΙΟΣ2 θαη ζην Internet. 

 

 

Οη ζπλάδειθνη πνπ έρνπλ ζύλδεζε κε ην Internet κπνξνύλ λα πξνκεζεπηνύλ ηελ 

ειεθηξνληθή κνξθή ηνπ άξζξνπ αλ επηθνηλσλήζνπλ κε ην e-mail iossifid@otenet.gr 

ή κε ην iossifid@yahoo.gr 

 

 

                                                        
1 Ζ ειεθηξνληθή δηεύζπλζε ηεο εθεκεξίδαο είλαη: www.laosver.gr  
2 ΑΠΟΛΛΩΝΗΟ: Πεξηνδηθό ηεο Δ.Μ.Δ Ζκαζίαο 

mailto:iossifid@otenet.gr


Σελ. 2 

1. ΠΛΖΘΟ ΑΡΗΘΜΩΝ μ ΠΟΤ ΗΚΑΝΟΠΟΗΟΤΝ 

ΚΑΠΟΗΑ ΤΝΘΖΚΖ 

 
Πνιιά είλαη ηα πξνβιήκαηα πνπ δεηνύλ λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη μ κε θάπνηα 

ηδηόηεηα. Η πην ζπρλή πεξίπησζε είλαη ε εύξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ ξηδώλ κηαο 

εμίζσζεο. 

Σρνιηάδνπκε ην ζέκα 3 πνπ ηέζεθε ζηηο Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ην έηνο 2002.3  

 

 

Θέκα 3
ν
  (Θεηηθή θαη Σερλνινγηθή Καηεύζπλζε, 2002) 

 

Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδίν νξηζκνύ ην R. Γίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε 

ηεο ζύλζεζεο fog  είλαη 1-1. 

   α)  Να δεηρζεί όηη ε g είλαη 1-1. 

   β)  Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε: 3
g f x + x - x = g f x + 2x -1  

έρεη αθξηβώο δύν ζεηηθέο θαη κία αξλεηηθή ξίδα. 

 

 

Σρνιηάδνπκε κόλν ην (β) εξώηεκα. 
g:1 1

3g f x x x g f x 2x 1  
3 3f x x x f x 2x 1 x 3x 1 0   (1) 

 

Πξέπεη λα δείμνπκε όηη ε (1) έρεη αθξηβώο 3 ξίδεο, δύν ζεηηθέο θαη κία αξλεηηθή. 

Θέηνπκε 3h(x) x 3x 1. 

Η ζπλήζεο απόδεημε είλαη ε εμήο: 

 

Δθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ h ζηα δηαζηήκαηα [–2, –1], [0, 1], [1, 2]. 

 

 h ζπλερήο ζην [–2, –1]. 

 h(–2)h(–1) = –13 < 0, 

επνκέλσο ε h(x) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (–2, –1), δειαδή κία αξλεηηθή 

ξίδα. 

Όκνηα ε h(x) = 0 έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0, 1) θαη κία ζην (1, 2), δειαδή ε 

h(x) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ 3 ξίδεο θαη επεηδή είλαη 3
νπ

 βαζκνύ (πνιπσλπκηθή) δελ έρεη 

άιιεο ξίδεο. 

 

Η απόδεημε απηή είλαη πιήξεο˙ δεκηνπξγείηαη όκσο έλα εξώηεκα: 

 

Τν Θεκειηώδεο Θεώξεκα ηεο Άιγεβξαο, όηη δειαδή: 

 

"Κάζε πνιπωλπκηθή εμίζωζε ληνζηνύ βαζκνύ κε ζπληειεζηέο από ην C έρεη 

αθξηβώο λ ξίδεο ζην C", 

                                                        
3 Παξαζέηνπκε ην ζρεηηθό άξζξν όπσο αθξηβώο δεκνζηεύζεθε ζην πεξηνδηθό ΑΠΟΛΛΩΝΗΟ, ηεύρνο 1, 

ηεο Δ.Μ.Δ Ζκαζίαο ζηηο ζει. 50-53. 



Σελ. 3 

αλ θαη πεξηέρεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν ζην θεθάιαην ησλ Μηγαδηθώλ Αξηζκώλ, είλαη 

έμσ από ηε δηδαθηέα ύιε. Θα κπνξνύζε ινηπόλ λα ρξεζηκνπνηεζεί; Τν γλώξηδαλ όινη 

νη καζεηέο; 

Πώο αιιηώο ζα κπνξνύζαλ λα απνδείμνπλ όηη δελ ππάξρνπλ άιιεο ξίδεο; 

 

Γίλνπκε δύν άιιεο απνδείμεηο πνπ πηνζεηνύληαη από πνιινύο καζεηέο, είλαη όκσο 

ειιηπείο. Θα ζπκπιεξώζνπκε ηηο ιύζεηο, ώζηε λα είλαη πιήξεηο. 

 

Α΄ Απόδεημε: (Με ηε κνλνηνλία) 

 
3h(x) x 3x 1 

2h (́x) 3x 3 3 x 1 x 1 .  

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα κεηαβνιώλ ηεο h. 

 

x  –1

–

0–2 21

+0+h΄(x)

h(x)

0

 
 

Από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε h είλαη γλ. κνλόηνλε ζηα δηαζηήκαηα (-2, 

–1), (0, 1) θαη (1, 2), άξα νη ξίδεο πνπ βξέζεθαλ κε ην Θ. Bolzano ζηα παξαπάλσ 

δηαζηήκαηα είλαη κνλαδηθέο. 

 

Σν ζπκπέξαζκα απηό όκσο δελ είλαη ζσζηό, όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ 

αληηπαξάδεηγκα: 

Η ζπλάξηεζε  f(x) = x
3
 είλαη γλ. αύμνπζα ζην R, αθνύ κε x1, x2R θαη  

x1 < x2     3 3

1 2x x   δειαδή  f(x1) < f(x2). 

Όκσο ε εμίζσζε f(x) = 0  έρεη 3 ξίδεο ίζεο κε 0 θαη όρη κόλν κία. 

 

Τνλίδνπκε όηη ζην Θεκειηώδεο Θεώξεκα ηεο Άιγεβξαο ζην πιήζνο ησλ ξηδώλ 

πξνζκεηξάηαη θαη ε πνιιαπιόηεηά ηνπο,  

δειαδή ε εμίζσζε x
3
 = 0 έρεη ηξεηο ξίδεο x1 = x2 = x3 = 0 θη όρη κόλν κία).4  

Έηζη ινηπόλ ε παξαπάλσ ιύζε δελ απνδεηθλύεη όηη νη ξίδεο πνπ βξήθακε είλαη 

κνλαδηθέο, δειαδή ε παξαπάλσ απόδεημε είλαη ειιηπήο. 

 

Σν όηη κία ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ δελ αξθεί γηα λα έρεη ε 

f κνλαδηθή ξίδα ζην Γ. 

 

Ιζρύεη όκσο ην εμήο:  

 

"Αλ γηα ηελ πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε f ηζρύεη: f΄(x) > 0 ζην 

δηάζηεκα Γ, ηόηε ε f δελ κπνξεί λα έρεη ζην Γ ξίδα πνιιαπιόηεηαο 

 2". 

                                                        
4 Λέκε όηη ν αξηζκόο ξ είλαη ξίδα ηνπ πνιπσλύκνπ f(x) (ή ηζνδύλακα ηεο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο f(x) = 0), 

βαζκνύ πνιιαπιόηεηαο θ (θ*
) αλ  (x – ξ)

θf(x) ελώ 
θ 1

x ξ f (x) . Ηζνδύλακα: f(x) = (x – ξ)
θπ(x), κε 

π(ξ)  0. 



Σελ. 4 

 

Πξάγκαηη, αλ ξ ξίδα ηεο f(x) = 0, βαζκνύ πνιιαπιόηεηαο  2, ζα είλαη: 

 

f(x) = (x – ξ)
2
π(x)    f΄(x) =2(x – ξ)π(x) + (x – ξ)

2
π΄(x), άξα  f΄(ξ) = 0. 

 

Έηζη, ην γεγνλόο πνπ απνδεηθλύεη όηη ε ξίδα ηεο h ζην (–2, –1) είλαη κνλαδηθή  

είλαη ην όηη h΄(x) > 0 ζην (–2, –1). Γελ αξθεί ην όηη ε h είλαη γλ. κνλόηνλε ζην  

(–2, -1). 

 

 

Σνλίδνπκε όηη κία ζπλάξηεζε f κπνξεί λα είλαη γλ. αύμνπζα (αλη. γλ. θζίλνπζα) 

ζην δηάζηεκα Γ θαη όηαλ f΄(x)  0 (αλη. f΄(x)  0), αξθεί ηα ζεκεία κεδεληζκνύ 

ηεο f λα κελ απνηεινύλ δηάζηεκα, δειαδή ν κεδεληζκόο ηεο f΄ ζε κεκνλσκέλα 

ζεκεία δελ επεξεάδεη ηε κνλνηνλία ηεο f, αλ ε f δελ αιιάδεη πξόζεκν εθαηέξσζελ 

απηώλ ησλ ζεκείσλ.  

 

Ψο εδώ απνδείμακε όηη νη ξίδεο ηεο h ζηα παξαπάλσ δηαζηήκαηα είλαη κνλαδηθέο. 

Υπάξρνπλ όκσο άιιεο ξίδεο έμσ από ηα δηαζηήκαηα απηά; 

 

Μπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη δελ ππάξρνπλ άιιεο ξίδεο σο εμήο: 

Δίλαη: 
x x
lim h(x) θαη lim h(x)  

Δπίζεο: h(–1) = 3  θαη  h(1) = –1. 

 

Σην δηάζηεκα (–, –1] ε h είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζπλερήο, άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

είλαη ην (–, 3] θαη επεηδή ζην (–, –1) είλαη f΄(x) > 0, ππάξρεη κνλαδηθή ξίδα ζην  

(–, –1]. 

 

Όκνηα, ππάξρεη κνλαδηθή ξίδα ζην (–1, 1] θαη κνλαδηθή ξίδα ζην (1, +), έηζη νη ξίδεο 

πνπ βξέζεθαλ κε ην Θ. Bolzano είλαη κνλαδηθέο. 

 

Β΄ Απόδεημε (Με ηε βνήζεηα ηνπ Θ. ηνπ Rolle): 

 

Υπνζέηνπκε όηη ε h έρεη 2 ξίδεο ξ1, ξ2(–2, –1) θαη έζησ ξ1 < ξ2. 

 

Δθαξκόδνπκε ην Θ. Rolle ζην [ξ1, ξ2]. 

 

Ιζρύνπλ νη απαηηνύκελεο πξνϋπνζέζεηο, άξα ππάξρεη μ(ξ1, ξ2),  

κε  h΄(μ) = 0      3(μ
2
 – 1) = 0       μ = 1(–2, –1), άηνπν. 

 

Άξα ε ξίδα πνπ βξήθακε ζην (–2, –1) κε ην Θ. Bolzano είλαη κνλαδηθή. 

 

Καη ε παξαπάλσ απόδεημε όκσο δελ είλαη πιήξεο, επεηδή ππνζέηνπκε  

ξ1  ξ2, δειαδή δελ εμεηάδεηαη ε πεξίπησζε ξ1 = ξ2. 

 

 



Σελ. 5 

πκπιεξώλνπκε ινηπόλ ηελ απόδεημε σο εμήο: 

 

Αλ ξ1 = ξ2 (= ξ), είλαη δύν ίζεο ξίδεο ηεο h ζην (–2, –1), ηόηε: 

 

h(x) = (x – ξ)
2
π(x),    

 

θαη, όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε απόδεημε, h΄(ξ) = 0, άηνπν.    

Έηζη, ε ξίδα ζην (–2, –1) είλαη κνλαδηθή. 

 

Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύεηαη όηη θαη νη άιιεο ξίδεο πνπ βξήθακε κε ην Θ. 

Bolzano είλαη κνλαδηθέο ζηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα. 

 

Βέβαηα, γηα λα απνδεηρζεί όηη δελ ππάξρνπλ άιιεο ξίδεο εθηόο ησλ παξαπάλσ 

δηαζηεκάησλ, πξέπεη ε απόδεημε λα ζπκπιεξσζεί όπσο θάλακε θαη ζηελ Α΄ 

Απόδεημε. 

 

πκπεξαζκαηηθά: 

ηελ απόδεημε ύπαξμεο κόλν ηξηώλ ξηδώλ, αλ δε ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ην Βαζηθό Θεώξεκα ηεο Άιγεβξαο, πξέπεη λα αηηηνινγήζνπκε όηη δελ ππάξρνπλ 

πνιιαπιέο ξίδεο. ηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ ελόο πνιπσλύκνπ πξνζκεηξάηαη  θαη ε 

πνιιαπιόηεηά ηνπο.  

 

ΠΡΟΟΥΖ όκσο: 

Σύκθσλα κε ην ζρνιηθό βηβιίν (ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηεο Άιγεβξαο), κόλν γηα ηα 

πνιπώλπκα νξίζηεθαλ πνιιαπιέο ξίδεο. Γειαδή νη παξαπάλσ δηαδηθαζίεο 

εθαξκόδνληαη κόλν ζε πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο.  

 

Αλ ε εμίζσζε h(x) = 0 δελ ήηαλ πνιπσλπκηθή δε ζα ρξεηαδόηαλ ε απόδεημε όηη δελ 

ππάξρνπλ πνιιαπιέο ξίδεο. 

 

Ο νξηζκόο ηεο πνιιαπιόηεηαο ησλ ξηδώλ κπνξεί λα επεθηαζεί θαη γηα κε 

πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο (βι. Θ. Καδαληδή: ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΤΝΑΡΣΗΔΩΝ, Δθδόζεηο 

πειηώηε, Αζήλα 1991, ζει. 100). Κάηη ηέηνην όκσο δελ αθνξά ηνπο ππνςεθίνπο. 



Σελ. 6 

2. ΤΝΘΖΚΔ ΠΟΤ ΓΔΝ ΔΗΝΑΗ ΑΠΑΡΑΗΣΖΣΔ 
 

Δίλαη πνιύ ζπλεζηζκέλν λα δίλνληαη ηδηόηεηεο κηαο ζπλάξηεζεο πνπ 

πξνθύπηνπλ από άιιεο ηδηόηεηέο ηεο. Απηό ζεκαίλεη όηη ηέηνηνπ είδνπο αζθήζεηο δελ 

είλαη θαιώο νξηζκέλεο θαη από απζηεξή καζεκαηηθή άπνςε δελ πξέπεη λα ηίζεληαη σο 

ζέκαηα εμεηάζεσλ. 

 

Π.ρ δελ κπνξνύλ λα δνζνύλ θαη νη ηξεηο πιεπξέο ελόο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ, αθνύ 

από ηηο δύν πιεπξέο πξνθύπηεη ε ηξίηε. 

 

Τέηνηα ζέκαηα, κε αζθήζεηο πνπ δελ είλαη θαιώο νξηζκέλεο ζπλαληνύκε πνιιέο 

θνξέο ζηα βηβιία θαη έρνπλ ηεζεί σο ζέκαηα θαη ζηηο Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο. Δδώ ζα 

ζρνιηάζνπκε δύν ζέκαηα. Τν ζέκα 3 Θεηηθήο θαη Τερλνι. Καηεύζπλζεο ηνπ 2001 θαη 

ην ζέκα 4 ηνπ 2002.5  

 

 

ΘΔΜΑ 3
ν
  (Θεηηθή θαη Σερλνινγηθή Καηεύζπλζε, 2001) 

 

Γηα κηα ζπλάξηεζε f πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ R ηζρύεη όηη: 

f
3
(x) + βf

2
(x) + γf(x) = x

3 
- 2x

2 
+ 6x - 1 γηα θάζε xR, όπνπ β,γ πξαγκαηηθνί 

αξηζκνί κε β
2 
< 3γ  

  α) Να δείμεηε όηη ε f δελ έρεη αθξόηαηα. 

  β) …………. 

 

 

Γεκηνπξγνύληαη εδώ ηα εμήο εξσηήκαηα: 

 

Υπάξρεη άξαγε ε f; Αλ ππάξρεη, είλαη παξαγσγίζηκε; Μήπσο ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο 

ζπλαξηήζεηο πνπ επαιεζεύνπλ ηε ζρέζε πνπ δόζεθε; 

 

Μπνξνύκε λα απνδείμνπκε ηελ ύπαξμε θαη ηε κνλαδηθόηεηα ηεο f. Αθνύ ινηπόλ ε f 

είλαη κνλαδηθή, δελ κπνξεί λα δνζεί όηη είλαη παξαγσγίζηκε. Τν αλ είλαη ή δελ είλαη 

θάηη πνπ πξνθύπηεη θαη δελ πξέπεη λα δνζεί. Αιιηώο ην πξόβιεκα δελ είλαη θαιώο 

νξηζκέλν. 

 

Απνδεηθλύνπκε ηελ ύπαξμε θαη κνλαδηθόηεηα ηεο f. 

 

Έζησ ηπραίν x0 R. Θα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη κνλαδηθό y0 R κε 

3 2

0 0 0y βy γy = 3 2

0 0 0x 2x 6x 1                                      (1) 

Θέηνπκε γηα επθνιία 3 2

0 0 0x 2x 6x 1=α 

Η (1) γίλεηαη: 3 2

0 0 0y βy γy =α                                 (2) 

                                                        
5 Σν ζρεηηθό άξζξν γηα ην ζέκα ηνπ 2002 ππάξρεη ζην πεξηνδηθό ΑΠΟΛΛΩΝΗΟ ζην ηεύρνο 1, ζει. 54-55 
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Θέηνπκε h(x)=x
3 
+ βx

2 
+ γx 

Η h είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε h΄(x) = 3x
2 
+ 2βx + γ 

Η h΄(x) είλαη ηξηώλπκν 2
νπ

 βαζκνύ κε δηαθξίλνπζα Γ = 4β
2 
- 12γ = 4(β

2 
- 3γ) < 0, άξα 

h΄(x) > 0 γηα θάζε xR, επνκέλσο ε  h είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

Δπεηδή 
x
lim h(x)  = -  θαη 

x
lim h(x) = +  ζπκπεξαίλνπκε όηη ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο h είλαη ην R. 

Δπνκέλσο γηα θάζε αR ππάξρεη κνλαδηθό x κε  h(x) = α, δειαδή ππάξρεη κνλαδηθό 

y0 πνπ ηθαλνπνηεί ηε (2) 

Αλ ζην ηπραίν x0 R αληηζηνηρίζνπκε ηελ ηηκή y0 πνπ ηθαλνπνηεί ηε (2) νξίδεηαη 

κνλαδηθή ζπλάξηεζε h : R R  κε  f(x0) = y0  

Γειαδή ππάξρεη κνλαδηθή ζπλάξηεζε h πνπ έρεη ηελ ηδηόηεηα πνπ δόζεθε. 

Θα απνδείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R, δειαδή ην ζηνηρείν 

απηό πνπ δόζεθε δελ είλαη απαξαίηεην ή όπσο αιιηώο ιέκε, ην πξόβιεκα δελ είλαη 

θαιώο νξηζκέλν. 

 

Απνδεηθλύνπκε πξώηα όηη ε f είλαη ζπλερήο. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαηόπηλ ηε 

ζπλέρεηα γηα λα απνδείμνπκε όηη ε h είλαη παξαγσγίζηκε. 

 

Δίλαη: f
3
(x) + βf

2
(x) + γf(x) = x

3 
- 2x

2 
+ 6x - 1 

θαη γηα x = x0 : f
3
(x0) + βf

2
(x0) + γf(x0) =

3 2

0 0 0x 2x 6x 1 

Αθαηξώληαο ηηο δύν ζρέζεηο θαηά κέιε βξίζθνπκε: 

 

f
3
(x) - f

3
(x0) + βf

2
(x)- βf

2
(x0) + γf(x) - γf(x0) = 3 3 2 2

0 0 0x x 2(x x ) 6(x x )    

[f(x) - f(x0)][
2 2

0 0 0f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ]= 

(x-x0)
2 2

0 0 0(x xx x 2x 2x 6)                   (3) 

Η παξάζηαζε  g(x) = 2 2

0 0 0f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ = 

 

f
2
(x) + (f(x0) + β)f(x) + f

2
(x0) + βf(x0) + γ 

είλαη ηξηώλπκν 2
νπ

 βαζκνύ σο πξνο f(x) κε δηαθξίλνπζα 

Γ = -3f
2
(x0) - 2βf(x0) + β

2 
- 4γ   θαη παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ίζε κε  

Γ

4
=

1

4
[3f

2
(x0) + 2βf(x0) - β

2 
+ 4γ ] , δειαδή 

g(x)  
1

4
[3f

2
(x0) + 2βf(x0) - β

2 
+ 4γ ]                      (4) 

Η παξάζηαζε 3f
2
(x0) + 2βf(x0) - β

2 
+ 4γ είλαη επίζεο ηξηώλπκν 2

νπ
 βαζκνύ σο πξνο 

f(x0) κε δηαθξίλνπζα Γ΄= 16(β
2 
- 3γ) = -16θ  όπνπ θ = 3γ - β

2 
> 0 ιόγσ ηεο ππόζεζεο  

θαη παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ίζε κε -
Γ΄

12
=

4θ

3
 

Η (4) ηώξα  g(x)   
θ

3
 

Από ηελ (3) έρνπκε: 

 

0f (x) f (x ) 
2 2

0 0 0f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ = 
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0x x 
2 2

0 0 0x xx x 2x 2x 6    

0f (x) f (x ) =

2 2

0 0 0 0

2 2

0 0 0

x x x xx x 2x 2x 6

f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ


2 2

0 0 0 03 x x x xx x 2x 2x 6

θ
  

 

-

2 2

0 0 0 03 x x x xx x 2x 2x 6

θ
  f(x) - f(x0)   



2 2

0 0 0 03 x x x xx x 2x 2x 6

θ
 

από ηελ νπνία πξνθύπηεη όηη 
0x x

lim f (x) =f(x0) δειαδή ε f είλαη ζπλερήο ζην ηπραίν  

x0 R άξα ε f είλαη ζπλερήο ζην R. 

 

Παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f. 

 

Από ηε ζρέζε (3): 

[f(x)-f(x0)][
2 2

0 0 0f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ ]= 

(x - x0)
2 2

0 0 0(x xx x 2x 2x 6)  κε x  x0   

0

0

f (x) f (x )

x x
=

2 2

0 0 0

2 2

0 0 0

x xx x 2x 2x 6

f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ
 (ν παξνλνκαζηήο 

είλαη δηάθνξνο ηνπ 0 αθνύ όπσο απνδείμακε είλαη   
θ

3
) θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο 

ζην x0, παίξλνληαο ηα όξηα ζηα δύν κέιε βξίζθνπκε: 

0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x
 =

0

2 2

0 0 0

2 2x x
0 0 0

x xx x 2x 2x 6
lim

f (x) f (x)f (x ) f (x ) β(f (x) f (x )) γ
 ή 

f΄(x0) =
2

0 0

2

0 0

3x 4x 6

3f (x ) 2βf (x ) γ
 (ην όξην ηνπ παξνλνκαζηή 2

0 03f (x ) 2βf (x ) γ  0 

δηόηη ε δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ είλαη 4(β
2 
- 3γ) < 0) 

Έηζη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ηπραίν x0 

 

 

Παξόκνην είλαη θαη ην παξαθάησ ζέκα 

 

ΕΖΣΖΜΑ 1
ν
 (4ε

 ΓΔΜΗ 1999) 

 

β)  Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην [0, + ) γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

[f(x)]
5 
+ 2[f(x)]

3 
+ 3f(x) = (x+1)ln(x+1) - 

4

5
x - 

2
x

2
 + 

3
x

6
 + 182  γηα θάζε  
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x [0, + ). Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, + ). 

 

 

 

Θέκα 4
ν
 B1 (Θεηηθή θαη Σερλνινγηθή Καηεύζπλζε, 2002) 

 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζην R ζπλάξηεζε f πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο: 
f x

f x e = x 1 , xR θαη f(0) = 0. 

Να εθθξαζηεί ε f΄ σο ζπλάξηεζε ηεο f. 

 

ΑΝΑΛΤΖ: 

 

Τα δεδνκέλα εδώ (ύπαξμε ηεο f, παξαγσγηζηκόηεηά ηεο, θαη f(0) = 0) θαίλνληαη 

πνιιά.  

Απηό πνπ ζθέθηεηαη θαλείο είλαη όηη από ηε ζρέζε:  
f xf x e x 1 ,   xR  

ε f κάιινλ είλαη νξηζκέλε, νπόηε ηα άιια δεδνκέλα (παξαγσγηζηκόηεηα θαη f(0) = 0) 

ίζσο πεξηηηεύνπλ.  

 

Πξηλ ηελ απόδεημε όηη ηα δεδνκέλα απηά δελ είλαη απαξαίηεηα, ζα απαληήζνπκε ζην 

εξώηεκα: 

Υπάξρεη ζπλάξηεζε πνπ ηθαλνπνηεί ηελ παξαπάλσ ζρέζε γηα θάζε xR;  

 

Η απάληεζε είλαη θαηαθαηηθή. Η απόδεημή ηεο γίλεηαη σο εμήο:  

 

α) ΤΠΑΡΞΖ ηεο f. 

 

Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε:     y – e
–y

 + 1 = x  (1),   κε άγλσζην ηνλ y. 

Θα απνδείμνπκε όηη γηα θάζε xR ππάξρεη yR πνπ ηθαλνπνηεί ηελ (1). 

Θέηνπκε g(y) = y – e
–y

 + 1. 

Η g έρεη πεδίν νξηζκνύ ην R θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε  

g΄(y) = 1 + e
–y

 > 0, γηα θάζε yR, άξα ε g είλαη γλ. αύμνπζα ζην R. 

Αθόκε: y

y y
lim g(y) lim (y e 1) 1  

θαη:   y

y y
lim g(y) lim (y e 1) 0 1  

θαη επεηδή ε g είλαη ζπλερήο θαη γλ. αύμνπζα ζην R, ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην  

(–, +) = R.  

Άξα γηα θάζε xR, από ηελ (1) νξίδεηαη κνλαδηθό y κε y – e
–y

 + 1 = x. 

Αλ ινηπόλ ζε θάζε xR αληηζηνηρίζνπκε ηελ ηηκή f(x) = y πνπ επαιεζεύεη ηελ (1), 

νξίδεηαη κνλαδηθή ζπλάξηεζε f κε ηελ ηδηόηεηα: f xf x e 1 x . 

 

β) ΑΠΟΓΔΗΞΖ ηεο f(0) = 0 

 

Αθνύ ε ζπλάξηεζε f πνπ επαιεζεύεη ηελ (1) είλαη κνλαδηθή, ε ζπλζήθε f(0) = 0 

πξέπεη λα πξνθύπηεη (ή λα κελ ηζρύεη).  
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Θα απνδείμνπκε όηη πξάγκαηη f(0) = 0, δειαδή ην δεδνκέλν απηό πεξηηηεύεη. 

 

Η ζρέζε f xf x e 1 x  γηα x = 0 δίλεη: 
f 0f 0 e 1    ή, ζέηνληαο f(0) = y0,   0y

0y e 1. 

Η ηειεπηαία ηζρύεη γηα y0 = 0, θαη επεηδή απνδείμακε όηη γηα θάζε xR ππάξρεη 

κνλαδηθό y πνπ ηθαλνπνηεί ηελ (1), ε ξίδα y0 = 0 είλαη κνλαδηθή. 

Άξα f(0) = y0 = 0. 

 

γ) ΠΑΡΑΓΩΓΗΗΜΟΣΖΣΑ ηεο f 

 

Αθνύ ε ζπλάξηεζε f πνπ ηθαλνπνηεί ηελ (1) είλαη κνλαδηθή, ε παξαγσγηζηκόηεηά ηεο 

πξέπεη επίζεο λα πξνθύπηεη (ή λα κελ ηζρύεη). 

 

Η απόδεημε γίλεηαη σο εμήο: 

Η ζπλάξηεζε g(x) = x – e
–x

 + 1 είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε:  

g΄(x) = 1 + e
–ρ

 > 0, γηα θάζε xR, 

άξα ε g είλαη γλ. αύμνπζα, επνκέλσο θαη 1-1, άξα νξίδεηαη ε g
–1

: RR, πνπ 

πξνθαλώο είλαη ε f.  

Δπεηδή ηώξα g΄(x)  0, γηα θάζε xR, ε αληίζηξνθή ηεο, δειαδή ε f, είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην R. 

 

Ώζηε θαη ε ύπαξμε ηεο f θαη ε παξαγσγηζηκόηεηά ηεο θαη ε ζπλζήθε  

f(0) = 0 είλαη πεξηηηέο.  

 

δ) ΔΤΡΔΖ ηεο f΄ 

 

Η εύξεζε ηεο f΄ ηώξα είλαη εύθνιε. 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ (1) σο πξνο x παίξλνπκε: 
f x f (x)f΄ x e f΄ x 1 ή f΄ x 1 e 1  

 

άξα: 
f

1
f΄ x

1 e (x)
, γηα θάζε xR. 
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3. ΠΔΡΗΟΣΔΡΔ ΤΝΘΖΚΔ Ή ΓΔΓΟΜΔΝΑ ΠΟΤ 

ΓΔΝ ΔΗΝΑΗ ΤΜΒΗΒΑΣΑ.  

ΑΝΤΠΑΡΚΣΔ ΤΝΑΡΣΖΔΗ 
 

Δίλαη ραξαθηεξηζηηθή ε επθνιία κε ηελ νπνία ηίζεληαη πξνβιήκαηα πνπ 

αλαθέξνληαη ζε ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο ελδερνκέλσο δελ ππάξρνπλ. Οινέλα θαη 

πεξηζζόηεξεο ηέηνηεο αζθήζεηο εκθαλίδνληαη ρσξίο λα ειέγρεηαη ε ύπαξμή ησλ 

αλαθεξνκέλσλ ζπλαξηήζεσλ. Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη αξθεηέο θνξέο ηέζεθαλ 

ηέηνηα ζέκαηα ζηηο Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο νπόηε θαη νη καζεκαηηθνί ζηξάθεθαλ 

ζηελ εύξεζε ζρεηηθώλ αζθήζεσλ ή ζηελ θαηαζθεπή λέσλ. Σηηο αζθήζεηο απηέο 

αλαθέξνληαη ζπλαξηήζεηο κε θάπνηεο ηδηόηεηεο πνπ δεκηνπξγνύλ εξσηεκαηηθά γηα 

ηελ ύπαξμή ηνπο. 

Φαξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα ηα παξαθάησ: 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
   (1ε

 ΓΔΜΗ 1998)  

 

Β) Ζ ζπλάξηεζε f: RR ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 

f(f(x)) + f
3
(x) = 2x + 3, xR 

α) Να απνδείμεηε όηη … 

 

Υπάξρεη άξαγε ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε f; 

 

Η απόδεημε ηεο ύπαξμεο ή κε ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο δε θαίλεηαη θαζόινπ 

εύθνιε. 

 

 

 

ΘΔΜΑ 3Β (1ε 
ΓΔΜΗ, 1997) 

 

Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε g παξαγσγίζηκε ζην R ηέηνηα, 

ώζηε, ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο α, ώζηε λα ηζρύεη: 

g(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g(y) + xy + α γηα θάζε x, yR 

Να απνδείμεηε όηη: 

i) g(0) = -α 

ii) g΄(x) = g(x) + g΄(0)e
x 
+ x   xR 

 

Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη δελ ππάξρεη ηέηνηα ζπλάξηεζε. Η κε ύπαξμε ζπλάξηεζεο g 

κε ηελ ηδηόηεηα πνπ δόζεθε κπνξεί λα νδεγήζεη ζε νπνηνδήπνηε παξάινγν 

ζπκπέξαζκα όπσο θαίλεηαη ζηελ Β΄ Απόδεημε. 

 

Η κε ύπαξμε ηεο f απνδεηθλύεηαη σο εμήο:6  

 

Έζησ όηη ππάξρεη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε g κε ηελ ηδηόηεηα: 

g(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g(y) + xy + α γηα θάζε x, yR       (1) 

                                                        
6 Παξαζέηνπκε ηελ απόδεημε πνπ δώζακε ζηελ εθεκεξίδα ΛΑΟ ηελ Παξ 4 Ηνπιίνπ 1997 
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Θα θαηαιήμνπκε ζε άηνπν. 

Η (1) γηα x = y = 0   g(0) = -α, άξα 

g(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g(y) + xy - g(0) γηα θάζε x,yR   (2) 

Η (2) γηα y = 0 g(x) = e
x
g(0) + g(x) - g(0)   (e

x 
- 1)g(0) = 0 γηα θάζε xR, άξα 

g(0) = 0 

Έηζη ε (2) γίλεηαη: 

g(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g(y) + xy γηα θάζε x, yR     (3) 

Παξαγσγίδνπκε ηελ (3) σο πξνο y 

g΄(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g΄(y) + x 

θαη γηα y = 0: g΄(x) = e
x
g΄(0) + g(x) + x  x R   

g΄(x) - g(x) = βe
x 
+ x όπνπ β=g΄(0)   (4) 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ (4) επί e
-x

 

e
-x

g΄(x) - e
-x

g(x) = β + xe
-x

  (e
-x

g(x))΄= β + xe
-x

   

 e
-x

g(x))΄dx = (β + xe
-x

)dx  

θαη κε νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο ζην 2
ν
 κέινο βξίζθνπκε: 

e
-x

g(x) = βx + c - (x+1)e
-x

, άξα 

g(x) = (βx + c)e
x 
- (x + 1)  

θαη επεηδή g(0) = 0   c = 1, άξα g(x) = (βx + 1)e
x 
– x - 1 

 

Η ζπλάξηεζε απηή είλαη ε κόλε πνπ κπνξεί λα ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε πνπ δόζεθε:  

g(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g(y) + xy 

Με αληηθαηάζηαζε βξίζθνπκε: 

(βx + βy + 1)e
x+y 

– x – y – 1 = e
y
[(βx + 1)e

x 
– x - 1] + e

x
[(βy + 1)e

y 
– y - 1] + xy  

απ’ όπνπ κεηά ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε: 

e
x+y 

- e
y
(x + 1) - e

x
(y + 1) + (x + 1)(y + 1) = 0 

Η ηειεπηαία γηα x = y = 1 δηλεη: e
2 

- 4e + 4 = 0 ή (e - 2)
2 
= 0 ή e = 2 πνπ είλαη άηνπν. 

Άξα δελ ππάξρεη ηέηνηα ζπλάξηεζε g. 

 

Μηα άιιε απόδεημε ηεο κε ύπαξμεο πνπ δελ ρξεζηκνπνηεί θαλ ην δεδνκέλν όηη ε g 

είλαη παξαγσγίζηκε είλαη ε παξαθάησ: 

 

Β΄ Απόδεημε: 

 

Βξίζθνπκε όπσο θαη παξαπάλσ όηη α=0, άξα: 

g(x + y) = e
y
g(x) + e

x
g(y) + xy γηα θάζε x, yR  

Γηα x = 1, y = -1 έρνπκε: eg(-1) +
1

e
g(1) - 1=0   e

2
g( - 1) + g(1) = e  (1) 

Γηα x = y = 1:   g(2) = 2eg(1) + 1                                                (2) 

Γηα x = - 1, y = 2:  

g(1) = e
2
g( - 1) + e

-1
g(2) - 2 

(2)

g(1) = e
2
g( - 1) + e

-1
(2eg(1) + 1) - 2  

(2)

  

e
2
g( - 1) + g(1) + e

-1 
– 2 = 0 

(1)

e + 
1

e
- 2 = 0  (e - 1)

2 
= 0 e = 1 άηνπν. 

Δπνκέλσο δελ ππάξρεη ηέηνηα ζπλάξηεζε g. 
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Από ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα αλαθαίλεηαη ε δπζθνιία απόδεημεο ηεο ύπαξμεο ή 

κε ησλ ζρεηηθώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ηέηνησλ πξνβιεκάησλ, θαιό ζα είλαη λα μεθηλνύκε από γλσζηή 

(ππαξθηή) ζπλάξηεζε θαη κεηά λα θαηαζθεπάδνπκε ην πξόβιεκα.  

 

Υπάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία  αζθήζεηο (όρη πνιιέο) πνπ δεηνύλ λα απνδεηρζεί όηη δελ 

ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο κε δνζκέλεο ηδηόηεηεο. 

Αλαθέξνπκε ηξία παξαδείγκαηα: 

 

1) Τπάξρεη ζπλάξηεζε f: N
*
N

*
, ώζηε γηα θάζε n>1 λα ηζρύεη 

f(n) = f(f(n - 1)) + f(f(n + 1)); 

 
(Βιέπε ιύζε: Γηάλλεο Μπαϊιάθεο: ΠΑΓΚΟΜΙΑ ΘΔΜΑΣΟΓΡΑΦΙΑ ΟΛΤΜΠΙΑΓΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ ΑΝΑΛΤΗ, ζει 87) 

 

 

2) Τπάξρεη ζπλάξηεζε f: RR, ζπλερήο, ώζηε λα ηζρύεη 

f(f(x)) = e
-x

 x R;  

 
(Βιέπε ιύζε: Γηάλλεο Μπαϊιάθεο, ζει. 168) 

 

 

3) 28
ε
 Γηεζλήο Μαζεκαηηθή Οιπκπηάδα (Κνύβα 1987) 

Να δεηρζεί όηη δελ ππάξρεη ζπλάξηεζε f: NN ηέηνηα, ώζηε 

f(f(n)) = n+1987 

 
(Βιέπε ιύζε: MIHAI ONUCU DRIMBE: 200 de ecuaţii funcţioanale pe N, Z, Q, ζει. 116, ISBN: 

973-9417-10-8) 
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4. ΑΠΑΡΑΗΣΖΣΖ ΔΠΑΛΖΘΔΤΖ 
 

Σε θάπνηα εξσηήκαηα πνπ έρνπλ ηεζεί ζηηο εμεηάζεηο ε επαιήζεπζε ήηαλ 

απαξαίηεηε, αιιά δελ είδακε ζρεηηθέο νδεγίεο από ηα εμεηαζηηθά θέληξα, κε 

απνηέιεζκα ειιηπείο ιύζεηο λα ζεσξνύληαη ζσζηέο. 

Σαλ παξάδεηγκα αλαθέξνπκε ην ζέκα 4α πνπ ηέζεθε ζηηο εμεηάζεηο Θεηηθήο 

Καηεύζπλζεο ην 2000 (12-6-2000) γηα ην νπνίν είδακε ιύζεηο ζηηο εθεκεξίδεο, ζηελ 

ηειεόξαζε θαη ζην Internet πνπ είλαη ειιηπείο. (Οη ππνςήθηνη ηεο Τερλνινγηθήο 

Καηεύζπλζεο ηε ρξνληά εθείλε δηαγσλίζηεθαλ ζε δηαθνξεηηθά ζέκαηα). 

 

Παξαζέηνπκε ην ζέκα θαζώο θαη ηε ιύζε ηνπ όπσο δόζεθε από ηα κέζα ελεκέξσζεο 

θαη όπσο πηζηεύνπκε όηη έπξεπε λα ιπζεί.7 

 

Θέκα 4
ν
 (Θεηηθή Καηεύζπλζε, Ινύληνο 2000) 

 

Σε ρξνληθή ζηηγκή t=0 ρνξεγείηαη ζ’ έλαλ αζζελή έλα θάξκαθν. Ζ ζπγθέληξσζε 

ηνπ θαξκάθνπ ζην αίκα ηνπ αζζελνύο δίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε 

f(t) = 
2

αt

t
1 ( )

β

,   t 0 

όπνπ α θαη β είλαη ζηαζεξνί ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη ν ρξόλνο t 

κεηξηέηαη ζε ώξεο. Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο ζπγθέληξσζεο είλαη ίζε κε 15 κνλάδεο 

θαη επηηπγράλεηαη 6 ώξεο κεηά ηε ρνξήγεζε ηνπ θαξκάθνπ. 

  α) Βξείηε ηηο ζηαζεξέο α θαη β 

 

Η πην ζπλεζηζκέλε (θαη αλακελόκελε ιύζε) πνπ δόζεθε από ηνπο ππνςήθηνπο είλαη ε 

εμήο: 

Η f γξάθεηαη: 

f(t) =
2

2 2

αβ t

β t
=

2

2 2

t
αβ

t β
 

H f είλαη παξαγσγίζηκε ζην [0, + ) κε 

f΄(t) = αβ
2

2 2 2 2

2 2 2

(t β )(t)́ t(t β )́

(t β )
=

2 2 2

2 2 2

αβ (β t )

(t β )
 

Δπεηδή f(6) = 15 
2

2

6
αβ

β 36
=15                               (1) 

Δπεηδή ηώξα ε f παξνπζηάδεη νιηθό, άξα θαη ηνπηθό κέγηζην ζην εζσηεξηθό ζεκείν  

t0 = 6 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Fermat ζα ηζρύεη:  

f΄(6) = 0 
2 2

2 2

αβ (β 36)

(36 β )
 = 0  β

2
-36 = 0 

β 0

 β = 6 

νπόηε ε (1) γίλεηαη 
6

α 36
36 36

 = 15 α = 5 

Γειαδή α = 5 θαη β = 6 
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Σύκθσλα κε όζα ιέεη ην ζρνιηθό βνήζεκα  πνπ ιύλεη αλάινγα ηελ αζθ 7 ηεο ζει. 

292, ε παξαπάλσ ιύζε είλαη απνδεθηή. 

 

Όκσο ε ιύζε απηή είλαη ειιηπήο θαη ηνύην δηόηη ε ζπλζήθε  f΄(6)=0 ΓΔΝ 

ΔΞΑΦΑΛΗΕΔΗ όηη ζην ζεκείν t0=6  ε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό ρξεηάδεηαη ΤΠΟΥΡΔΩΣΗΚΑ επαιήζεπζε γηα λα βεβαησζνύκε όηη 

γηα t0 = 6 ε f παξνπζηάδεη πξάγκαηη νιηθό κέγηζην, ώζηε λα δερηνύκε ηηο ηηκέο α=5 θαη 

β = 6. 

Η ιύζε ινηπόλ ζηελ πεξίπησζε απηή πξέπεη λα ζπκπιεξσζεί σο εμήο: 

Γηα α = 5 θαη β = 6 ε ζπλάξηεζε γξάθεηαη: 

 

f(t) = 5 36 
2

t

t 36
,   t 0 

f΄(t) = 
2

2 2

5 36 (36 t )

(t 36)
 

Σρεκαηίδνπκε ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ ηεο f 

 

 

 

 

 

 

 

 
Από ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ ηεο f πξνθύπηεη όηη πξάγκαηη γηα t0 = 6 ε f παξνπζηάδεη 

νιηθό κέγηζην θαη ηώξα νη ηηκέο α = 5 θαη β = 6 είλαη δεθηέο. 

 

 

Μηα άιιε ιύζε πνπ δε ζθνληάθηεη ζηελ αλαγθαζηηθή επαιήζεπζε είλαη απηή πνπ 

αθνινπζεί. 

 

Β΄ Λύζε: 

Βξήθακε πξνεγνπκέλσο όηη f΄(t) = 
2 2 2

2 2 2

αβ (β t )

(t β )
 

Τν πξόζεκν ηεο f΄ είλαη ίδην κε ην πξόζεκν ηνπ αξηζκεηή. Άξα f΄(t) > 0  

β
2 

- t
2 
> 0  0 < t < β (δηόηη δόζεθε t  0) 

 

Σρεκαηίδνπκε ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ ηεο f. 

 

 
 

 

 

 

 

 

t 0             6         +  

f΄(t) + - 

f(t)   

           max 

t 0             β         +  

f΄(t) + - 

f(t)   

           max 
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Από ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ πξνθύπηεη όηη ε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην γηα t = β. 

Πξέπεη επνκέλσο β = 6, νπόηε από ηελ (1) πξνθύπηεη πάιη α = 5 

 

Σην ζέκα απηό θαη ζε παξόκνηα ζέκαηα θάπνηνη ζπλάδειθνη ζα ηζρπξηζηνύλ όηη ε 

επαιήζεπζε δελ είλαη αλαγθαία. Απηό ην ζηεξίδνπλ ζην γεγνλόο όηη δόζεθε όηη ε f 

παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην t0 = 6. 

 

 

Καηαδεηθλύνπκε ηελ αλαγθαηόηεηα ηεο επαιήζεπζεο κε πξόζζεηα παξαδείγκαηα. 

Δπεηδή γηα ην ζέκα απηό ππήξμαλ αξθεηέο δηαθσλίεο θαη ηόηε αιιά θαη ηώξα, δίλνπκε 

5 παξαδείγκαηα ζηα νπνία νινέλα θαη πεξηζζόηεξν θαηαθαίλεηαη ε αλάγθε ηεο 

επαιήζεπζεο. 8 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

 

Τν όηη δόζεθε όηη ε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην t0 = 6 ΓΔ ΖΜΑΗΝΔΗ όηη 

ππνρξεσηηθά ππάξρνπλ ηηκέο ησλ α θαη β γηα ηηο νπνίεο ζπκβαίλεη απηό. Δίλαη 

ζπλεζηζκέλν ζηα καζεκαηηθά όηαλ δεηείηαη θάπνηνο άγλσζηνο ρ λα δίλεηαη ε 

απάληεζε “Γελ ππάξρεη ηέηνην ρ” 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 

 

Δίλαη ππνρξεσηηθό όηαλ βξίζθνπκε κηα ζπλζήθε ή κηα ηηκή ρσξίο λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε όια ηα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο λα θάλνπκε επαιήζεπζε. 

 

Π.ρ αλ καο δεηείηαη λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα: 

 

x y 7 1

() x y 3 2

2x y 14 (3)

 

 

βξίζθνπκε από ηηο (1) θαη (2) ηηο ηηκέο ησλ x θαη y θαη ειέγρνπκε αλ επαιεζεύνπλ θαη 

ηελ (3). 

Έηζη, ζηελ πεξίπησζε απηή νη ηηκέο x = 5 θαη y = 2 πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο (1) θαη 

(2) δελ είλαη δεθηέο δηόηη δελ επαιεζεύνπλ ηελ (3) 

Ο έιεγρνο είλαη ΤΠΟΥΡΔΩΣΗΚΟ δηόηη δε ρξεζηκνπνηήζεθαλ όια ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

 

Παξάδεηγκα 3
ν
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Η αλάγθε ηεο επαιήζεπζεο γίλεηαη πην θαηαλνεηή από ηελ επίιπζε ηνπ παξαθάησ 

πξνβιήκαηνο. 

 

Να πξνζδηνξηζηεί ν α ώζηε ε ζπλάξηεζε f κε 
2 2

x α αλ x 1
f (x)

(α 1)x αλ x 1
 

λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0=1 

 

Η ιύζε πνπ αθνινπζείηαη είλαη ε εμήο: 

Γηα λα είλαη ε f παξαγσγίζηκε ζην x0=1 πξέπεη λα είλαη θαη ζπλερήο. Άξα 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)  = f(1)   2 2

x 1 x 1
lim(x α ) lim((α 1)x) = 1

2
+α

2
   

α
2
+1 = α+1  α(α-1) = 0  (α = 0 ή α = 1) 

 

Παξόιν πνπ βξήθακε ην α είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα θάλνπκε επαιήζεπζε δηόηη ην λα 

είλαη ε ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην x0=1 δελ είλαη αξθεηό γηα λα είλαη θαη παξαγσγίζηκε 

ζην 1. Έηζη κεηά ηελ επαιήζεπζε πξνθύπηεη όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε κόλν γηα ηελ 

ηηκή α = 1 θαη ε ηηκή α = 0 απνξξίπηεηαη. 

 

Αθόκε πην πεηζηηθή ζα θαίλνληαλ ε αλάγθε επαιήζεπζεο αλ ζηελ εθθώλεζε 

γίλνληαλ κηα κηθξναιιαγή. 

 

Γίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε f κε 

f(x)=
2 2

x α αλ x 1

(α 1)x αλ x 1
 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0=1. Βξείηε ην α. 

 

 

Αθξηβώο ή ίδηα ινγηθή πξέπεη λα ηζρύεη θαη γηα ην ζέκα ησλ Παλειιαδηθώλ 

εμεηάζεσλ, επεηδή ε ζπλζήθε f΄(6) = 0 είλαη κόλν αλαγθαία γηα λα παξνπζηάδεη ε f 

νιηθό κέγηζην, αιιά δελ είλαη ηθαλή. 

Αθόκε πην πεηζηηθή γίλεηαη ε αλάγθε ηεο επαιήζεπζεο ζην ίδην εξώηεκα ησλ 

εμεηάζεσλ, αλ αληί λα δνζεί όηη ε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην t0 = 6, δίλνληαλ όηη 

παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην. Σηελ πεξίπησζε απηή ηίπνηα δε ζα άιιαδε ζηε ιύζε, 

δει. ζα ρξεζηκνπνηνύληαλ νη ίδηεο αθξηβώο ζπλζήθεο: 

f(6) = 15  θαη  f΄(6) = 0 

από ηηο νπνίεο ζα βξίζθακε ηηο ίδηεο ηηκέο γηα ηα α θαη β όπσο θαη πξηλ, δει. α = 5 θαη 

β = 6. 

Γειαδή γηα ηηο ίδηεο ηηκέο ησλ α θαη β ζα είρακε έλα αληίζεην ζπκπέξαζκα, όηη δει. ε 

f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην. 

 

Παξάδεηγκα 4
ν
 

 

Τν παξάδεηγκα απηό κνηάδεη κε ην πξνεγνύκελν, αιιά θακία ηηκή ηνπ α δελ είλαη 

δεθηή. 
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Να πξνζδηνξηζηεί ν α ώζηε ε ζπλάξηεζε f κε 

f(x)=
2

2

x αx αλ x 1

α x 2αx 3 αλ x 1
 

λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0=1 

 

Παίξλνληαο πάιη ηε ζπλζήθε ηεο ζπλέρεηαο: 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) = f(1) βξίζθνπκε α = 1 ή α = 2 

Μεηά ηελ επαιήζεπζε θαη νη δύν ηηκέο απνξξίπηνληαη. 

 

Γίλνπκε αθόκε έλα πην πεηζηηθό 

 

Παξάδεηγκα 5
ν
 

 

Τν παξάδεηγκα απηό είλαη εληειώο παξόκνην κε απηό ησλ εμεηάζεσλ θαη ε αλάγθε 

ηεο επαιήζεπζεο είλαη νινθάλεξε. 

 

Γίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = αx
2 
+ (α

2 
+ β)x - β γηα x = 2 παξνπζηάδεη νιηθό 

κέγηζην ίζν κε 1. Να βξεζνύλ ηα α θαη β. 

 

Παίξλνληαο ηηο ζρέζεηο f(2) = 1 θαη f΄(2) = 0 θαηαιήγνπκε ζην ζύζηεκα: 
2

2

4α 2α β 1

4α α β 0
 

από ηε ιύζε ηνπ νπνίνπ βξίζθνπκε: ( α = -1 θαη β = 3 )  ή  (α = 1 θαη β = -5 ) 

Από ηα δύν απηά δεύγε ιύζεσλ κόλν ην πξώην επαιεζεύεη ηηο ζπλζήθεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη είλαη δεθηό. Τν άιιν δεύγνο α = 1 θαη β = -5 δίλεη f(x) = x
2 
- 4x + 5 

ε νπνία γηα x = 2 δίλεη ειάρηζηε (θαη όρη κέγηζηε ηηκή) ίζε κε 1. 

 

πκπεξαζκαηηθά, δελ κπνξεί ε επαιήζεπζε άιινηε λα ρξεηάδεηαη θαη άιινηε όρη 

αλάινγα κε ην απνηέιεζκα πνπ ζα βξνύκε. Ζ επαιήζεπζε είλαη αλαγθαηόηεηα 

ηεο ιύζεο θαη όρη ηνπ απνηειέζκαηνο. 
 
Παξόκνηα πεξίπησζε έρνπκε θαη ζην παξαθάησ ζέκα: 

 

ΘΔΜΑ 4Β (1ε
 Γέζκε, 1986) 

 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f  κε ηύπν 

f(x) = (α -
2

3
)x

3 
- (α+

1

2
)x

2 
- 10x + 7  xR 

Να βξείηε ην αR ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη θακπή ζην x0 = 
3

2
 

Μεηά, γηα ηελ ηηκή απηή ηνπ α λα ζρεκαηίζεηε ηνλ πίλαθα κεηαβνιήο ηεο f. 

 

Καη εδώ, γηα ηνπο ίδηνπο ιόγνπο κεηά ηελ εύξεζε ηνπ α, ρξεηάδεηαη νπσζδήπνηε 

επαιήζεπζε. Η ζπλζήθε δειαδή f΄΄( 
3

2
) = 0 δελ αξθεί γηα λα έρνπκε ζην ζεκείν  
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x0 =
3

2
θακπή. Φξεηάδεηαη ε f΄΄ λα αιιάδεη πξόζεκν εθαηέξσζελ ηνπ 

3

2
. 

 
 

Άιιν είδνο πξνβιεκάησλ ζηα νπνία επίζεο ε επαιήζεπζε είλαη αλαγθαία είλαη ηνπ 

ηύπνπ: 

 

Να πξνζδηνξηζηεί ν α, ώζηε γηα θάζε x λα ηζρύεη ε ηάδε αληζόηεηα. 

 

π.ρ λα πξνζδηνξηζηεί ν α, ώζηε λα ηζρύεη   α
x 1 + x   γηα θάζε xR. 

 

Η ζπλεζηζκέλε ιύζε είλαη ε εμήο: 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f : R R κε f(x) = α
x 
– x - 1. Σύκθσλα κε ηελ εθθώλεζε ζα 

είλαη: f(x)  0 γηα θάζε xR. Δπεηδή f(0) = 0, κπνξνύκε λα γξάςνπκε  

f(x)   f(0), επνκέλσο ην f(0) είλαη νιηθό, άξα θαη ηνπηθό ειάρηζην ζην εζσηεξηθό 

ζεκείν 0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f. Σύκθσλα ινηπόλ κε ην ζεώξεκα ηνπ Fermat ζα 

πξέπεη: f'(0) = 0 θαη επεηδή f'(x) = α
x
lnα - 1, ζα πξέπεη: lnα – 1 = 0 από ηελ νπνία 

πξνθύπηεη α = e.  

Δίλαη όκσο ε ηηκή απηή δεθηή; Ο κεδεληζκόο ηεο παξαγώγνπ δε καο εμαζθαιίδεη όηη 

ε ηηκή f(0) ζα είλαη πξάγκαηη ην νιηθό ειάρηζην ηεο f. Μπνξεί λα είλαη ηνπηθό 

ειάρηζην ή νιηθό κέγηζην ή ηνπηθό κέγηζην ή θαη ηίπνηα από απηά. Όηαλ δε γίλεηαη 

επαιήζεπζε ε απάληεζε ζπλήζσο είλαη όηη: 

 

Αθνύ δόζεθε όηη ηζρύεη ε ζρέζε   α
x 1 + x,  ε κνλαδηθή ηηκή ηνπ α πνπ βξήθακε 

είλαη δεθηή. 

 

Δδώ ζα δηαθσλήζνπκε κε ηελ άπνςε απηή ιέγνληαο όηη ε απάληεζε ζα κπνξνύζε λα 

ήηαλ όηη δελ ππάξρεη θακία ηηκή ηνπ α γηα ηελ νπνία ηζρύεη ε παξαπάλσ αληζόηεηα, 

απάληεζε πνπ ζπλαληνύκε ζε πνιιά πξνβιήκαηα όπνπ καο δεηείηαη θάπνηα 

κεηαβιεηή θαη ε απάληεζε είλαη όηη δελ ππάξρεη. 

 

Σρεηηθά είλαη θαη ηα ζέκαηα πνπ αθνινπζνύλ 

 

ΕΖΣΖΜΑ 4
ν
 (4ε

 ΓΔΜΗ, 1988) 

 

Β) Έζησ ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = 3x
3 
- αx

2 
+ βx - 3 όπνπ α, βR. 

Δάλ ε f έρεη ηνπηθά αθξόηαηα ζηα x1 = 1 θαη x2 = -
5

9
, ηόηε λα βξεζνύλ νη αξηζκνί 

α, β 

 

 

ΕΖΣΖΜΑ 2
ν
  (4ε

 ΓΔΜΗ 1989) 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x
2
+

2α

x
+β, (α, βR) ε νπνία κεδελίδεηαη ζην  

x1= 1 θαη παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην ζεκείν x0 = 2. 

  α) Να βξεζνύλ ηα α, β 

  β) … 
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Θέκα 2Β. (Δπαλαιεπηηθέο εμεηάζεηο Ινύιηνο 2004) 

 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) = 2
x 
+ m

x 
- 4

x 
- 5

x
 όπνπ mR, m > 0 

  α) Να βξείηε ην m ώζηε f(x)  0 γηα θάζε xR.9 

 

 

 
 

                                                        
9 ην βηβιίν ησλ Υαξ. ηεξγίνπ, Υξ. Νάθε, Ησαλ. ηεξγίνπ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ Γ΄ ΛΤΚΔΗΟΤ, ΠΑΡΑΓΩΓΟ 

ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑ, Δθδόζεηο αββάια 2006 άζθ. 5.85 ζει 246 πξνζηίζεηαη εύζηνρα ην εξώηεκα: Δίλαη ε 

ηηκή απηή ηνπ m δεθηή; 
 



Σελ. 21 

5. ΔΡΩΣΖΜΑΣΑ ΣΤΠΟΤ ΩΣΟ - ΛΑΘΟ 
 

Κάζε ρξόλν ζην 1
ν
 ζέκα ηίζεληαη ηέηνηα εξσηήκαηα. Παίξλνπκε σο παξάδεηγκα ην 

παξαθάησ: 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
 (Θεηηθή θαη Σερλνι. Καηεύζπλζε 2004) 

 

Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ σο σζηό ή Λάζνο 

  β) 
0x x

lim f(x) l    
0 0x x x x

lim f(x) lim f(x) l  

 

Δίλαη θαλεξό όηη ε πξόηαζε είλαη ςεπδήο αθνύ ε ζρέζε 
0x x

lim f (x) l  δελ 

εμαζθαιίδεη όηη ε ζπλάξηεζε νξίδεηαη θαη από ηηο δύν πιεπξέο ηνπ x0, επνκέλσο ε 

ζπλεπαγσγή 
0x x

lim f (x) l  
0x x

lim f (x) l  δελ ηζρύεη. 

Σην ζρνιηθό βηβιίν αλαθέξεηαη ε πξόηαζε απηή όπσο δηαηππώλεηαη παξαπάλσ, όκσο 

εθεί δίλνληαη πην πξηλ νη θαηάιιειεο δηεπθξηλήζεηο, όηη δειαδή ε f νξίδεηαη θαη από 

ηηο δύν πιεπξέο ηνπ x0, νπόηε όινη νη παξαπάλσ ζπκβνιηζκνί έρνπλ λόεκα. Σηηο 

Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο όκσο θάηη ηέηνην δε δηεπθξηλίζηεθε. 

Έηζη νη θαιά δηαβαζκέλνη ππνςήθηνη, αληηιακβαλόκελνη ην ιάζνο ηεο ηζνδπλακίαο 

έδσζαλ ηελ απάληεζε (Λ), ελώ νη πην αδύλαηνη έδσζαλ ηελ απάληεζε (Σ). Γπζηπρώο, 

ζηα πεξηζζόηεξα εμεηαζηηθά θέληξα ε ιάζνο απάληεζε (Σ) ζεσξήζεθε ζσζηή, ελώ ε 

ζσζηή απάληεζε (Λ) ζεσξήζεθε ιάζνο. Απνηέιεζκα απηήο ηεο αλσκαιίαο ήηαλ ε 

αδηθία ζε βάξνο ησλ δηαβαζκέλσλ ππνςεθίσλ.10  

 

Άιιν εξώηεκα ηύπνπ Σσζηό – Λάζνο είλαη ην παξαθάησ:11 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
 (Θεηηθή Καηεύζπλζε 2000) 

(Σν έηνο 2000, ε Σερλνινγηθή Καηεύζπλζε δηαγωλίζηεθε ζε δηαθνξεηηθά ζέκαηα) 

 

   Β1) Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ σο σζηό ή Λάζνο 

      α)Αλ ε  f είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0, ηόηε ε f΄ είλαη πάληνηε ζπλερήο ζην x0. 

 

Η πξόηαζε απηή είλαη παξαπιήζηα ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ πνπ ιέεη: 

 

Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν x0, ηόηε ε f είλαη θαη 

ζπλερήο ζην ζεκείν απηό. 

 

Η δηαθνξά ησλ δύν πξνηάζεσλ είλαη κόλν ηόλνο ζηελ f. Η ινγηθή κε ηελ νπνία 

δόζεθε ην εξώηεκα απηό είλαη:  

 

Αθνύ ε πξόηαζε πνπ δόζεθε ζαλ εξώηεκα δελ είλαη αθξηβώο ίδηα κε απηήλ ηνπ 

βηβιίνπ, ε απάληεζε είλαη πσο ε πξόηαζε είλαη ιάζνο. 

                                                        
10 Βιέπε ζρεηηθό άξζξν εθεκεξίδα ΛΑΟ ηεο  28-5-2004 
 
11 Σν ζρεηηθό άξζξν δεκνζηεύζεθε ζηελ εθεκεξίδα ΛΑΟ ηελ 13 -6-2000 θαη ηελ 14-6-2000 θαη ζην 

Internet. 
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Από ζύκπησζε, ε απάληεζε είλαη πσο ε πξόηαζε είλαη πξάγκαηη ιάζνο, όκσο απηό δε 

ζα κπνξνύζε λα ην ζπκπεξάλεη κε θαλέλαλ ηξόπν έλαο καζεηήο, νύηε ζα ήηαλ εύθνιν 

γηα έλα καζεκαηηθό. Αληίζεηα κάιηζηα, έλαο θαιόο ή άξηζηνο καζεηήο, κε 

κπνξώληαο λα αληηθξνύζεη ηνλ ηζρπξηζκό κε θάπνην αληηπαξάδεηγκα (γηαηί ζα ήηαλ 

αδύλαην λα βξεη ηέηνην), ζα έδηλε ηελ απάληεζε πσο ε πξόηαζε είλαη ζσζηή. 

 

Δπηζεκαίλνπκε όηη δελ ππάξρεη ζπγθεθξηκέλνο ηξόπνο εύξεζεο παξαδείγκαηνο πνπ 

λα απνδεηθλύεη όηη ε πξόηαζε είλαη ιάζνο, ηα δε παξαδείγκαηα απηά είλαη ειάρηζηα.  

 

Γίλνπκε εδώ έλα αληηπαξάδεηγκα πνπ απνδεηθλύεη όηη ε πξόηαζε είλαη ιάζνο, από ηα 

επθνιόηεξα πνπ κπνξέζακε λα θαηαζθεπάζνπκε: 

Θα απνδείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε f κε 

2 1
x εκ αλ x 0

f (x) x

0 αλ x 0

 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0=0, όκσο ε f΄ δελ είλαη ζπλερήο ζην 0. 

 

Πξάγκαηη, γηα x 0 έρνπκε: 

ι(x) = 
f (x) f (0)

x 0
 = xεκ

1

x
 

Όκσο 
1

xεκ
x

 = 
1

x εκ
x

   x    - x 
1

xεκ
x
  x                        (1) 

Καη επεηδή 
x 0
lim( x )=

x 0
lim x =0, από ηελ (1) πξνθύπηεη όηη 

x 0

1
lim(xεκ )

x
=0, άξα ε f 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0 κε f΄(0)=0 

 

Θα απνδείμνπκε ηώξα όηη ε f΄ δελ είλαη ζπλερήο ζην 0. 

Πξάγκαηη, γηα x 0 είλαη: 

f΄(x)=(x
2
)΄εκ

1

x
+x

2
(εκ

1

x
)΄ = 2xεκ

1

x
+x

2
ζπλ

1

x
(-

2

1

x
) = 2xεκ

1

x
 - ζπλ

1

x
 

Άξα ε f΄ νξίδεηαη ζην R κε  

f΄(x)=

1 1
2xεκ ζπλ αλ x 0

x ρ

0 αλ x 0

 

Η f΄ όκσο δελ είλαη ζπλερήο ζην 0 όπσο απνδεηθλύνπκε ακέζσο. Η απόδεημε μεθεύγεη 

από ην ζρνιηθό επίπεδν ιόγσ έιιεηςεο ηνπ ζρεηηθνύ ζεσξήκαηνο. 

 

[Ιζρύεη ην εμήο ζεώξεκα: Αλ 
 0x x
lim f(x)= α  ηόηε γηα θάζε αθνινπζία (xλ) κε limxλ=x0 ζα είλαη 

limf(xλ)=α] 

 

Γηα ηελ αθνινπζία xλ = 
1

2λπ
0 ε αληίζηνηρε αθνινπζία ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f΄ 

είλαη: 
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f΄(xλ)=
1

λπ
εκ(2λπ) – ζπλ(2λπ) = -1  -1  (2) 

ελώ γηα ηελ αθνινπζία ΄

λx =
1

π
2λπ

2

0, ε αληίζηνηρε αθνινπζία ηηκώλ ηεο f΄ είλαη 

f΄( ΄

λx )=
2

π
2λπ

2

εκ(2λπ+
π

2
) – ζπλ(2λπ+

π

2
)=

2

π
2λπ

2

0  (3) 

Από ηηο (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη δελ ππάξρεη ην 
x 0
lim f΄(x), άξα ε f΄ δελ είλαη ζπλερήο 

ζην x0=0 

 

 

Άιια εξσηήκαηα ηνπ ηύπνπ Σσζηό – Λάζνο πνπ ηέζεθαλ ηα ίδηα ή παξαπιήζηα ζηηο 

Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο είλαη ηα παξαθάησ: 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
 (Μαζεκαηηθά Γεληθήο Παηδείαο, Δπαλαι. Δμεηάζεηο 2004) 

 

Γ) Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο σο σζηό ή Λάζνο 

  α) Αλ 
0

1
x x
lim f(x) l  θαη 

0
2

x x
lim g(x) l , ηόηε 

0
1 2

x x
lim(f(x) g(x)) l l  

 

Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο: 

f(x)= x 2  

g(x)= 4 2x  

 

Τα πεδία νξηζκνύ ηνπο είλαη Αf=[2, + ), Αg=(- , 2] 

Καη είλαη εμ νξηζκνύ 

x 2
limf (x) =

x 2
lim x 2 =0  θαη  

x 2
limg(x) =

x 2
lim 4 2x =0 

δειαδή ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ f θαη g ζην 2 (ζπκίδνπκε  όηη αλ ε ζπλάξηεζε f 

νξίδεηαη κόλν από ηε κία πιεπξά ηνπ x0, ην όξηό ηεο ζην x0 είλαη ην πιεπξηθό ηεο όξην 

ζην x0). 

Η ζπλάξηεζε f g νξίδεηαη ζην Αf  Αg={2} θαη έρεη ηύπν (f  g)(x)=f(2)  g(2)=0 

Όκσο ην όξηό ηεο ζην x0=2  δελ νξίδεηαη αθνύ, γηα λα νξίδεηαη (ζύκθσλα κε ην 

ζρνιηθό βηβιίν) πξέπεη ε ζπλάξηεζε f λα νξίδεηαη απαξαίηεηα ζε δηάζηεκα ηεο 

κνξθήο (α, x0) ή (x0, β) θαη δελ αξθεί (νύηε καο ελδηαθέξεη) λα νξίδεηαη ζην x0. 

 

Έηζη ε πξόηαζε 
x 2
lim(f (x) g(x)) =

x 2
limf (x)

x 2
limg(x)  ρσξίο ηηο θαηάιιειεο 

πξνϋπνζέζεηο είλαη ςεπδήο. 

 

Γηα ηνλ ίδην ιόγν ςεπδείο είλαη θαη νη πξνηάζεηο: 
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Αλ ππάξρνπλ ζην R ηα όξηα ησλ f θαη g ζην x0R, ηόηε ππάξρνπλ θαη ηα όξηα ησλ 

f+g, f-g θαη 
f

g
 (κε ηελ πξόζζεηε πξνϋπόζεζε 

0x x
lim g(x) 0) 

 

 

Άιιν ραξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα εξσηήκαηνο ηνπ ηύπνπ σζηό – Λάζνο είλαη 

ην αληίζηνηρν ησλ παξαγώγσλ. 

 

Να ραξαθηεξηζηεί ε επόκελε πξόηαζε σο αιεζήο ή ςεπδήο: 

 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην x0, ηόηε θαη ε f+g είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην x0 κε (f+g)΄(x0)=f΄(x0)+g΄(x0) 

 

Δπεηδή ε παξάγσγνο ηεο f ζην x0 νξίδεηαη σο όξην ζην x0 ηεο ζπλάξηεζεο 

ι(x)= 0

0

f (x) f (x )

x x
, ό,ηη ηζρύεη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ηζρύεη θαη εδώ. 

Γειαδή, αλ ε f νξίδεηαη ζε δηάζηεκα (α, x0] θαη ε g ζε δηάζηεκα [x0, β), ηόηε κπνξνύλ 

λα ππάξρνπλ νη f΄( x0) θαη g΄( x0), όκσο λα κελ νξίδεηαη ε (f+g)΄( x0). 

 

Π.ρ. αλ 

 

f(x)=x
2
 κε x(0, 1] [3, 5]   θαη  

g(x)=3x κε x[1, 5] 

 

ηόηε βξίζθνπκε εύθνια όηη f΄(1)=2 θαη g΄(1)=3, όκσο ε ζπλάξηεζε f+g νξίδεηαη ζην 

{1} [3, 5] θαη δελ έρεη λόεκα ε παξάγσγόο ηεο ζην x0=1. 

 

Έηζη ε πξόηαζε πξέπεη λα ραξαθηεξηζηεί ςεπδήο. 

 

Χεπδείο πξέπεη επίζεο λα ραξαθηεξηζηνύλ νη πξνηάζεηο γηα ηελ παξάγσγν δηαθνξάο, 

γηλνκέλνπ, πειίθνπ. 

 

Σαλ παξαδείγκαηα αλαθέξνπκε ηα παξαθάησ ζέκαηα: 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
 (Δζπεξηλά Λύθεηα, Σάμε Γ Θεηηθήο θαη Σερλνινγηθήο Καηεύζπλζεο) 

(Γηδάζθνληαη από ην ίδην βηβιίν ηωλ εκεξεζίωλ Λπθείωλ) 

 

Β) Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο σο σζηό () ή Λάζνο (Λ) 

  5) Αλ ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g ζην x0, ηόηε ηζρύεη: 

0

0

0

x x

x x

x x

lim f(x)
f (x)

lim
g(x) lim g(x)

, εθόζνλ 
0x x

lim g(x) 0  

 

ΕΖΣΖΜΑ 4
ν
 (4ε

 ΓΔΜΗ 1985) 
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  α) Έζησ f, g ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη ζην δηάζηεκα Γ R θαη x0Γ. Αλ νη f 

θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην x0 ηόηε λα απνδεηρζεί όηη θαη ε f+g είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην x0 θαη είλαη: (f+g)΄( x0)=f¨( x0)+g΄( x0) 

 

ΕΖΣΖΜΑ 3
ν
 (4ε

 ΓΔΜΗ 1989) 

 

Σν ίδην ζέκα κε απηό ηεο 4
εο

 Γέζκεο ηνπ 1985  

 

ΕΖΣΖΜΑ 2
ν
  (4ε

 Γέζκε 1990) 

 

Α)  Να απνδείμεηε όηη: Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη νξηζκέλεο ζην δηάζηεκα Γ θαη 

παξαγσγίζηκεο ζην x0Γ, ηόηε ε f-g είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0Γ θαη είλαη: 

(f g)΄(x0)=f΄(x0)g(x0)+f(x0)g΄( x0) 

 

Παξόκνηα εξσηήκαηα ηέζεθαλ ζηελ Θεηηθή θαη Τερλνινγηθή Καηεύζπλζε, όπνπ 

όκσο ην ιάζνο ήηαλ ζην όηη νη ηύπνη δελ ήζαλ ζσζηνί. 

 

Αλαθέξνπκε ζαλ παξάδεηγκα ην παξαθάησ: 

 

ΘΔΜΑ 1
ν
 (Δπαλαιεπηηθέο εμεηάζεηο 2006 Θεηηθήο θαη Σερλνι. Καηεύζπλζεο) 

 

Β) Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ κε ηε ιέμε σζηό ή Λάζνο 

  β)  Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην x0 θαη  g(x0) 0, ηόηε θαη ε 

ζπλάξηεζε 
f

g
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0 θαη ηζρύεη: 

0

f
( )́ (x )
g

0 0 0 0

2

0

f (x )g΄(x ) f΄(x )g(x )

[g(x )]
 

 

Αλ θαη ην ιάζνο έγθεηηαη ζην όηη ν ηύπνο είλαη ιάζνο, ην ζθεπηηθό ήηαλ όηη αλ ν ηύπνο 

είρε ηε ζσζηή κνξθή: 

0

f
( )́ (x )
g

0 0 0 0

2

0

f (́x )g(x ) f (x )g (́x )

[g(x )]
 ηόηε νη ππνςήθηνη έπξεπε λα απαληήζνπλ όηη ν 

ηύπνο είλαη ζσζηόο. 

 

Όπσο εμεγήζακε, αθόκε θαη κε ηε δεύηεξε κνξθή νη ππνςήθηνη ζα έπξεπε λα 

απαληήζνπλ όηη ν ηύπνο είλαη ιάζνο. 
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6. ΣΟΠΗΚΑ ΑΚΡΟΣΑΣΑ – ΖΜΔΗΑ ΚΑΜΠΖ 

 
Αλαθεξόκαζηε πξώηα ζηα ζεκεία θακπήο  

 

Όζνη ζπλάδειθνη παξαθνινπζνύλ ηηο Παλειιαδηθέο εμεηάζεηο αληηιακβάλνληαη όηη 

πξόθεηηαη γηα ην ζέκα 4γ ηνπ έηνπο 2003. 

Παξαζέηνπκε ην ζέκα όπσο ην δεκνζηεύζακε ζην 2
ν
 ηεύρνο ηνπ ΑΠΟΛΛΨΝΙΟΥ , 

ζει 119-123 

 

Σηηο 29 Μαΐνπ 2003 νη ππνςήθηνη Θεηηθήο θαη Τερλνινγηθήο Καηεύζπλζεο 

δηαγσλίζηεθαλ ζην κάζεκα ησλ Μαζεκαηηθώλ Καηεύζπλζεο. 

 

Γηα ηα εξσηήκαηα απηήο ηεο εμέηαζεο γξάθηεθαλ πνιιά ζρόιηα. Τα πεξηζζόηεξα από 

απηά αθνξνύζαλ ηα εξσηήκαηα 3δ θαη ην 4γ. Θα ζρνιηάζνπκε εδώ ην 4γ πνπ 

δεκηνύξγεζε κεγάιε ζύγρπζε θαη αλαζηάησζε ζηνπο ππνςεθίνπο εμαηηίαο 

αληηθαηηθώλ δειώζεσλ πνπ έγηλαλ ηηο ακέζσο επόκελεο κέξεο από ηα Μ.Μ.Δ. 

Παξαζέηνπκε νιόθιεξν ην ζέκα: 

 

ΘΔΜΑ 4γ (Θεηηθή θαη Σερλνινγηθή Καηεύζπλζε. Μάηνο 2003) 

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζ' έλα δηάζηεκα [α, β], πνπ έρεη ζπλερή δεύηεξε 

παξάγσγν ζην (α, β).  

Αλ ηζρύεη f(α) = f(β) = 0 θαη ππάξρνπλ αξηζκνί γ(α, β), δ(α, β), έηζη ώζηε 

f(γ)f(δ) < 0, λα απνδείμεηε όηη: 

     α) Τπάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζσζεο f(x) = 0 ζην δηάζηεκα (α, β).  

     β) Τπάξρνπλ ζεκεία μ1, μ2(α, β) ηέηνηα ώζηε: 

1 2f΄΄ μ < 0 θαη f΄΄ μ > 0 . 

     γ) Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.

  

 

Τα εξσηήκαηα α θαη β κπνξνύζαλ λα απαληεζνύλ (ην β κε αξθεηή δπζθνιία), αιιά 

ην εξώηεκα γ δελ κπνξνύζε. Γηα ην εξώηεκα γ ε αλακελόκελε ιύζε (πνπ 

βαζκνινγήζεθε κε άξηζηα) ήηαλ ε εμήο: 

 

"Αο ππνζέζνπκε όηη μ1 < μ2.  

Δπεηδή ε f΄́  είλαη ζπλερήο ζην [μ1, μ2]  [α, β] θαη 1 2f΄́ μ f΄́ μ < 0 , 

ζύκθσλα κε ην ζ. Bolzano ππάξρεη μ(μ1, μ2)  κε f΄́ μ = 0  θαη επεηδή εθαηέξσζελ 

ηνπ μ ε f΄́  αιιάδεη πξόζεκν, ην μ είλαη ζεκείν θακπήο". 

 

Σύκθσλα όκσο κε ην ζρνιηθό βηβιίν (έθδνζε Γ, 2002, νξηζκόο ζει. 275 θαη ζρεηηθό 

ζεώξεκα ζει. 276), γηα λα είλαη ην μ ζεκείν θακπήο,  

πξέπεη: f΄΄(x)<0 ζε θάπνην δηάζηεκα (θ, μ) θαη f΄΄(x)>0  ζε θάπνην δηάζηεκα (μ, ι) (ή 

αληίζηξνθα). Δδώ έρνπκε κόλν f΄΄(μ1)<0 θαη f΄΄(μ2)>0. 

Αξθνύλ ινηπόλ νη ζρέζεηο απηέο γηα λα είλαη ην μ ζεκείν θακπήο; 

Σύκθσλα κε ην ζρνιηθό βηβιίν δελ αξθνύλ, ιόγσ όκσο ησλ πνιιώλ δεδνκέλσλ 

δεκηνπξγείηαη ην εξώηεκα: "Μήπσο από ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο πξνθύπηνπλ 
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νη απαξαίηεηεο πξνϋπνζέζεηο, ώζηε ην μ λα είλαη ζεκείν θακπήο;" Καη αλ αθόκε ην 

ζπγθεθξηκέλν μ δελ είλαη ζεκείν θακπήο, κήπσο ππάξρεη ππνρξεσηηθά θάπνην άιιν 

ζεκείν θακπήο; 

 

Κάηη ηέηνην δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί˙ δεκηνπξγείηαη ινηπόλ ε ππνςία κήπσο ηα 

ζηνηρεία δελ αξθνύλ, δειαδή κήπσο ην εξώηεκα είλαη ιάζνο. 

 

Γηα λα απνδεηρζεί όηη ην εξώηεκα είλαη ιάζνο, ρξεηάδεηαη έλα θαηάιιειν 

αληηπαξάδεηγκα, δειαδή έλα παξάδεηγκα, όπνπ, ελώ ηζρύνπλ όιεο νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, δελ ππάξρεη ζεκείν θακπήο. 

 

 Έλα ηέηνην αληηπαξάδεηγκα είλαη ην παξαθάησ:12 

 
3 2

3 2

3x 9x 7x, αλ x 0,1

f x 2x 3, αλ x 1, 2

3x 18x 34x 21, αλ x 2, 3

 

 

Η f πιεξεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ εξσηήκαηνο κε α = 0, β = 3, γ = 1, δ = 2, δειαδή: f(0) = 

f(3) = 0  θαη  f(1) < 0, f(2) > 0. 

 

Μπνξεί εύθνια λα απνδεηρζεί όηη:  

 
2

2

9x 18x 7, αλ x 0,1

f΄ x 2, αλ x 1, 2

9x 36x 34, αλ x 2, 3

 

 

(Η παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f ζηα ζεκεία 1 θαη 2 κπνξεί λα απνδεηρζεί κε ηε βνήζεηα 

ηνπ νξηζκνύ). 

 

18x 18, αλ x 0,1

f΄́ x 0, αλ x 1, 2

18x 36, αλ x 2, 3

 

 

(Η παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f΄ ζηα ζεκεία 1 θαη 2 απνδεηθλύεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

νξηζκνύ). 

 

Όκσο ε f δελ έρεη θαλέλα ζεκείν θακπήο, αθνύ ε f΄΄ δελ αιιάδεη πξόζεκν 

εθαηέξσζελ θαλελόο ζεκείνπ κεδεληζκνύ ηεο. 

 

                                                        
12 Σν αληηπαξάδεηγκα απηό δεκνζηεύηεθε ζηελ πξσηλή εθεκεξίδα ΛΑΟ, ηελ επνκέλε ησλ εμεηάζεσλ, 

δειαδή ζηηο 30 Μαΐνπ 2003. Σν αληηπαξάδεηγκα δεκνζηεύηεθε επίζεο ζηελ εθπαηδεπηηθή ηζηνζειίδα 

www.teach.gr 
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Γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ παξαπάλσ αληηπαξαδείγκαηνο έπξεπε λα απαληεζνύλ ηα εμήο 

εξσηήκαηα: 

 

Σύκθσλα κε ην Θ. Bolzano, αλ γηα κηα ζπλάξηεζε f ζπλερή ζην [α, β] ηζρύεη: f(α)f(β) 

< 0, ππάξρεη x0(α, β) κε f(x0) = 0.  

Τν εξώηεκα πνπ δεκηνπξγείηαη είλαη: 

 

"Εθαηέξωζελ ηνπ x0 ε f αιιάδεη 

ππνρξεωηηθά πξόζεκν;". 

Η απάληεζε είλαη όρη, όπσο 

πξνθύπηεη από ην δηπιαλό ζρήκα 

(ζρ. 1). 

Γεκηνπξγείηαη όκσο λέν εξώηεκα: 

"Μήπωο ζε ηέηνηα πεξίπηωζε 

ππάξρεη ππνρξεωηηθά θαη άιιν 

ζεκείν κεδεληζκνύ x1 ηεο f, 

εθαηέξωζελ ηνπ νπνίνπ ε f αιιάδεη 

πξόζεκν; 

x

y

O

Α

α

Β

β

x0
x1

Σχήμα 1
 

Πώο κπνξεί κηα ζπλερήο γξακκή, πνπ είλαη γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο, λα ζπλδέζεη 

ηα ζεκεία Α θαη Β, πνπ βξίζθνληαη εθαηέξωζελ ηνπ άμνλα x΄x, λα δηαπεξάζεη κε άιια 

ιόγηα ηνλ άμνλα x΄x θαη εθαηέξωζελ ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο κε ηνλ άμνλα ηωλ x λα κελ 

αιιάδεη ην πξόζεκν ηεο f;". 

 

x

y

O γ δ

Α

Β

α β

Σχήμα 2

 

Αλ θαη απηό θαίλεηαη 

αδύλαην κε ηελ πξώηε καηηά, ε 

ζπλάξηεζε ηνπ δηπιαλνύ 

ζρήκαηνο (ζρ. 2) έρεη ηελ 

παξαπάλσ ηδηόηεηα.  

 Σηελ νπηηθή απηή 

παξαηήξεζε ζηεξηρηήθακε γηα 

λα θαηαζθεπάζνπκε ην 

παξαπάλσ αληηπαξάδεηγκα. 

 

 

 Η θαηαζθεπή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ αληηπαξαδείγκαηνο απαίηεζε ηε ιύζε ελόο 

γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο 8 εμηζώζεσλ κε 10 αγλώζηνπο, όπσο δείρλνπκε ζηε ζπλέρεηα. 

Τν πξόβιεκα πνπ ηίζεηαη εδώ είλαη λα θαηαζθεπάζνπκε κηα ζπλάξηεζε f, 

ηέηνηα ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f΄΄ λα έρεη ηε κνξθή ηνπ ζρ. 2. 

 

Θέζακε ινηπόλ απζαίξεηεο ηηκέο ζηα α, β, γ, δ: α = 0, β = 3, γ = 1, δ = 2  

 

θαη απαηηήζακε ε f΄́  λα έρεη ηε κνξθή: 

θx ι, αλ x 0,1

f΄́ x 0, αλ x 1, 2

κx ξ, αλ x 2, 3
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Τόηε ε f΄ ζα έρεη ηε κνξθή: 

2

1

2

2

3

θ
x ιx c , αλ x 0,1

2

f΄ x c , αλ x 1, 2

κ
x ξx c , αλ x 2, 3

2

 

 

 

 

θαη ε f ζα έρεη ηε κνξθή: 

3 2

1 4

2 5

3 2

3 6

θ ι
x x c x c , αλ x 0,1

6 2

f x c x c , αλ x 1, 2

κ ξ
x x c x c , αλ x 2, 3

6 2

 

 

Θα δνύκε αλ ππάξρνπλ θαηάιιειεο ηηκέο ησλ: θ, ι, κ, ξ, c1, c2, c3, c4, c5 θαη c6, ώζηε 

ε f λα πιεξεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Όπσο θαίλεηαη παξαθάησ, πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη 8 ζπλζήθεο, επνκέλσο 

ρξεηαδόκαζηε 8 αλεμάξηεηεο εμηζώζεηο κε ηζάξηζκνπο αγλώζηνπο. Γίλνπκε ινηπόλ 

απζαίξεηεο ηηκέο ζε δύν αγλώζηνπο, π.ρ. c2 = 2, c5 = –3, ώζηε λα ηθαλνπνηνύληαη νη 

ζρέζεηο f(1) < 0,  f(2) > 0. 

 

Δπνκέλσο: 

3 2

1 4

3 2

3 6

θ ι
x x c x c , αλ x 0,1

6 2

f x 2x 3, αλ x 1, 2

κ ξ
x x c x c , αλ x 2, 3

6 2

 

 

άξα: 

2

1

2

3

θ
x ιx c , αλ x 0,1

2

f΄ x 2, αλ x 1, 2

κ
x ξx c , αλ x 2, 3

2

  θαη: 

θx ι, αλ x 0,1

f΄́ x 0, αλ x 1, 2

κx ξ, αλ x 2, 3

 

 

Οη 8 ζρέζεηο πνπ ρξεηαδόκαζηε γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ θ, ι, κ, ξ, c1, c3, c4, c6 είλαη νη 

εμήο: 

 

  f(0) = 0    c4 = 0 

 

  f(3) = 0   3 6

9κ 9ξ
3c c 0

2 2
 (1) 

  Σπλέρεηα ηεο f ζην 1: 1

θ ι
c 1

6 2
 (2) 
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  Σπλέρεηα ηεο f ζην 2: 
3 6

4κ
2ξ 2c c 1

3
 (3) 

  Παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f ζην 1: 
1

θ
ι c 2

2
 (4) 

  Παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f ζην 2: 2κ + 2ξ + c3 = 2 (5) 

 

  Παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f΄ ζην 1: θ + ι = 0 (6) 

 

  Παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f΄ ζην 2: 2κ + ξ = 0 (7) 

 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ (1), (2), (3), (4), (5), (6) θαη (7): 

 

  (6)    ι = –θ                     (7)   ξ = –2κ 

 

Αληηθαζηζηνύκε ζηηο ππόινηπεο: 

  
9κ

2
 – 9κ + 3c3 + c6 = 0 (1α) 

  
θ θ

6 2
 + c1 = –1 (2α) 

  
4κ

3
 – 4κ + 2c3 + c6 = 1 (3α) 

  
θ

2
 – θ + c1 = 2 (4α) 

  2κ – 4κ + c3 = 2 (5α) 

 

Από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ (1α), (3α) θαη (5α) πξνθύπηεη:  

 

κ = –18, c3 = –34, c6 = 21 

θαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ (2α) θαη (4α): c1 = –7, θ = –18, άξα: 

 

ι = –θ = 18  θαη  ξ = –2κ = 36. 

 

Δπνκέλσο, κηα ζπλάξηεζε f πνπ ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη 

δελ έρεη ζεκεία θακπήο είλαη ε:  

 
3 2

3 2

3x 9x 7x, αλ x 0,1

f x 2x 3, αλ x 1, 2

3x 18x 34x 21, αλ x 2, 3

 

 
 

 

 

Αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα ηζρύνπλ θαη γηα ηα ηνπηθά αθξόηαηα. Γειαδή, αλ ε 

ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη γηα ηα ζεκεία μ1, x0, μ2 (α,β) κε μ1< 

x0< μ2 ηζρύνπλ: 

f΄(x0)=0,  f΄(μ1)<0 θαη f΄(μ2)>0  ή 



Σελ. 31 

f΄(x0)=0,  f΄(μ1)>0 θαη f΄(μ2)<0 , 

νη ζπλζήθεο δελ εμαζθαιίδνπλ όηη ην f(x0) είλαη ηνπηθό αθξόηαην ηεο f ζην x0. 

Απαηηείηαη, (εθηόο ηεο ζπλζήθεο f΄(x0)=0) λα ππάξρνπλ γ,δ(α,β) κε γ< x0<δ. ηέηνηα 

ώζηε: 

f΄(x)<0 γηα θάζε x(γ, x0) θαη f΄(x)>0 γηα θάζε x(x0, δ) ή   

f΄(x)>0 γηα θάζε x(γ, x0) θαη f΄(x)<0 γηα θάζε x(x0, δ) 
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7. ΚΑΝΟΝΑ DE L’ HOSPITAL 
 

Σύκθσλα κε απηόλ (αληηγξάθνπκε ηνλ θαλόλα από ην ζρνιηθό βηβιίν) 

 

 

Θεώξεκα 1
ν
 (κνξθή 

0

0
) 

Αλ 
0x x

lim f(x) 0 , 
0x x

lim g(x) 0 , x0  R { , } θαη ππάξρεη ην 
0x x

f΄(x)
lim

g΄(x)
 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 
0x x

f (x)
lim

g(x)
=

0x x

f΄(x)
lim

g΄(x)
 

Θεώξεκα 2
ν
 (κνξθή 




) 

Αλ 
0x x

lim f(x) , 
0x x

lim g(x) , x0  R { , } θαη ππάξρεη ην 

0x x

f΄(x)
lim

g΄(x)
 (πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 

0x x

f (x)
lim

g(x)
=

0x x

f΄(x)
lim

g΄(x)
 

 

ΥΟΛΗΑ: 

  1) Σν ζεώξεκα ηζρύεη θαη γηα ηηο κνξθέο , ,  

  2) Σα παξαπάλσ ζεσξήκαηα ηζρύνπλ θαη γηα πιεπξηθά όξηα θαη κπνξνύκε, αλ 

ρξεηάδεηαη, λα ηα εθαξκόζνπκε πεξηζζόηεξεο θνξέο, αξθεί λα πιεξνύληαη νη 

πξνϋπνζέζεηο ηνπο. 

 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital γίλνληαη πνιιά ιάζε θαη πνπ 

νθείινληαη θπξίσο ζηε κε ύπαξμε ησλ πξνϋπνζέζεσλ. 

 

Γηα ηε ζσζηή εθαξκνγή πξέπεη λα γλσξίδνπκε όηη: 

 

  α) Γηα λα νξίδεηαη ην 
0x x

f΄(x)
lim

g΄(x)
 πξέπεη νη f΄ θαη g΄ λα νξίδνληαη ζε κηα πεξηνρή 

ηνπ x0 θαη δελ αξθεί λα νξίδνληαη ζην x0. 

  β) Πξέπεη λα ππάξρεη ην 
0x x

f΄(x)
lim

g΄(x)
 

 

 

Σαλ παξάδεηγκα αλαθέξνπκε ην  

 

ZHTHMA 2
ν
  (4ε

 ΓΔΜΗ 1991) 

 

Α) Έζησ ε ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη 

παξαγσγίδεηαη ζην x0Γ. Να απνδείμεηε όηη: 

0

0 0

x x
0

xf(x ) x f (x)
lim

x x
= f(x0)- x0f΄( x0) 
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Τν ιάζνο πνπ κπνξεί λα γίλεη εδώ, είλαη λα γίλεη εθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital 

ελώ γηα ηε ζπλάξηεζε f δόζεθε όηη παξαγσγίδεηαη κόλν ζην x0 θαη δελ είλαη γλσζηό 

αλ παξαγσγίδεηαη ζε πεξηνρή ηνπ x0. 

 

Η ιύζε ινηπόλ δελ κπνξεί λα γίλεη κε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital θαη πξέπεη λα γίλεη 

σο εμήο: 

 

0x x
lim 0 0

0

xf (x ) x f (x)

x x
=

0x x
lim 0 0 0 0 0 0

0

xf (x ) x f (x ) x f (x ) x f (x)

x x
= 

0x x
lim [ 0 0 0

0

0 0

(x x )f (x ) f (x) f (x )
x

x x x x
] = f(x0) - x0f΄(x0) 

 

Αλ εθαξκνζηεί ν θαλόλαο De l’ Hospital ζα δώζεη βέβαηα ην ίδην απνηέιεζκα, 

αθνύ ε άγλσζηε ζπλάξηεζε f ζα κπνξνύζε λα είλαη παξαγσγίζηκε ζε πεξηνρή ηνπ x0 

θαη όρη κόλν ζην x0. Όκσο θάηη ηέηνην δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαηά ηε ιύζε. 

 

 

Έλα άιιν ιάζνο θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα De l’ Hospital δίλεηαη ζην παξαθάησ 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ: 

 

Να βξεζεί ην 
x
lim

x εκx

2x ζπλx
 

 

Μπνξεί εύθνια λα απνδεηρζεί όηη θαη ην όξην ηνπ αξηζκεηή θαη ην όξην ηνπ 

παξνλνκαζηή είλαη +  

 

Πξάγκαηη, γηα θάζε x 0, είλαη:  

εκx

x
=

1
εκx

x


1

x
 -

1

x


εκx

x


1

x
 θαη επεηδή 

x
lim (-

1

x
)=

x
lim

1

x
=0, 

πξνθύπηεη όηη είλαη θαη 
x
lim

εκx

x
=0 

Δπνκέλσο: 
x
lim (x-εκx)= 

x
lim [x(1-

εκx

x
)]=( )  1=  

Με ηνλ ίδην ηξόπν βξίζθνπκε όηη είλαη θαη 
x
lim (2ρ+ζπλx)= , δειαδή ηζρύεη ε 

πξώηε πξνϋπόζεζε ηνπ θαλόλα De l’ Hospital. Όκσο ν θαλόλαο De l’ Hospital δελ 

κπνξεί λα εθαξκνζηεί. Γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο πξέπεη λα ππάξρεη ην 

x
lim

(x εκx)́

(2x ζπλx)́
= 

x
lim

1 ζπλx

2 εκx
 

Όκσο ην όξην απηό δελ ππάξρεη, όπσο απνδεηθλύνπκε ακέζσο: 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε: f(x)= 
1 ζπλx

2 εκx
 θαη ηηο αθνινπζίεο: xλ=2λπ  θαη 

xλ΄=
π

2λπ
2

 

Οη αληίζηνηρεο αθνινπζίεο ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 
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f(xλ)=
1 ζπλ(2λπ)

2 εκ(2λπ)
 = 0   0 θαη f(xλ΄)=

π
1 ζπλ(2λπ )

2
π

2 εκ(2λπ )
2

 = 1   1 

Δπεηδή νη αθνινπζίεο f(xλ) θαη f(xλ΄) έρνπλ δηαθνξεηηθά όξηα, δελ ππάξρεη ην 

x
lim

1 ζπλx

2 εκx
 

 

Έηζη δελ κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital. 

 

Παξόια απηά ην όξην ππάξρεη θαη κπνξεί λα βξεζεί ρσξίο ηνλ θαλόλα De l’ Hospital 

σο εμήο: 

 

x
lim

x εκx

2x ζπλx
=

x
lim

εκx
x(1 )

x
ζπλx

x(2 )
x

=
x
lim

εκx
1

x
ζπλx

2
x

=
1

2
 δηόηη όπσο βξήθακε πξηλ 

είλαη 
x
lim

εκx

x
=0 θαη γηα ηνλ ίδην ιόγν είλαη 

x
lim

ζπλx

x
=0 

 

 

Έλα άιιν ιάζνο πνπ είδακε θαη ζηηο ιύζεηο πνπ έδσζε ν έληππνο ηύπνο, είλαη ην 

παξαθάησ: 

 

 

ΕΖΣΖΜΑ 2
ν
  (1ε

 ΓΔΜΗ 1997) 

 

Α) Γίλνληαη νη πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδίν νξηζκνύ ην R πνπ έρνπλ 

πξώηε θαη δεύηεξε παξάγσγν θαη g(x) 0 γηα θάζε xR. 

Έζησ α πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Θέηνπκε Α = 
f (α)

g(α)
 θαη Β = 

f΄(α) Αg΄(α)

g(α)
 

Αλ θ είλαη πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην R - {α}, ηέηνηα ώζηε: 

2 2

f (x) Α B θ(x)

(x α) g(x) (x α) x α g(x)
 γηα θάζε xR - {α}, λα απνδεηρζεί όηη 

ππάξρεη ην 
x α
limθ(x) . 

 

Τν ιάζνο πνπ έγηλε από πνιινύο ππνςεθίνπο (αιιά θαη από θάπνηεο εθεκεξίδεο) 

θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ ιύζε: 

Από ηε ζρέζε πνπ δόζεθε: 
2 2

f (x) Α B θ(x)

(x α) g(x) (x α) x α g(x)
   

θ(x)=
2

f (x) Ag(x) B(x α)g(x)

(x α)
 

x α
lim θ(x)= 

x α
lim

2

f (x) Ag(x) B(x α)g(x)

(x α)
 

Σην θιάζκα απηό ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ θαλόλα De l’ Hospital, άξα 

 

x α
lim θ(x)= 

x α
lim

2

(f (x) Ag(x) B(x α)g(x))́

[(x α) ]́
= 
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x α
lim

f (́x) Ag (́x) Bg(x) B(x α)g (́x)

2(x α)
                      (1) 

 

Σην λέν θιάζκα δε γλσξίδνπκε αλ ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ θαλόλα De l’ 

Hospital. 

 

Πξάγκαηη, αλ ηνλ εθαξκόζνπκε ζα πξέπεη λα δηθαηνινγήζνπκε όηη ππάξρεη ην  

x α
lim

(f (́x) Ag (́x) Bg(x) B(x α)g (́x))́

[2(x α)]́
= 

x α
lim

f΄́ (x) Ag΄́ (x) 2Bg (́x) B(x α)g΄́ (x)

2
 

Σηηο ιάζνο ιύζεηο πνπ είδακε, πάξζεθε ππόςε όηη 
x α
lim f΄΄(x)=f΄΄(α) θαη 

x α
lim g΄΄(x)=g΄΄(α) δειαδή ζεσξήζεθε όηη νη f΄΄ θαη g΄΄ είλαη ζπλερείο ζην α. Όκσο 

θάηη ηέηνην δελ πξνθύπηεη από ηελ ππόζεζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Τν ιάζνο απηό είλαη πνιύ ζπλεζηζκέλν όρη κόλν ζηνλ θαλόλα De l’ Hospital, αιιά 

γεληθόηεξα ζηελ εύξεζε ησλ νξίσλ, όπνπ ρσξίο λα δίλεηαη όηη ε f είλαη ζπλερήο, 

βιέπνπκε 
x α
lim f(x)=f(α) 

 

Έηζη ε παξαπάλσ ιύζε ζεσξείηαη ιάζνο, αλ θαη δίλεη ην ζσζηό απνηέιεζκα. 

  

Τν ζσζηό απνηέιεζκα δηθαηνινγείηαη όπσο θαη ζην πξώην παξάδεηγκα. 

 

 

Ζ ζσζηή ιύζε κπνξεί λα γίλεη σο εμήο: 

 

Θέηνπκε: h(x)=
f (x)

g(x)
   h(α)= 

f (α)

g(α)
= A                                                 (1) 

θαη h΄(x)=
2

f (́x)g(x) f (x)g (́x)

g (x)
   h΄(α)=

2

f (́α)g(α) f (α)g (́α)

g (α)
=Β            (2) 

Η h΄ είλαη επίζεο παξαγσγίζηκε ζην α σο πειίθν παξαγσγηζίκσλ ζπλαξηήζεσλ θαη 

είλαη: h΄΄(α)= 
x α
lim

h (́x) h (́α)

ρ α
  (3) 

Η ζπλάξηεζε θ γξάθεηαη: 

 

θ(x)=
2

f (x) Ag(x) B(x α)g(x)

(x α)


(1),(2)

 
2

g(x)h(x) h(α)g(x) h (́α)(x α)g(x)

(x α)
 

 

Γηα ην όξην ηεο θ ζην α ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ θαλόλα De l’ Hospital, άξα: 

 

x α
lim  θ(x)= 

x α
lim

g (́x)h(x) g(x)h (́x) h(α)g (́x) h (́α)g(x) h (́α)(x α)g (́x)

2(x α)
= 
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x α
lim [

g (́x) h(x) h(α) g(x) h (́x) h (́α)
h (́α)g (́x)

2 x α 2 x α
]= 

g (́α) g(α)
h (́α) h΄́ (α) h (́α)g (́α)

2 2
 είλαη ην δεηνύκελν όξην. 

 

 

 


