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Επειδή  η Ανάλυση της Γ΄ Λυκείου είναι το δυσκολότερο από τα κεφάλαια των 
Μαθηµατικών που διδάσκονται στα Λύκεια, αποφασίσαµε η εισήγησή µας αυτή να 
διαλευκάνει κάποια από τα σηµεία που θεωρούµε ότι παρουσιάζουν δυσκολίες ή ασάφειες. Τα 
σηµεία αυτά είναι πολλά. Εδώ θα ασχοληθούµε µε εκείνα που παρουσιάζονται πιο συχνά.  

Οι ασάφειες δηµιουργούνται κυρίως από ασκήσεις που δεν καλύπτονται πλήρως από τη 
θεωρία, όπως π.χ µονοτονία συνάρτησης της οποίας η παράγωγος είναι ≥0 ή η 

παραγωγισιµότητα συνάρτησης που περιέχει το σύµβολο x κ.ά. 
 
Σε προηγούµενη εισήγησή µας (στη Βέροια την 4/3/2007 και στη Θεσ/νίκη στις 

7/3/2007 στα πλαίσια της Μαθηµατικής εβδοµάδας) κάναµε κάποιες επισηµάνσεις και δώσαµε 
διευκρινίσεις σε αντίστοιχα ερωτήµατα µε αφορµή θέµατα των Πανελλαδικών εξετάσεων. 
Εξηγήσαµε επίσης γιατί κάποιες λύσεις είναι λάθος. Ακόµη γιατί κάποια θεωρήµατα δεν 
µπορούν να εφαρµοστούν. 

Αν και πολλά από τα ερωτήµατα αυτά θα ταίριαζαν απόλυτα µε το πνεύµα της 
σηµερινής µας εισήγησης, δεν θα τα αναφέρουµε εδώ λόγω του περιορισµένου χρόνου. Θα σας 
δώσουµε όµως και την εισήγηση εκείνη ως συµπλήρωµα της σηµερινής. Στην εισήγηση εκείνη 
αναφερθήκαµε στα εξής θέµατα: 

 
1. Πλήθος αριθµών ξ που ικανοποιούν κάποια συνθήκη 
2. Συνθήκες που δεν είναι απαραίτητες 
3. Περισσότερες συνθήκες ή δεδοµένα που δεν είναι συµβιβαστά. Ανύπαρκτες 

συναρτήσεις 
4. Απαραίτητη επαλήθευση 
5. Ερωτήµατα τύπου σωστό – λάθος 
6. Τοπικά ακρότατα – σηµεία καµπής 
7. Κανόνας De l’ Hospital 
 
Σε όλα τα παραπάνω θέµατα υπάρχουν σηµεία "παγίδες" και πολλά ερωτηµατικά. Με 

την εισήγησή µας δίνονται απαντήσεις στα πιο σηµαντικά ερωτήµατα. 
 
Είναι γνωστό ότι η ισχύς των θεωρηµάτων είναι απόρροια των ορισµών. Ανάλογα µε 

τον ορισµό που δίνεται κάθε φορά, τα θεωρήµατα µπορούν να ισχύουν µε τον έναν ή τον 
άλλον τρόπο. 

Εδώ θα υιοθετήσουµε τους ορισµούς του σχολικού βιβλίου της Κατεύθυνσης και θα 
προσαρµόσουµε κάθε µας παρατήρηση πάνω σ’ αυτούς. 
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Σελ. 2 

Ορισµός 
Το σύµβολο { ως άκρο ενός διαστήµατος θα παριστάνει το σύµβολο ( ή το [. 
Αντίστοιχα, το σύµβολο } θα παριστάνει ) ή ].  
 
Έτσι το σύµβολο {α, β} θα παριστάνει οποιοδήποτε από τα διαστήµατα (α, β) ή [α, β] ή (α, β] 
ή [α, β). Τα α και β επίσης θα παριστάνουν πραγµατικούς αριθµούς ή α = -∞  ή β = + ∞  
Στη µελέτη των παραγώγων όταν θα χρησιµοποιούµε το σύµβολο ∆0 σε συνδυασµό µε το 
διάστηµα ∆ = {α, β} θα εννοούµε ότι το ∆0 είναι το εσωτερικό του διαστήµατος ∆ που ορίζεται 
ως το ανοιχτό διάστηµα µε τα ίδια άκρα µε το ∆, δηλαδή 
 
• αν  ∆ = [α, β] ή (α, β) ή [α, β) ή (α, β]  τότε  ∆0 = (α, β) 
• αν  ∆ = (-∞ , α]  ή ∆ = (-∞ , α)   τότε  ∆0 = (-∞ , α)   
• αν  ∆ = [α, + ∞ ) ή ∆ = (α, + ∞ )   τότε  ∆0 = (α, + ∞ )  
• αν  ∆ = (-∞ , + ∞ ) = R  τότε  ∆0 = R 

 
 

 
Πεδίο ορισµού της f΄ 
Το πεδίο ορισµού της f΄  δεν µπορεί να βρεθεί από τον τύπο της f΄. 
Αντίστοιχα µε τη σύνθεση δύο συναρτήσεων, για να ορίζεται η f΄ δεν αρκεί ο τύπος της να 
ορίζεται.  
 
Για να ανήκει ένα σηµείο x0  στο πεδίο ορισµού της f΄ πρέπει  
 
α) Να ορίζεται η f στο x0  

β) Να υπάρχει το  
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x→

−

−

 και να είναι πραγµατικός αριθµός. 
 
Είναι φανερό ότι στα µεµονωµένα σηµεία του πεδίου ορισµού της η f  δεν είναι παραγωγίσιµη, 

αφού η παράγωγος της f στο x0 είναι το 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x→

−

−

 και εποµένως για να υπάρχει αυτό, 

πρέπει  η f να ορίζεται σε διάστηµα της µορφής (α, x0] ή  [x0, β).  Έτσι π.χ  
 
α) Για τη συνάρτηση f :A R→ µε Α = (1, 5) ∪ {6} µε  f(x) = x2  είναι  f΄(x) = 2x για κάθε 
x∈ (1, 5), ενώ δεν ορίζεται το f΄(6) αφού η f δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής (α, 6] ή  
[6, α) 
Έτσι πεδίο ορισµού της f ΄ είναι το (1, 5) 
 

β) Η συνάρτηση f(x) = lnx έχει πεδίο ορισµού το Α = (0, +∞ ) και ισχύει f΄(x) = 
1

x
 για κάθε 

x∈A.  Ο τύπος 1

x
 ορίζεται και για x < 0, όµως οι τιµές αυτές δεν ανήκουν στο πεδίο ορισµού 

της f΄. Το πεδίο ορισµού της f΄ είναι το Α = (0, +∞ ) 
 
Οι περισσότερες γνωστές συναρτήσεις είναι παραγωγίσιµες στα πεδία ορισµού τους. 
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Σελ. 3 

Για την ύλη του σχολικού βιβλίου, σχεδόν όλες οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιµες. Εξαίρεση 
αποτελούν οι συναρτήσεις που ορίζονται µε περισσότερους του ενός τύπους οι οποίες στα 
σηµεία αλλαγής του τύπου τους µπορεί να µην είναι παραγωγίσιµες. Στην κατηγορία αυτή θα 
εντάξουµε και τις συναρτήσεις που περιέχουν απόλυτες τιµές. 
 
Είναι γνωστό π.χ ότι η f(x) = |x| , x∈R δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0.  
 
γ)  Ένα διαφορετικό, χαρακτηριστικό όµως παράδειγµα είναι η συνάρτηση  

f:[0, +∞ ) →  R  µε f(x) =  x  
Η συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιµη στο Α΄ = (0, +∞ ), δεν είναι όµως παραγωγίσιµη στο 0. 

Πράγµατι, 
x 0

f (x) f (0)
lim

x 0→

−

−

 = 
x 0

x
lim

x+→
 =  

x 0

1
lim

x+→
 = +∞  

 
Πριν πούµε τι ισχύει γενικότερα, είναι αναγκαίο να δώσουµε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 
f(x) = xα  για τις διάφορες τιµές του α 
 
Το πεδίο ορισµού Α της f είναι το εξής: 
Αν α∈Ζ 
 αν α∈Ν*  τότε:    Α = R 
 αν α ≤  0  τότε:   Α = R* 
Αν α∉Ζ  
 αν α > 0 τότε      Α = [0, +∞ ) 
 αν α < 0 τότε     Α = (0, +∞ ) 
 
Για την παραγωγισιµότητα τώρα της f(x) = xα ισχύουν τα εξής: 
 
Σε όλες τις περιπτώσεις η  f(x) = xα είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της Α, εκτός 
από την περίπτωση 0 < α < 1 οπότε Α = [0, +∞ ). Στην περίπτωση αυτή η f είναι 
παραγωγίσιµη στο Α΄ = (0, +∞ ), αλλά δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. 
 
Πράγµατι, στην περίπτωση αυτή είναι: 

x 0

f (x) f (0)
lim

x 0→

−

−

= 
α

x 0

x
lim

x+→
 = 

1 αx 0

1
lim

x+ −→
 = +∞  

 

Ειδική περίπτωση είναι η f(x) = x  και γενικότερα η f(x) = ν x , ν≥2 
 
ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ 
Είναι γνωστό ότι αν η f: A →  R είναι παραγωγίσιµη στο x0 και η g: B →  R είναι 
παραγωγίσιµη στο f(x0), τότε η σύνθεση g� f είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε 

΄
0 0 0(g f ) (x ) g΄(f (x ))f ΄(x )=�  

 
Τι γίνεται όµως αν η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 ή η g δεν είναι παραγωγίσιµη στο f(x0) ;  
 
Η σύνθεση g� f µπορεί να είναι παραγωγίσιµη στο x0 και αν ακόµη δεν ισχύει καµία από 
τις παραπάνω προϋποθέσεις. Μπορεί φυσικά και να µην είναι. 
 
∆ίνουµε τέσσερα παραδείγµατα  στα οποία καταφαίνεται η αλήθεια των παραπάνω. 
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Σελ. 4 

Παράδειγµα 1ο (όπου η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 , η g είναι παραγωγίσιµη στο 

0f (x )  και η σύνθεση g f�  είναι παραγωγίσιµη στο x0) 

Η συνάρτηση f(x) = x έχει πεδίο ορισµού το Α = [0, +∞ ) και όπως έχουµε πει δεν είναι 
παραγωγίσιµη στο 0. 
 
Η συνάρτηση g(x) = x2  έχει πεδίο ορισµού το Β = R και είναι παραγωγίσιµη στο R, άρα και 
στο f(0) = 0. 
 

Η σύνθετη συνάρτηση g� f έχει πεδίο ορισµού το Γ = [0, +∞ ) και  είναι (g� f)(x) = 2( x ) = x 
για κάθε x∈Γ 
 
Η g� f είναι παραγωγίσιµη σε ολόκληρο το Γ, δηλαδή είναι παραγωγίσιµη και στο 0. 
 
 
Παράδειγµα 2ο (όπου η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 , η g δεν είναι παραγωγίσιµη στο 
f(x0)  και η σύνθεση g f�  είναι παραγωγίσιµη στο x0) 
 
Η συνάρτηση f(x) = |x| έχει πεδίο ορισµού το Α = R και δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. 

Η συνάρτηση 2

2x , αν x 0
g(x)

x 1 , αν x 0

<=  + ≥   έχει πεδίο ορισµού το R και δεν είναι παραγωγίσιµη 

στο f(0) = 0, αφού δεν είναι συνεχής στο 0. 
 

Η σύνθεσή τους g� f έχει πεδίο ορισµού το Γ = R και τύπο: 
2

(g f )(x) x 1= +�  = x2 + 1 για 

κάθε x∈R, εποµένως είναι παραγωγίσιµη στο R, άρα και στο 0. 
 
 
Παράδειγµα 3ο  (όπου η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, η g δεν είναι παραγωγίσιµη στο f(x0) 
και  η σύνθεση g f�  δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0) 

Η συνάρτηση h(x) = 23 (x 1)−  = 
1

2 3[(x 1) ]−   (1) 

Είναι σύνθεση των συναρτήσεων 3g(x) x=  και f(x) = (x-1)2, δηλαδή h(x) = g(f(x)) για κάθε 
x∈R. 
 
Η f παραγωγίζεται στο R, άρα και στο 1, η g όµως δεν παραγωγίζεται στο  f(1) = 0. 
 

Για τη σύνθεση h(x) = g(f(x)) = 23 (x 1)−  δεν προκύπτει άµεσα συµπέρασµα για την 

παραγωγισιµότητά της στο 1. 
 
Το αν η h είναι ή όχι παραγωγίσιµη στο 1 πρέπει να εξεταστεί µε τη βοήθεια του ορισµού. 

                                                

1 ∆εν µπορούµε να γράψουµε f(x) = 
2
3(x 1)−  καθόσον η παράσταση 23 (x 1)−  ορίζεται για κάθε x∈R, ενώ η 

2
3(x 1)−  ορίζεται µόνο στο διάστηµα [1, +∞ ) 
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Σελ. 5 

Είναι:  
x 1

h(x) h(1)
lim

x 1+→

−

−

 = 
23

x 1

(x 1)
lim

x 1+→

−

−

 = 
3x 1

1
lim

x 1+→ −

= +∞ , εποµένως 
η h δεν είναι παραγωγίσιµη στο 1. 
 
 
Παράδειγµα 4ο  (όπου η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, η g δεν είναι παραγωγίσιµη στο f(x0) 
και  η σύνθεση g f�  είναι παραγωγίσιµη στο x0) 

Αντίθετα µε το 3ο παράδειγµα, η συνάρτηση h(x) = 43 (x 1)−  είναι πάλι σύνθεση των  

f: R→R µε f(x) = (x-1)4  που είναι παραγωγίσιµη στο 1 και  
g: [0, +∞ )→R µε g(x) = 3 x  που δεν είναι παραγωγίσιµη στο f(1) = 0. 
 
Η h είναι παραγωγίσιµη στο f(1) = 0 αφού: 

x 1

h(x) h(1)
lim

x 1+→

−

−

 = 
43

x 1

(x 1)
lim

x 1+→

−

−

 = 3

x 1
lim x 1

+→
−  = 0 

x 1

h(x) h(1)
lim

x 1−→

−

−

 = 
43

x 1

(x 1)
lim

x 1−→

−

−

 = 
43

x 1

x 1
lim

x 1−→

−

− −

 = 3

x 1
lim( x 1 )

−→
− − = 0 

Άρα 
x 1

h(x) h(1)
lim

x 1→

−

−

 = 0 και η h είναι παραγωγίσιµη στο 1. 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ 
∆εν µπορούµε όµως να γράψουµε  h΄(1) = ǵ (f(1)) ⋅ f΄(1) αφού δεν υπάρχει το  
g΄(f(1)) = ǵ  (0) 
 

 
 
Παραγώγιση ισότητας 
Συνηθισµένα λάθη που συναντούµε στις παραγώγους είναι  
 
α) Παραγώγιση εξίσωσης.  
Η παράγωγος της f στο x0 ως όριο της συνάρτησης λ(x) = 0

0

f (x) f (x )

x x

−

−

 όταν 0x x→  για να 

ορίζεται πρέπει η λ(x), άρα και η f(x) να ορίζεται κοντά στο x0, δηλαδή σε ένα τουλάχιστον 
διάστηµα της µορφής (α, x0) ή (x0, β). 
 
Κατά τη µελέτη εξισώσεων, γίνεται το σοβαρό λάθος να παραγωγίζονται τα δύο µέλη.  
Π.χ δίνονται κάποιες συναρτήσεις f και g (µπορεί να δοθούν οι τύποι τους ή κάποιες ιδιότητές 
τους) και ζητείται να αποδείξουµε ότι η εξίσωση f(x) = g(x) έχει µια ρίζα στο διάστηµα (α, β). 
Στην περίπτωση αυτή, η σχέση f(x) = g(x) αληθεύει για κάποιες µόνο τιµές του x που δεν 
αποτελούν διάστηµα. Έτσι η παραγώγιση f΄(x) = ǵ (x) δεν έχει νόηµα. 
 
β) Παραγώγιση συνάρτησης µε πεδίο ορισµού το Ν 
 
∆εν µπορεί να παραγωγιστεί συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Ν 
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Σελ. 6 

Παράδειγµα (άσκηση σχολικού βιβλίου) 
Ένα πρακτορείο ταξιδιών διοργανώνει µια εκδροµή. Αν στην εκδροµή συµµετάσχουν 100 
άτοµα, καθένα θα πληρώσει 1000€. Για κάθε επιπλέον άτοµο, η τιµή µειώνεται κατά 5€. Πόσα 
άτοµα επιπλέον πρέπει να συµµετάσχουν ώστε το πρακτορείο να έχει τα περισσότερα έσοδα; 
 
Λύση 
Αν x είναι ο αριθµός των επιπλέον ατόµων, θα συµµετάσχουν 100+x άτοµα και καθένα θα 
πληρώσει (1000-5x)€. Εποµένως τα συνολικά έσοδα του πρακτορείου θα είναι  
Ε(x) = (100 + x)(1000 – 5x) = -5x2 + 500x + 100 000 
Πρέπει να βρούµε το µέγιστο της συνάρτησης  
Ε: Ν →  R   µε   Ε(x) = -5x2 + 500x + 100 000 
Εδώ πρέπει να τονίσουµε ότι η παραγώγιση της Ε(x) δεν έχει νόηµα, αφού η συνάρτηση Ε 
ορίζεται µόνο στο Ν. 
Το πρόβληµα µπορεί να ξεπεραστεί αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση  
θ: R →  R µε θ(x) = -5x2 + 500x + 100 000  (επέκταση της Ε στο R) 
Είναι τώρα:  θ΄(x) = -10x + 500 
Ο αντίστοιχος πίνακας µεταβολών της θ είναι ο παρακάτω: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εποµένως η συνάρτηση θ παρουσιάζει ολικό µέγιστο για x = 50 
 
Επειδή 50∈Ν, συµπεραίνουµε ότι και η Ε παρουσιάζει ολικό µέγιστο για x = 50 
 
Τι θα συνέβαινε όµως αν η θ(x) παρουσίαζε µέγιστο σε κάποιο σηµείο x0∉N; 
 
Αλλάζουµε λίγο τα δεδοµένα στο πρόβληµα 
Αντί η "τιµή µειώνεται κατά 5€"  τώρα έχουµε "τιµή µειώνεται κατά 8€"  
Η αντίστοιχη συνάρτηση θ είναι τώρα 
θ(x) = -8x2 + 200x + 100 000, x∈R 
Ο αντίστοιχος πίνακας µεταβολών της θ είναι τώρα ο εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η θ παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο x0 = 
25

2
∉N 

∆εν µπορούµε λοιπόν να πούµε ότι η Ε παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο x0 
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Σελ. 7 

Επειδή 12 < 
25

2
< 13 και η θ είναι γν. αύξουσα στο (-∞ , 

25

2
 ], το µέγιστο της θ για x∈N στο 

διάστηµα αυτό θα συµβαίνει όταν x = 12. 

Αντίστοιχα, στο διάστηµα [
25

2
, +∞) το µέγιστο της Ε θα συµβαίνει όταν x =13. 

Εποµένως η µέγιστη τιµή της Ε στο Ν θα συµβαίνει όταν x = 12  ή x = 13 
Επειδή τώρα:  
Ε(12) = (100 + 12)(1000 – 8.12) = 101 248 και  
Ε(13) = (100 + 13)(1000 – 8.13) = 101 248 
συµπεραίνουµε ότι το µέγιστο της Ε συµβαίνει όταν x = 12 και όταν x = 13 
 
Το ότι Ε(12) = Ε(13) είναι επειδή το τριώνυµο f(x) = αx2 + βx + γ παίρνει την ίδια τιµή για 

τιµές συµµετρικές ως προς την τιµή x = -
β
2α  δηλαδή για δύο τιµές της µορφής x1 = 

β λ
2α− −  

και x2 = 
β λ
2α− +  

(Αυτό αποδεικνύεται γράφοντας την f µε τη µορφή f(x) = 2β ∆α(x )
2α 4α+ − ) 

 
 
 

Παραγώγιση ανισοτήτων 
 
Οι ανισότητες δεν µπορούν να παραγωγιστούν 
Αν δηλαδή για τις συναρτήσεις f και g ισχύει π.χ η σχέση   
f(x) > g(x), δεν προκύπτει καµία διάταξη για τα  f΄(x) και 
g΄(x)  
 
Στο διπλανό σχήµα, είναι f(x) > g(x) για κάθε x∈∆ = [α, β] 
 
Επίσης g΄(x) = 0 για κάθε x∈∆ (αφού η g  είναι σταθερή), 
ενώ για την f΄ αλλού ισχύει f΄(x) > 0, αλλού f΄(x) < 0 και 
αλλού f΄(x) = 0 
 
 
 

Εξίσωση εφαπτοµένης καµπύλης 
1) Ο κλασικός ορισµός της εφαπτοµένης µιας καµπύλης ως η οριακή θέση µιας τέµνουσας που 
στρέφεται γύρω από το ένα σηµείο τοµής της µε την καµπύλη ωσότου και το δεύτερο σηµείο 
τοµής της συµπέσει µε το πρώτο, κράτησε αρκετούς αιώνες. 
 
Με τη βοήθεια του ορισµού αυτού αποδεικνύεται ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης µιας 
καµπύλης που είναι γραφική παράσταση συνάρτησης, στο σηµείο της x0 στο οποίο είναι 
παραγωγίσιµη, είναι: y - f(x0)  =  f́ (x0)(x - x0) 
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Σελ. 8 

Ο παραπάνω ορισµός παρουσίαζε ορισµένες ατέλειες, ασάφειες και αδυναµίες. Π.χ δεν 
µπορούσε να εφαρµοστεί στη συνάρτηση 

1 αν x Q
f (x)

0 αν x Q

∈=  ∉  

Έτσι ο παραπάνω ορισµός αντικαταστάθηκε από έναν πιο σύγχρονο και γενικό ορισµό που 
είναι ο εξής: 
 
Έστω συνάρτηση  f: A →  R η οποία είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0∈A. Η ευθεία µε 
εξίσωση y - f(x0)  =  f́ (x0)(x - x0) ονοµάζεται εφαπτοµένη της cf στο σηµείο x0. 
 
Ο ορισµός αυτός δε δίνει καµιά γεωµετρική εικόνα για το ποια είναι η θέση της cf σχετικά µε 
την εφαπτοµένη της, αλλά αυτό δε µας ενδιαφέρει εδώ. 
 
Στην περίπτωση που η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, επειδή κάποιο από τα πλευρικά όρια 

της λ(x) = 0

0

f (x) f (x )

x x

−

−

 είναι το +∞   ή το -∞ , µπορεί πάλι να οριστεί εφαπτοµένη της cf, εδώ 

όµως δηµιουργήθηκε ένα πρόβληµα. 
 
Για κάποιους συγγραφείς 
 
Ορισµός 1 
Αν 

0x x
lim λ(x)
→

= +∞  ή  -∞ , η ευθεία x = x0 λέγεται εφαπτοµένη της cf στο σηµείο x0. 

 
Για κάποιους άλλους (σ’ αυτούς συµπεριλαµβάνονται και οι συγγραφείς του σχολικού βιβλίου) 
 
Ορισµός 2 
Αν 

0x x
lim λ(x)

+→
= +∞  ή -∞   και 

0x x
lim λ(x)

−→
= +∞  ή -∞    

(4 δυνατοί συνδυασµοί), η ευθεία x = x0 λέγεται εφαπτοµένη της cf στο x0. 
 

α) Για τη συνάρτηση 
x αν x 0

f (x)
x αν x 0

 ≥=  − <
  είναι: 

 

x 0

f (x) f (0)
lim

x 0+→

−

−

 = 
x 0

f (x)
lim

x+→
 = 

x 0

x
lim

x+→
 = 

x 0

1
lim

x+→
 =  +∞  και 

x 0

f (x) f (0)
lim

x 0−→

−

−

 = 
x 0

f (x)
lim

x−→
 = 

x 0

x
lim

x−→

−
 = 

x 0

x
lim

x−→ −

 = 
x 0

1
lim

x
−→

−
= -∞  

Σύµφωνα µε τον 1ο ορισµό, η cf  δε δέχεται 
εφαπτοµένη στο x0 = 0, ενώ σύµφωνα µε 
τον 2ο ορισµό, η cf δέχεται κατακόρυφη 
εφαπτοµένη την x = 0 δηλαδή τον άξονα 
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Σελ. 9 

y΄y. 
 
Η γραφική παράσταση της f αποδίδεται από το παραπάνω σχήµα. 
 
Το σηµείο (0, f(0)) = (0, 0) είναι γωνιακό σηµείο της cf  
 

β) Για τη συνάρτηση 
x αν x 0

f (x)
x αν x 0

 ≥= − − <
 

 
µπορούµε όµοια να βρούµε  ότι: 
x 0 x 0
lim λ(x) lim λ(x)

− +→ →
= = +∞ , άρα η cf 

δέχεται, σύµφωνα και µε τους δύο 
ορισµούς, στο σηµείο 0 κατακόρυφη 
εφαπτοµένη την x=0, δηλαδή τον άξονα 
y΄y 
 
Η cf   δεν παρουσιάζει γωνιακά σηµεία. 
Αυτή είναι και η διαφορά των δύο 
ορισµών. 
 
Ο 1ος ορισµός ορίζει κατακόρυφη 
εφαπτοµένη µόνο σε µη γωνιακά σηµεία, 
ενώ ο 2ος ορισµός δέχεται εφαπτοµένη και 
σε γωνιακά σηµεία. 
 
Η γραφική παράσταση της f δίνεται από το παραπάνω σχήµα. 
 

2) Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης f µπορεί να έχει µε την cf εκτός 
του σηµείου επαφής και άλλα κοινά σηµεία, ακόµη και άπειρα όπως προκύπτει από τα 
παραδείγµατα που ακολουθούν. 
Αυτό είναι γνωστό για σηµεία αποµακρυσµένα από το σηµείο επαφής, το ότι όµως µπορούµε 
να έχουµε και κοινά σηµεία της εφαπτοµένης µε την cf οσονδήποτε κοντά στο σηµείο επαφής 
δεν είναι πολύ γνωστό. Αυτό φαίνεται από το 2ο παράδειγµα 
 
 
Παράδειγµα 1ο 
α)  Να βρεθεί η εφαπτοµένη (ε) της f(x) = x3 στο σηµείο x0 = 1 
β)  Να βρεθούν τα κοινά σηµεία της  cf  µε την (ε) 
 
Λύση: 
α) f΄ (x) = 3x2, άρα f ΄(1) = 3 
Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο x0 = 1 είναι: y – f(1) = f ́ (1) (x-1) και τελικά y = 3x – 2 
 
β) Τα κοινά σηµεία της cf  µε την (ε) είναι οι λύσεις του συστήµατος:  
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Σελ. 10 

3y x

y 3x 2

 = = −
 

Οι λύσεις του συστήµατος είναι: (x, y) = (1, 1) και (- 2, - 8) 
Το (1, 1) είναι βεβαίως το σηµείο επαφής και  το άλλο (- 2, - 8) είναι ένα ακόµη κοινό σηµείο 
της cf  µε την (ε). 
 
 
Παράδειγµα 2ο 

∆ίνεται η συνάρτηση 
2 1

x ηµ , αν x 0
f (x) x

0, αν x 0


 ≠

=

 =

 

α)  Να βρεθεί η εφαπτοµένη (ε) της cf στο σηµείο x0 = 0 
β)  Να βρεθούν τα κοινά σηµεία της cf  µε την (ε) 
 
Λύση 

α) 
x 0

f (x) f (0)
lim

x 0→

−

−

= 
x 0

1
lim(xηµ )

x→

= 0 = f́ (0) (µε κριτήριο παρεµβολής) 
Άρα υπάρχει εφαπτοµένη της cf στο 0 µε εξίσωση 
y – f(0) = f́ (0)(x – 0) ή y = 0 (άξονας των x) 
 
β) Κοινά σηµεία των cf  και (ε) 
 

Λύνουµε το σύστηµα: 
2 1

y x ηµ
x

y 0


 =


 =

 

 

Βρίσκουµε 1ηµ 0
x
= ⇔

1 κπ, κ Ζ*
x
= ∈ ⇔

1
x
κπ

= , κ Ζ *∈  

H cf  λοιπόν και η (ε) έχουν άπειρα κοινά σηµεία 
1

( , 0), κ Ζ*
κπ

∈  

Η γραφική παράσταση της f δίνεται από το παρακάτω σχήµα 
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Σελ. 11 

 
 
3) Εφαπτοµένη µιας ευθείας 
Μια µη κατακόρυφη ευθεία είναι γραφική παράσταση συνάρτησης µε τύπο   
f(x) = αx + β, x∈R, εποµένως είναι παραγωγίσιµη στο τυχαίο x0∈R µε f΄(x0) = α και άρα 
δέχεται εφαπτοµένη στο x0 µε εξίσωση: y – f(x0) = f΄(x0)(x - x0) ⇔   
y – (αx0 + β) = α(x – x0) ⇔  y = αx + β, δηλαδή  
 
Η εφαπτοµένη µιας ευθείας σε τυχαίο σηµείο της είναι η ίδια η ευθεία 
 
 
 
Ιδιότητες σε διάστηµα 
Είναι σηµαντικό να πούµε ότι οι περισσότερες ιδιότητες των συναρτήσεων σχετικά µε τις 
παραγώγους ισχύουν σε διάστηµα. 
 
Παραθέτουµε δύο προτάσεις (η 2η είναι συνέπεια της 1ης) 
 
Πρόταση 1 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο ∆0 µε f΄(x) = 0 για 
κάθε x∈∆0 τότε η f είναι σταθερή στο ∆. 
 
Πρόταση 2 
Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο ∆ και παραγωγίσιµες στο ∆0 µε  
f΄(x) = ǵ (x) για κάθε x∈∆0 τότε f = g + c δηλαδή f (x) = g (x)+ c για κάθε x∈∆ 
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Σελ. 12 

Χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή στη χρήση των παραπάνω θεωρηµάτων. ∆είχνουµε πως πρέπει 
να γίνεται αυτό αυτών µε το παρακάτω 
 
 
Παράδειγµα 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f: R* →R µε την ιδιότητα 
x1 e

f΄(x) f (x)
x x
+ =   (1) 

Λύση 
Η (1) ⇔ xxf΄(x) f (x) e+ = ⇔ x ΄(xf (x))΄ (e )=  για κάθε x∈R* ⇔  

x
1

x
2

e c αν x 0
xf (x)

e c αν x 0

 + <=  + >
 

∆εν µπορούµε να πούµε ότι  xf(x) = ex + c για κάθε x∈R*, επειδή το  
R* = (-∞ , 0)∪ (0, +∞ ) δεν είναι διάστηµα. 

Εποµένως η συνάρτηση f ορίζεται ως εξής: 

x
1

x
2

e c
αν x 0

xf (x)
e c

αν x 0
x

 + <=  + >
 όπου c1 και c2 

αυθαίρετες σταθερές. 
 
Αν ζητείται να βρούµε τη µοναδική συνάρτηση που επαληθεύει την (1) πρέπει να δοθούν δύο 
αρχικές συνθήκες. 
Αν λοιπόν δοθεί ότι: f(-1) = -1 και f(1) = 0 τότε  

1
1e c

1

− +

−
= -1 ⇔ c1 = 1 - 

1

e
 και  

2e c

1

+
= 0 ⇔  c2 = -e 

Εποµένως: 

x

x

1
e 1

e αν x 0
f (x) x

e e
αν x 0

x

 + − <=  − >

 

 
 
 
Θεωρήµατα Rolle και Μέσης Τιµής 
Σύµφωνα µε το πρώτο: 
 
Αν για τη συνάρτηση f ισχύουν: 
 
• Η  f είναι συνεχής στο [α, β] 
• Η  f είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) 
• f(α) = f(β) 
 

τότε υπάρχει σηµείο ξ∈ (α, β) µε f΄(ξ) = 0 



 
Νικ. Ιωσηφίδης:  ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ.   ΣΗΜΕΙΑ ΠΟΥ ΧΡΕΙΑΖΟΝΤΑΙ Ι∆ΙΑΙΤΕΡΗ ΠΡΟΣΟΧΗ 

 
 

  
Σελ. 13 

Παρατηρήσεις 
α) Το θεώρηµα εξασφαλίζει την ύπαρξη σηµείου ξ µόνο αν ισχύουν όλες οι παραπάνω 
προϋποθέσεις. Αν δεν ισχύει έστω και µία από αυτές, τότε ίσως δεν υπάρχει κανένα σηµείο ξ 
µε την ιδιότητα f΄(ξ) = 0 
 
β) Μπορούν να υπάρχουν περισσότερα του ενός σηµεία ξ µε την ιδιότητα f΄(ξ) = 0, ακόµη και 
άπειρα. 
 
γ) Σηµεία ξ µε την ιδιότητα f΄(ξ) = 0 µπορεί να υπάρχουν έστω και αν δεν ισχύει κάποια από 
τις προϋποθέσεις. Σηµεία ξ µπορούν να υπάρχουν ακόµη και αν δεν ισχύει καµία από τις 
προϋποθέσεις. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Στο παραπάνω σχήµα 1, η f δεν είναι συνεχής στο σηµείο x0, άρα δεν είναι ούτε παραγωγίσιµη 
στο x0. Επίσης είναι f(α)≠  f(β).  Σηµείο όµως ξ µε  f΄(ξ) = 0 δηλαδή σηµείο στο οποίο η 
εφαπτοµένη είναι παράλληλη προς τον άξονα των x υπάρχει.  
 
Μπορούµε µε παρόµοια σχήµατα να δείξουµε ότι µπορούν να υπάρχουν και περισσότερα 
σηµεία, ακόµη και άπειρα. 
 
Τα ίδια ακριβώς ισχύουν και για το θεώρηµα της Μέσης Τιµής όπως δείχνει το σχήµα 2, στο 
οποίο η f δεν πληρεί καµία από τις προϋποθέσεις. Όµως υπάρχει σηµείο ξ στο οποίο η 
εφαπτοµένη είναι παράλληλη προς την χορδή που συνδέει τα σηµεία Α(α, f(α)) και Β(β, f(β)) 
 
 
 

Μονοτονία συνάρτησης 
Η µονοτονία µιας συνάρτησης σύµφωνα µε το σχολικό βιβλίο ορίζεται µόνο σε διάστηµα. ∆εν 
µπορούµε δηλαδή να µιλάµε για µονοτονία π.χ στο σύνολο (1, 2)∪ (2, 3) διότι το σύνολο αυτό 
δεν είναι διάστηµα. 
 
Η µελέτη της µονοτονίας  µιας συνάρτησης µε τη βοήθεια των παραγώγων στηρίζεται στην 
εξής  
 
Πρόταση 
Αν η συνάρτηση f είναι  
• συνεχής στο διάστηµα ∆  
• f΄(x) >0 για κάθε x∈∆0,  

τότε η f είναι γν. αύξουσα στο ∆ 
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Σελ. 14 

Παρατηρήσεις 
α) Από το ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο ∆0 προκύπτει ότι η f είναι συνεχής στο ∆0. Εποµένως 
το ότι η f είναι συνεχής στο ∆ το µόνο που προσθέτει είναι ότι η f είναι συνεχής (πλευρικά) 
στα άκρα του διαστήµατος, αν το διάστηµα είναι κλειστό ή αν είναι ηµιανοιχτό.  
Στην περίπτωση που το ∆ είναι ανοιχτό διάστηµα, η πρώτη συνθήκη περιττεύει. ∆ηλαδή η f  
θα είναι υποχρεωτικά συνεχής στο ∆ 
 
β) Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει. Αν δηλαδή η f είναι συνεχής στο ∆ και  γνησίως 
αύξουσα στο ∆, τότε δεν ισχύει υποχρεωτικά f΄(x) > 0 για κάθε x∈∆0, αλλά µπορεί να είναι 
και f΄(x) = 0 για κάποια x∈∆ 
 
γ) Το θεώρηµα γενικεύεται ως εξής: 
 
Αν η f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και f΄(x) ≥  0 για κάθε x∈∆0 , και ο µηδενισµός της f΄ 
γίνεται σε πεπερασµένο αριθµό σηµείων, τότε η f είναι γν. αύξουσα στο ∆. 
 
Αρκεί να αποδείξουµε την πρόταση για ένα σηµείο µηδενισµού της f΄, δηλαδή να αποδείξουµε 
ότι αν η f είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) µε f΄(x) > 0 για κάθε x∈ (α, x0)∪ (x0, β), ενώ  
f΄(x0) = 0, τότε η f είναι γν. αύξουσα στο {α, β} 
 
Πράγµατι, στο {α, x0] η f είναι συνεχής f΄(x) > 0 για κάθε x∈ (α, x0), άρα η f είναι γν. αύξουσα 
στο {α, x0]. Για τον ίδιο λόγο η f είναι γν. αύξουσα στο [x0, β}. Εποµένως η f είναι γν. αύξουσα 
και στην ένωση ∈{α, x0]∪ [x0, β}, δηλαδή στο {α, β} 
 
 
δ) Η ίδια απόδειξη  ισχύει και στην περίπτωση που η f΄ δεν υπάρχει στο x0 ή σε πεπερασµένο 
πλήθος σηµείων, δηλαδή ισχύει η εξής γενικότερη πρόταση: 
 
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα ∆. Ονοµάζουµε Π το σύνολο των σηµείων στα 
οποία η f΄ µηδενίζεται ή δεν υπάρχει. Αν το Π είναι πεπερασµένο σύνολο, τότε η f είναι γν. 
αύξουσα στο ∆. 
 
Η πρόταση µπορεί να επεκταθεί ακόµη περισσότερο ως εξής: 
 
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα ∆. Ονοµάζουµε Π το σύνολο των σηµείων στα 
οποία η f΄ µηδενίζεται. Αν κανένα υποσύνολο του Π δεν αποτελεί διάστηµα, τότε η f είναι 
γν. αύξουσα στο ∆ 
 
Τα παρακάτω παραδείγµατα θα αποσαφηνίσουν τις παραπάνω παρατηρήσεις 
 
 
Παράδειγµα 1ο  

Να µελετηθεί η συνάρτηση  f: R* →R  µε  f(x) = 
1
x

 

Λύση 
Η f ορίζεται στο σύνολο Α = (-∞ , 0) ∪ (0, +∞ ) που δεν είναι διάστηµα. 

Για κάθε x∈Α είναι  f΄(x) = - 
2

1

x
 < 0.  Εποµένως η f είναι γν. φθίνουσα σε καθένα ξεχωριστά 

από τα διαστήµατα (-∞ , 0) και (0, +∞ ). 
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Σύµφωνα µε το σχολικό βιβλίο δεν µπορούµε να µιλάµε για µονοτονία στο Α που δεν είναι 
διάστηµα. Αν όµως θέλουµε να επεκτείνουµε τον ορισµό της µονοτονίας σε οποιοδήποτε 
σύνολο, η f δεν είναι γν. φθίνουσα στο Α, αφού για x1 = -1 και x2 = 1, δηλαδή  x1 <  x2 ισχύει 
f(x1) < f(x2) 
 
 
Παράδειγµα 2ο  

Να µελετηθεί η µονοτονία της συνάρτησης  
2x 2x αν x 2

f (x)
3x 6 αν x 2

 − <=  − ≥
 

Λύση 
Η f είναι συνεχής στο R (αποδεικνύεται εύκολα) και παραγωγίσιµη στο R – {2} µε 

2x 2 αν x 2
f΄(x)

3 αν x 2

− <=  >  

[στο σηµείο x0 = 2 δεν µας ενδιαφέρει αν η f είναι ή δεν είναι παραγωγίσιµη. Μας αρκεί το 
ότι είναι συνεχής. Έτσι δεν ψάξαµε για παραγωγισιµότητα στο σηµείο αυτό. Αν 
µελετήσουµε την παραγωγισιµότητα στο 2, θα δούµε ότι δεν είναι παραγωγίσιµη] 
 
Η f΄ µηδενίζεται στο 1. Κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα µεταβολών της f 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από τον πίνακα προκύπτει ότι η f είναι γν. φθίνουσα στο διάστηµα (-∞, 1] και γν. αύξουσα στα 
διαστήµατα [1, 2] και [2, +∞) (και τα δύο διαστήµατα είναι κλειστά στο 2), εποµένως η f είναι 
γν. αύξουσα και στην ένωση [1, 2] ∪  [2, +∞) = [1, +∞ ). 
 
 
Παράδειγµα 3ο  

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η συνάρτηση f  µε 
4

3

x αν x 0
f (x)

x x αν x 0

 <= − − ≥
 

Λύση 
Εύκολα προκύπτει ότι η f είναι συνεχής στο R και παραγωγίσιµη στο R*  µε 

3

2

4x αν x 0
f΄(x)

3x 1 αν x 0

 <= − − >
 

(για το σηµείο 0 όπου η f είναι συνεχής, δε µας ενδιαφέρει η παραγωγισιµότητα) 
Είναι f΄(x) < 0 για κάθε x∈ (-∞ , 0) ∪ (0, +∞ ). Εποµένως η f είναι γν. φθίνουσα σ’ ολόκληρο 
το R. 
 
 
Παράδειγµα 4ο  

Να µελετηθεί η µονοτονία της συνάρτησης f: R→R   µε  
2x

f (x) xσυνx ηµx
2

= − +  
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Λύση 
Η f είναι συνεχής στο R. 
Εδώ είναι: f΄(x) = x(1 + ηµx) 
Επειδή 1 + ηµx≥0 για κάθε x∈R, θα είναι f΄(x) ≤0 για κάθε x < 0 και f΄(x) ≥  0 για κάθε  
x > 0, εποµένως η f είναι γν. φθίνουσα στο (-∞ , 0] και γν. αύξουσα στο [0, +∞ ) 
 
Στο παράδειγµα αυτό η f΄ µηδενίζεται σε άπειρα σηµεία τα οποία όµως είναι µεµονωµένα. Ο 
µηδενισµός της f΄  στα σηµεία αυτά δεν επηρεάζει τη µονοτονία της. 
 
 
 
Ακρότατα  συνάρτησης (ολικά και τοπικά) 
Λέµε ότι µια συνάρτηση  f :A R→  παρουσιάζει στο σηµείο x0∈Α 
 
• Ολικό µέγιστο, αν f(x) ≤  f(x0)  για κάθε x∈A 

 
• Ολικό ελάχιστο, αν f(x) ≥  f(x0)  για κάθε x∈A 

 
• Τοπικό µέγιστο, αν υπάρχει δ > 0 τέτοιος ώστε f(x) ≤  f(x0) για κάθε  

 
x∈A∩ (x0 – δ, x0 +δ) 

 
• Τοπικό ελάχιστο, αν υπάρχει δ > 0 τέτοιος ώστε f(x) ≥ f(x0) για κάθε  

x∈A∩ (x0 – δ, x0 +δ) 
 
Τα ολικά µέγιστα και ελάχιστα µιας συνάρτησης λέγονται και ολικά ακρότατα, ενώ τα τοπικά 
µέγιστα και ελάχιστα λέγονται τοπικά ακρότατα. 
 
Στο σηµείο αυτό υπάρχει κάποια διένεξη µεταξύ του βιβλίου της Γενικής Παιδείας και του 
βιβλίου της Κατεύθυνσης.  
Στο βιβλίο της Κατεύθυνσης τα ολικά ακρότατα ονοµάζονται απλά "ακρότατα", ενώ για το 
βιβλίο της Γενικής Παιδείας µε την λέξη ακρότατα εννοούµε και τα ολικά και τα τοπικά 
ακρότατα. 
Θα υιοθετήσουµε εδώ την ορολογία του βιβλίου της Κατεύθυνσης 
 
Παρατηρήσεις 
1) Το ολικό µέγιστο, όταν υπάρχει, είναι η µεγαλύτερη τιµή της συνάρτησης στο πεδίο 
ορισµού της και είναι µοναδικό. Μπορεί όµως να συµβαίνει για περισσότερες τιµές του x. Έτσι 
η συνάρτηση f(x) = ηµx παρουσιάζει ολικό µέγιστο το 1 για άπειρες τιµές του x της µορφής  
x = 2κπ + π

2
, κ∈Ζ 

Αντίστοιχα ισχύουν για το ολικό ελάχιστο 
2) Τα ολικά ακρότατα είναι και τοπικά. 
 
3) Τοπικά ακρότατα µπορούν να υπάρχουν περισσότερα του ενός, ακόµη και άπειρα. Στο 
παρακάτω σχήµα στα σηµεία x1, x2, x3 έχουµε τοπικά µέγιστα, ενώ στα σηµεία x4, x5, x6 
έχουµε τοπικά ελάχιστα. 
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4) Από το ίδιο σχήµα 
προκύπτει ότι ένα τοπικό 
ελάχιστο µπορεί να είναι 
µεγαλύτερο από ένα 
τοπικό µέγιστο. Π.χ το 
f(x3) που είναι τοπικό 
µέγιστο, είναι µικρότερο 
από το f(x4) που είναι 
τοπικό ελάχιστο. 
 
 
 
 
 
 
 
5) ∆εν είναι σίγουρο ότι κάθε συνάρτηση παρουσιάζει ολικά ή τοπικά ακρότατα. 
Π.χ η συνάρτηση f :A R→ µε  f(x) = 2x δεν παρουσιάζει ούτε ολικά ούτε τοπικά ακρότατα. 
 
6) Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα, τότε παρουσιάζει και ολικό µέγιστο 
και ολικό ελάχιστο στο διάστηµα αυτό. Αυτά τα ακρότατα δε συµβαίνουν υποχρεωτικά στα 
άκρα του διαστήµατος. Έτσι π.χ στα παρακάτω σχήµατα συµβαίνουν τα εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο σχ. 1 η f είναι γν. αύξουσα στο [α, β] και στο x = α παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, ενώ στο  
x = β παρουσιάζει ολικό µέγιστο. 
Στο σχ. 2 η f είναι γν. φθίνουσα στο [α, β] και στο x = α παρουσιάζει ολικό µέγιστο, ενώ στο  
x = β παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. 
 
Στο σχ.3 η f δεν είναι µονότονη. Παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο x1 και ολικό ελάχιστο στο x2.  
 
7) Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα µιας συνάρτησης f δεν είναι υποχρεωτικά ολικό 
µέγιστο της f. 
 
Αντίστοιχα, το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µιας συνάρτησης δεν είναι υποχρεωτικά 
ολικό ελάχιστο της f. 
 
Αν όµως υπάρχει ολικό µέγιστο, τότε αυτό είναι το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα και αν 
υπάρχει ολικό ελάχιστο, αυτό είναι το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. 
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Τα παραπάνω γίνονται φανερά από το διπλανό σχήµα 
στο οποίο δεν υπάρχει ούτε ολικό µέγιστο ούτε ολικό 
ελάχιστο. 
 
8) Μια συνάρτηση f :A R→ όπου Α = [α, β] δεν 
παρουσιάζει οπωσδήποτε ακρότατα στα άκρα του 
διαστήµατος α και β. Ακόµη και αν είναι συνεχής ή 
παραγωγίσιµη. Έτσι π.χ η συνάρτηση  
 

0 αν x 0
f (x) 1

xηµ αν x (0,1]
x

==  ∈
 

 
µε πεδίο ορισµού το κλειστό διάστηµα [0, 1], είναι συνεχής στο [0, 1], αφού είναι συνεχής στο 
(0, 1] και  

x 0 x 0

1
lim f (x) lim (x ηµ ) 0

x+ +→ →
= =  = f(0), δηλαδή είναι συνεχής και στο 0 (απόδειξη µε το 

κριτήριο παρεµβολής). 
 
∆εν παρουσιάζει όµως ακρότατο στο 0 (ούτε ολικό ούτε τοπικό) αφού σε κάθε σύνολο της 
µορφής Α∩ (0-δ, 0+δ) = [0, δ) µε δ < 1 µπορούµε να βρούµε σηµεία x µε  f(x) > 0 και σηµεία 
x µε  f(x) < 0 

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι για όλα τα σηµεία xν = 
1

π
2νπ

2
+

, ν ∈Ν*, ισχύει 

f(xν) = 
1

π
2νπ

2
+

ηµ(2νπ + π
2

 ) = 
1

π
2νπ

2
+

 > 0 = f(0) 

Μπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλο ν, ώστε xν < δ, δηλαδή να είναι xν∈ [0, δ) 
Πράγµατι, για να είναι xν∈ [0, δ), αρκεί: 1

π
2νπ

2
+

< δ ⇔ π
2νπ

2
+  > 

1

δ
 

Για να ισχύει η τελευταία αρκεί να ισχύει  2νπ > 
1

δ
 ⇔ ν > 

1

2πδ
 

Μπορούµε λοιπόν να επιλέξουµε ν = 
1

[ ]
2πδ

+1 > 
1

2πδ
 όπου το σύµβολο 

1
[ ]
2πδ

 παριστάνει το 

ακέραιο µέρος του 1

2πδ
 

Αντίστοιχα, αν πάρουµε ΄
νx = 

1
3π

2νπ
2
+

 είναι f( ΄
νx ) =

1
3π

2νπ
2
+

ηµ(2νπ + 
3π
2

) =  

1
3π

2νπ
2
+

(-1) < 0 =  f(0) και µπορούµε πάλι να επιλέξουµε ν = 
1

[ ]
2πδ

+1 > 
1

2πδ
 ώστε  

΄
νx ∈ [0, δ) 

Άρα η f δεν παρουσιάζει ούτε ολικό ούτε τοπικό ακρότατο στο 0 
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Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να αποδείξουµε ότι και η συνάρτηση  
 

2

0 αν x 0
f (x) 1

x ηµ αν x (0,1]
x

==  ∈
 

 
ενώ είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής στο [0, 1], δεν παρουσιάζει ακρότατο, ούτε ολικό 
ούτε τοπικό στο 0. 
 
9) Τα ολικά ακρότατα µιας συνάρτησης f :A R→ µπορούν να βρεθούν από το σύνολο τιµών 
της. Όµως από το σύνολο τιµών της f δεν µπορούν να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα. Έτσι  
 
• Αν f(Α) = [α, β], το α είναι το ολικό ελάχιστο και το β το ολικό µέγιστο της f τα οποία 

όπως αναφέραµε είναι και τοπικά. Αυτό δεν αποκλείει να υπάρχουν και άλλα τοπικά 
ακρότατα. 

 
• Αν f(Α) = (α, β), η f δεν έχει ούτε ολικό µέγιστο ούτε ολικό ελάχιστο (αυτό δεν 

αποκλείει να έχει τοπικά ακρότατα) 
 
• Αν f(Α) = [α, β), η f έχει ολικό ελάχιστο το α και δεν έχει ολικό µέγιστο (µπορεί όµως 

να έχει τοπικό µέγιστο ή και άλλα τοπικά ελάχιστα) 
 
• Αν f(Α) = (α, β], η f δεν έχει ολικό ελάχιστο, έχει όµως ολικό µέγιστο το β 

 
• Για τη συνάρτηση f(x) = 2x, αν το πεδίο ορισµού της είναι το Α = [1, 2)∪ [3, 5), τότε 

το σύνολο τιµών της είναι το f(A) = [2, 4)∪ [6, 10) και η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο 
το f(1) = 2, ενώ δεν παρουσιάζει µέγιστο ούτε ολικό ούτε τοπικό. Παρουσιάζει όµως 
και άλλο τοπικό ελάχιστο το f(3) = 6, αφού στο σύνολο  
Α∩ (3-1, 3+1) = [3, 4) η τιµή f(3) είναι η µικρότερη τιµή της συνάρτησης. 

 
 
10) Ισχύει το εξής θεώρηµα σχετικό µε τα τοπικά ακρότατα. 
 
Έστω ότι η συνάρτηση f ορίζεται στο (α, β) και x0∈ (α, β). Αν η f είναι αύξουσα στο (α, x0] 
και φθίνουσα στο [x0, β) τότε το f(x0) είναι τοπικό µέγιστο της f .  
 
Εδώ αρκεί η µονοτονία και όχι η γνήσια µονοτονία. 
Χρειάζεται προσοχή, τα διαστήµατα στο x0  να είναι κλειστά. 
Αν η f είναι αύξουσα στο (α, x0] και φθίνουσα στο (x0, β), 
αυτό δεν εξασφαλίζει ότι στο x0 η f παρουσιάζει τοπικό 
µέγιστο στο x0 όπως δείχνει το διπλανό σχήµα. 
 
Η µονοτονία της f εξασφαλίζεται από το πρόσηµο της f΄. 
 
Επισηµαίνουµε ότι δεν είναι απαραίτητο η f να είναι 
παραγωγίσιµη στο x0, αρκεί η f να είναι συνεχής στο x0, 
θετική στο (α, x0) και αρνητική στο (x0, β) οπότε 
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παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x0. 
 
11) Είναι πολύ σηµαντικό να τονίσουµε ότι µε τη βοήθεια της 1ης παραγώγου µπορούµε να 
βρούµε τόσο τοπικά, όσο και ολικά ακρότατα. 
 
∆ίνουµε µερικά παραδείγµατα σωστής χρήσης των παραπάνω προτάσεων. 
 
 
Παράδειγµα 1ο 
Ακρότατα (ολικά και τοπικά) της συνάρτησης  
f(x) = x2 – 4x +3 
 
Λύση 
f΄(x) = 2x – 4 
Ο αντίστοιχος πίνακας µεταβολών της f είναι:  
Από τον πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 2 ίσο µε  f(2) = -1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ολικό µέγιστο δεν υπάρχει, αφού 

x
lim f (x)
→−∞

= +∞  

Επίσης δεν υπάρχει τοπικό µέγιστο εξαιτίας της µονοτονίας της f 
 
 
Παράδειγµα 2ο 
Ακρότατα (ολικά και τοπικά) της  
f(x) = x3 – 3x + 5,  x∈[-2, 3] 
 
Είναι: f΄(x) = 3x2 – 3 
Ο αντίστοιχος πίνακας µεταβολών της f είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από τον πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει 
για x = -2  τοπ. ελάχιστο ίσο µε f(-2) = 3 
για x = -1  τοπ. µέγιστο ίσο µε f(-1) = 7 
για x = 1 τοπ. ελάχιστο ίσο µε f(1) = 3 
για x = 3 τοπ. µέγιστο ίσο µε f(3) = 23 
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Από τον πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο 3 ίσο µε 23 και ολικό 
ελάχιστο στα -2 και 1 ίσο µε 3 
 
 
Παράδειγµα 3ο 
Ακρότατα (ολικά και τοπικά) της f(x) = |x2 – 1|  
 

Η f γράφεται 
2

2

2

x 1 αν x 1

f (x) 1 x αν 1 x 1

x 1 αν x 1

 − < −= − − ≤ ≤ − >
 

Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της και παραγωγίσιµη στο R – {-1, 1} µε 
2x αν x 1

f΄(x) 2x αν 1 x 1

2x αν x 1

< −= − − < < >
 

∆ε χρειάζεται να εξετάσουµε την παραγωγισιµότητα της f στα -1 και 1 
 
Ο πίνακας µεταβολών της f είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από τον πίνακα προκύπτει ότι η συνάρτηση παρουσιάζει 
για  x = -1 τοπικό ελάχιστο ίσο µε  f(-1) = 0 
για  x = 0  τοπικό µέγιστο ίσο µε  f(0) = 1 
για  x = 1  τοπικό ελάχιστο ίσο µε  f(1) = 0 
H f δεν παρουσιάζει ολικό µέγιστο, αφού 

x
lim f (x)
→−∞

= +∞ , παρουσιάζει όµως ολικό ελάχιστο 

το f(-1) = f(1) =0 αφού στο διάστηµα (−∞ , 0] η τιµή f(-1) είναι η ελάχιστη και στο διάστηµα 
[0, +∞ ) η τιµή f(1) είναι επίσης η ελάχιστη. 
 
 
 

Ακρότατα µε τη βοήθεια της 2ης παραγώγου 
Η εύρεση ακροτάτων µε τη βοήθεια της 2ης παραγώγου είναι εκτός διδακτέας ύλης. Η 
παράγραφος αυτή αφαιρέθηκε τόσο από τα µαθηµατικά της Γενικής Παιδείας όσο και από τα 
µαθηµατικά κατεύθυνσης. Επειδή όµως από τα αντίστοιχα σχολικά βιβλία προκύπτουν 
ερωτηµατικά για την εφαρµογή τους, δείχνουµε πως ισχύουν αυτά. 
 
Ισχύει η παρακάτω 
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Πρόταση 
Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και x0 είναι µια ρίζα της 
1ης παραγώγου, δηλαδή f΄(x0) = 0, τότε 
• Αν f΄΄(x0) > 0, η f για x = x0 παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, ενώ  
• Αν f΄΄(x0) < 0, η f για x = x0 παρουσιάζει τοπικό µέγιστο 
• Αν f΄΄(x0) = 0 δεν προκύπτει συµπέρασµα 

Πιο ειδικά ισχύει: 
Αν f΄(x0) =  f́ ΄(x0) = f(3)(x0) =  …= f(ν-1)(x0) = 0 και f(ν)(x0)≠ 0 τότε 
Αν ν = περιττός, τότε η f δεν παρουσιάζει ακρότατο στο x0 , ενώ ν = άρτιος, τότε 
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και µάλιστα 
Αν f(ν)(x0) < 0, η f παρουσιάζει στο x0 τοπικό µέγιστο, ενώ αν f(ν)(x0) > 0 παρουσιάζει στο x0 
τοπικό ελάχιστο. 
 
Η πρόταση αυτή λοιπόν δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εύρεση ολικών ακροτάτων 
παρά µόνον τοπικών. 
 
 
 

Καµπυλότητα – Σηµεία καµπής 
 
Ορισµοί 
1) Έστω f συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο ∆0 (εσωτερικό του 
     ∆). Λέµε ότι 
 
• Η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆, αν η f΄ είναι γν. αύξουσα 

στο ∆0 
 
• Η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆, αν η f΄ είναι γν. φθίνουσα 

στο ∆0 
 
2)  Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β) µε εξαίρεση ίσως το σηµείο 
       x0∈ (α, β). Αν  
 
• η f είναι κυρτή στο (α, x0) και κοίλη στο (x0, β) ή αντίστροφα 
• η cf έχει εφαπτοµένη στο x0 
 

τότε το σηµείο (x0, f(x0)) λέγεται σηµείο καµπής της cf 
 
 
 
Παρατηρήσεις 
1) Οι παραπάνω ορισµοί της καµπυλότητας είναι οι ορισµοί του σχολικού βιβλίου. Υπάρχουν 
διαφορετικοί ορισµοί σε άλλα βιβλία. 
 
2)  Η καµπυλότητα µιας συνάρτησης ορίστηκε µόνο σε διάστηµα και όχι σε οποιοδήποτε 
σύνολο. Π.χ  δεν µπορούµε να µιλάµε για καµπυλότητα στο σύνολο  
(1, 2) ∪ (2, 3) 
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3) Για να είναι το x0 σηµείο καµπής, πρέπει στο x0 να υπάρχει εφαπτοµένη. Εδώ υπάρχει µια 
σύγχυση. 
Επειδή η κατακόρυφη εφαπτοµένη είναι εκτός διδακτέας ύλης, για τους λόγους που έχουµε 
αναφέρει, για τους µαθητές, οι εκφράσεις " η f είναι παραγωγίσιµη στο x0"  και " η cf έχει 
εφαπτοµένη στο x0"  είναι ταυτόσηµες. Έτσι, το ότι η f δεν είναι απαραίτητα παραγωγίσιµη 
στο x0, η cf όµως έχει εφαπτοµένη στο x0 φαίνεται αντιφατικό. Όµως ο ορισµός εδώ θέλει να 
συµπεριλάβει και την κατακόρυφη εφαπτοµένη και για τον λόγο αυτό δεν απαιτεί η f να είναι 
παραγωγίσιµη στο x0. ∆ηλαδή αντίφαση δεν υπάρχει. 
 
4) Για να είναι το x0 σηµείο καµπής, ο ορισµός απαιτεί να είναι η cf κυρτή σε διάστηµα (α, x0) 
και κοίλη σε διάστηµα (x0, β) ή αντίστροφα. Προς τούτο αρκεί f΄΄(x) >0 στο (α, x0) και  
f΄΄(x) < 0 στο (x0, β) ή αντίστροφα. Εποµένως δεν αρκεί η f΄΄ να είναι θετική σε κάποιο σηµείο 
του (α, x0) και αρνητική σε κάποιο σηµείο του (x0, β).  
Η παρανόηση αυτή οδήγησε στο λάθος θέµα των Πανελλαδικών της 29-5-20032 
 
5) Για να είναι το σηµείο x0 σηµείο καµπής δεν είναι απαραίτητο η f να είναι δύο φορές 
παραγωγίσιµη στο x0. Αρκεί στο x0 η cf  να δέχεται εφαπτοµένη. Αυτό συµβαίνει όταν η f είναι 
παραγωγίσιµη στο x0  ή ακόµη και όταν δεν είναι, επειδή το 

0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim ή

x x→

−
= +∞ −∞

−
οπότε 

δέχεται κατακόρυφη εφαπτοµένη. 
Αν εκατέρωθεν του x0 δεν αλλάζει η καµπυλότητα της f δεν είναι απαραίτητο να εξετάσουµε 
την πραγωγισιµότητα της f στο x0 όπως δείχνουµε στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
 
 
Παράδειγµα 
Να εξεταστεί ως προς την καµπυλότητα και τα σηµεία καµπής η συνάρτηση 
 

3 2

3 2

x 3x 1, αν x 1
f (x)

x 6x , αν x 1

 + + ≤=
− + >

 

 
Λύση 
Εύκολα αποδεικνύεται ότι η f είναι συνεχής στο R. 

Είναι επίσης: 
2

2

3x 6x, αν x 1
f΄(x)

3x 12x, αν x 1

 + <=
− + >

 

∆εν εξετάζουµε ακόµη την παραγωγισιµότητα της f στο 1. Ίσως αυτό να µη µας χρειαστεί. 
 

Είναι ακόµη: 
6x 6, αν x 1

f΄΄(x)
6x 12, αν x 1

 + <=
− + >

 

 
Σχηµατίζουµε τον παρακάτω πίνακα 
 
 

                                                
2 Για όλες τις λεπτοµέρειες του θέµατος, βλέπε άρθρο µας 
α) στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ της Ε.Μ.Ε Ηµαθίας, τεύχος 2, σελ. 119-123 
β) εφηµερίδα ΛΑΟΣ  της Ηµαθίας της 30-5-2003 στη διεύθυνση www.laosver.gr 
γ) εκπαιδευτική ιστοσελίδα www.teach.gr 
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Από τον πίνακα προκύπτει ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω στα διαστήµατα  
[-1, 1] και [1, 2], ενώ στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στα (-∞ , -1] και [2, +∞ ) 
Τα σηµεία x1 = -1 και x2 = 2 είναι σηµεία καµπής. 
 
Η παραγωγισιµότητα στο x0 = 1 τελικά δε χρειάζεται. 
Αν όµως η καµπυλότητα άλλαζε εκατέρωθεν του σηµείου αυτού, θα έπρεπε να εξετάσουµε αν 
η f είναι παραγωγίσιµη στο 1 για να δούµε αν το σηµείο αυτό είναι σηµείο καµπής. 
 
 
6) Αντίθετα µε τη µονοτονία κατά την οποία αν η συνάρτηση f είναι γν. αύξουσα στα {α, x0] 
και [x0, β} τότε η f είναι γν. αύξουσα και στην ένωση {α, x0] ∪ [x0, β}={ α, β}, για την 
καµπυλότητα δεν ισχύει η αντίστοιχη πρόταση. ∆ηλαδή: 
 
Αν η f στρέφει τα κοίλα πάνω στα {α, x0] και [x0, β}, δεν προκύπτει συµπέρασµα για την 
καµπυλότητα στην ένωση {α, x0] ∪ [x0, β}={α, β} 
 
Αυτό προκύπτει εύκολα µε τη βοήθεια ενός διαγράµµατος στο οποίο καταφαίνεται η αλήθεια 
της πρότασης. Από το ίδιο το διάγραµµα κατασκευάσαµε και την αντίστοιχη συνάρτηση που 
στρέφει τα κοίλα πάνω σε καθένα από τα διαστήµατα [-1, 1] και [1, 3], ενώ δε στρέφει τα 
κοίλα πάνω στην ένωση [-1, 1] ∪ [1, 3] = [-1, 3]. 
 

Η συνάρτηση f ορίζεται ως εξής:  
2

2

x , αν 1 x 1
f (x)

(x 2) , αν 1 x 3

 − ≤ ≤=
 − < ≤

 

Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της 
 

Είναι: 2x, αν 1 x 1
f΄(x)

2(x 2), αν 1 x 3

 − ≤ <=
 − < ≤

 

 
Η f΄ είναι γν. αύξουσα στα (-1, 1) και (1, 3), άρα η f 
στρέφει τα κοίλα πάνω σε καθένα από τα διαστήµατα  
[-1, 1] και [1, 3], όµως η f δε στρέφει τα κοίλα πάνω στην ένωση [-1, 1] ∪ [1, 3] = [-1, 3], αφού 
η f΄ δεν είναι γν. αύξουσα στο (-1, 3). 

Πράγµατι, f΄( 1

2
) = 1 και f΄( 3

2
) = -1, δηλαδή f΄( 1

2
) > f΄( 3

2
) 

 
7) Αν η f είναι συνεχής στο ∆ = {α, β}, x0∈∆, υπάρχει η f΄ στο ∆0 = (α, β) και f΄΄ (x0) = 0 
τοτε αν 
• f΄΄ (x) > 0 στο (α, x0)∪ (x0, β) τότε η f στρέφει τα κοίλα πάνω στο ∆ 
• f΄΄ (x) < 0 στο (α, x0)∪ (x0, β) τότε η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο ∆. 
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Πράγµατι, επειδή f΄  συνεχής στο ∆0 (αφού είναι παραγωγίσιµη) και f΄΄ (x) > 0 στο  
(α, x0)∪ (x0, β), η f΄ είναι γν. αύξουσα στο ∆0, οπότε η f στρέφει τα κοίλα πάνω στο ∆ 
 
Όµοια γίνεται η απόδειξη για τη 2η περίπτωση 
 
Παρατηρήσεις 
Από την παραπάνω απόδειξη προκύπτει ότι τα σηµεία µηδενισµού της f΄΄ µπορούν να είναι και 
περισσότερα. 
Αποδεικνύεται ακόµη µπορούν να είναι και άπειρα, αρκεί κανένα υποσύνολο των σηµείων 
µηδενισµού να µην αποτελεί διάστηµα. 
 
Από την ίδια απόδειξη προκύπτει ότι  
 
Όταν η f΄΄ δεν υπάρχει σε πεπερασµένο πλήθος σηµείων του ∆0, στα υπόλοιπα όµως 
σηµεία του ∆0 είναι f΄΄(x) >0, η f στρέφει τα κοίλα πάνω στο ∆. 
 
Ανάλογη πρόταση ισχύει και για την περίπτωση που η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο ∆. 
 
8) Αν η f είναι συνεχής στο ∆ και x0∈∆0, τότε το x0 δεν µπορεί να είναι συγχρόνως σηµείο 
τοπικού ακροτάτου και σηµείο καµπής. 
 
Πράγµατι, έστω ότι το σηµείο x0 είναι σηµείο τοπικού µεγίστου και σηµείο καµπής. Τότε, 
υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε f(x) ≤ f(x0) για κάθε x∈ (x0 – δ, x0 +δ) , f΄(x0) = 0 και ταυτόχρονα η 
f΄ αλλάζει µονοτονία εκατέρωθεν του x0, π.χ η f΄ είναι γν. αύξουσα στο  
(x0 – δ, x0) και γν. φθίνουσα στο (x0, x0 +δ). 
Τότε, για x∈ (x0 – δ, x0) θα είναι: f΄(x) < f΄(x0) = 0 και για x∈ (x0, x0 + δ) θα είναι πάλι  
f΄(x) < f΄(x0) = 0, δηλαδή θα είναι f΄(x) ≤  0 για κάθε x∈ (x0 – δ, x0 +δ), εποµένως η f θα είναι 
γν. φθίνουσα στο (x0 – δ, x0 +δ) και το x0  δεν µπορεί να είναι σηµείο τοπικού µεγίστου. 
 
Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι το x0 είναι και σηµείο τοπικού ακροτάτου και 
σηµείο καµπής. 
 
Έτσι το x0 δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα και σηµείο τοπικού ακροτάτου και σηµείο καµπής. 
 
Τα παρακάτω φαίνονται εύκολα από τον πίνακα που ακολουθεί. 
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Σηµεία τοµής ασύµπτωτης µε την cf 
 
Οι ορισµοί, τόσο της οριζόντιας όσο και της πλάγιας ασύµπτωτης επιτρέπουν να έχει η 
οριζόντια ή η πλάγια ασύµπτωτη κοινά σηµεία µε τη cf. Αυτό είναι γενικά γνωστό, όµως η 
περίπτωση να έχει η cf µε την ασύµπτωτή της κοινά σηµεία οσοδήποτε µακριά από την αρχή 
των συντεταγµένων δεν είναι πολύ γνωστή. 
 
Η περίπτωση αυτή  φαίνεται τα παραδείγµατα που ακολουθούν 
 
 
Παράδειγµα 1ο 

Η συνάρτηση f ορίζεται ως  f(x) = 2 + 
ηµx

x
, x∈R* 

Επειδή 
x
lim (f (x) 2)
→±∞

−  = 
x

ηµx
lim

x→±∞
 = 0, η ευθεία  ε: y = 2 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της cf και 

στο +∞  και στο −∞ . 
Βρίσκουµε τώρα τα κοινά σηµεία των cf και ε. 
Οι τετµηµένες αυτών είναι λύσεις της εξίσωσης: 
f(x) = 2 ⇔

ηµx

x
 = 0 ⇔ ηµx = 0 ⇔ x = κπ, κ∈Ζ* 

Υπάρχουν λοιπόν άπειρα σηµεία τοµής της ε µε την cf και µάλιστα οσοδήποτε µακριά από την 
αρχή. 
 
 
Παράδειγµα 2ο 

Η συνάρτηση f ορίζεται ως  f(x) = 2x + 
ηµx

x
, x∈R 

Είναι πάλι 
x
lim (f (x) 2x)
→±∞

− = 
x

ηµx
lim

x→±∞
= 0, άρα η ευθεία ε µε εξίσωση y = 2x είναι πλάγια 

ασύµπτωτη της cf και στο +∞  και στο −∞ . 
 
Οι τετµηµένες των κοινών σηµείων των cf και ε είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 
f(x) = 2x ⇔

ηµx

x
= 0 ⇔ ηµx = 0 ⇔ x = κπ, κ∈Ζ* 

Και στο παράδειγµα αυτό λοιπόν έχουµε άπειρα κοινά σηµεία της ε µε τη cf 

 

 


