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Το άρθρο αυτό παρουσιάστηκε για 1η φορά κατά τη διάρκεια της Μαθηµατικής 
εβδοµάδας της Θεσ/νίκης στις 5-3-2011. ∆ηµοσιεύθηκε επίσης (ένα τµήµα του) στο 
περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ του Παραρτήµατος της ΕΜΕ Ηµαθίας (Οκτ 2012, 
τεύχος 6, σελ. 43-55). 
 
Εισαγωγή  
Στο άρθρο αυτό περιλαµβάνονται έννοιες που δεν έχουν καθοριστεί επακριβώς µε 
αποτέλεσµα τις διαφωνίες µεταξύ των µελών της Μαθηµατικής Κοινότητας και τη 
σύγχυση, πράγµα που µετά την αξιωµατική θεµελίωση όλων των κλάδων των 
Μαθηµατικών θεωρείται ανεπίτρεπτο.  
Η επίλυση των διαφωνιών αυτών είναι επιτακτική επειδή οι διαφωνίες αυτές 
επηρεάζουν άµεσα τις βαθµολογίες των γραπτών στις Πανελλαδικές εξετάσεις. 
Θα προσπαθήσουµε εδώ να διευκρινίσουµε µερικά από τα σηµεία των διαφωνιών και 
να κάνουµε τις προσωπικές µας τοποθετήσεις. 
 
Τα σηµεία που επιλέξαµε είναι  
 

• Το λάθος πρόβληµα 
• Ερωτήµατα τύπου Σωστό - Λάθος 
• Επαλήθευση 
• Μη ορισµένες έννοιες 

 



 
 

Σελ. 2 

1) Λάθος πρόβληµα 
 
Με τον όρο “λάθος πρόβληµα”  εννοούµε ένα πρόβληµα του οποίου τα δεδοµένα δεν 
είναι συµβιβαστά. 
 
Π. χ το πρόβληµα: 
 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε � οΑ 90= , δίνονται α 6= , β 3= , γ 4= . Να βρεθεί το 
µήκος της διάµεσου ΑΜ. 
 

είναι λάθος επειδή σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε  � οΑ 90= ,  β 3=  και γ 4= είναι 
υποχρεωτικά α 5= , δηλαδή τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι ασυµβίβαστα. 
 
Σε ένα τέτοιο πρόβληµα δεν έχει νόηµα να ζητηθεί η διάµεσος ΑΜ, αφού τέτοιο 
τρίγωνο δεν υπάρχει. Αν η διάµεσος υπολογιστεί από τη σχέση  
α

αµ
2

=  προκύπτει α 3= , ενώ αν υπολογιστεί από το 1ο θεώρηµα των διαµέσων:   
2

2 2 2
α

αβ γ 2µ
2

+ = +  ,  προκύπτει  α

7µ
2

=  

 
 
Μια άλλη λύση που οδηγεί σε διαφορετικό αποτέλεσµα είναι η 
εξής: 
Επειδή ΒΓΑΓ

2
= , θα είναι � οΒ 30= , άρα � 0Γ 60=  και επειδή η 

διάµεσος ΒΓΑΜ
2

= , το τρίγωνο ΑΓΜ είναι ισόπλευρο, άρα 
� οΜΑΓ 60= ⇒ � οΜΑΒ 30= , άρα το τρίγωνο ΑΜΒ είναι 
ισοσκελές.  
Φέρνουµε το ύψος ΜΕ του τριγώνου αυτού που είναι και 
διάµεσος, άρα ΑΕ 2=  

Από το ορθογώνιο ΑΜΕ έχουµε 
ο

ΑΕ 2 4ΑΜ
συν30 3 3

2

= = =  

Μπορούµε να κάνουµε και άλλες λύσεις και να βρίσκουµε διαφορετικά αποτελέσµατα 
κάθε φορά. 
 
Σε ένα λάθος πρόβληµα µπορούµε γενικότερα από τα ίδια ασυµβίβαστα δεδοµένα, µε 
σωστή εφαρµογή θεωρηµάτων, να καταλήξουµε σε αντιφατικά συµπεράσµατα. Και 
µετά, από µια λάθος ισότητα να καταλήξουµε σε µια οποιαδήποτε άλλη λάθος ισότητα.  
 
∆είχνουµε πως από µια λάθος ισότητα α β=  καταλήγουµε στην οποιαδήποτε ισότητα  
γ δ=  

Α

Β

Ε

Γ
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2
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Σελ. 3 

α β=  ⇒α β 0− =  και απλοποιώντας δια α β 0− ≠  ⇒ 1 0=  και πολλαπλασιάζοντας επί 
γ δ−  προκύπτει γ δ 0− =  ⇒ γ δ=  

 
Για να γίνει κατανοητό ότι σε ένα λάθος πρόβληµα δεν έχει νόηµα καµία απόδειξη, 
ρωτούµε: 
 
Αν στο παραπάνω πρόβληµα, αντί να µας ζητηθεί η διάµεσος ΑΜ ζητούνταν να 
αποδειχθεί ότι η διάµεσος είναι ίση µε 3 και κάποιος µαθητής µε  εφαρµογή του 1ου 
θεωρήµατος των διαµέσων αποδείκνυε ότι η διάµεσος είναι ίση µε 7

2
, ποια θα ήταν η 

άποψη του εξεταστή για την απόδειξη; 
 
Συµπερασµατικά: 
Σε ένα λάθος πρόβληµα δεν έχει νόηµα να ζητείται να υπολογίσουµε κάποιο 
στοιχείο ή να αποδείξουµε κάτι. Αυτό είναι χωρίς νόηµα. 
 
Η άποψη ότι δεν ενδιαφέρει το αν τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι συµβιβαστά ή 
όχι, αλλά µόνο αν από τα δεδοµένα του προβλήµατος µπορούµε µε συνεπαγωγές να 
καταλήξουµε στο ζητούµενο δεν ευσταθεί. Είναι σαν να ζητούµε να βρούµε τι χρώµα 
έχει το στυλό που βρίσκεται πάνω σ’ ένα γραφείο, ενώ δεν υπάρχει κανένα στυλό. Ή 
σαν να θέλουµε να δικαιολογήσουµε γιατί το ανύπαρκτο στυλό είναι κόκκινο. 
Όσοι υποστηρίζουν την παραπάνω άποψη θεωρούν ότι αν τα δεδοµένα είναι λάθος, 
τότε όλες οι συνεπαγωγές είναι σωστές, δηλαδή όταν η p είναι ψευδής, η συνεπαγωγή 

p⇒q είναι πάντοτε αληθής, ανεξαρτήτως αν η πρόταση q είναι αληθής ή ψευδής. Όπως 
και αν το εννοούν, µπερδεύουν τις έννοιες: “λάθος πρόβληµα” και “λάθος απόδειξη”.  
 
Αν δεχθούµε την παραπάνω λογική (δηλαδή την ορθότητα των ⇒ όταν η υπόθεση είναι 
λάθος), δείτε  πως θα φαίνονταν µια άλλη λύση του παραπάνω προβλήµατος: 

αα 6 γ β α γ 2 10 γ 7 µ 11= ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =  

 
Πολλές συζητήσεις αυτού του είδους έγιναν µε αφορµή θέµατα εξετάσεων όπως αυτό 
των Πανελλαδικών του 19971 στο οποίο καταλήγουµε στα αντιφατικά συµπεράσµατα 
e 2=  και  e 1= 2 
 
Πανελλαδικές, 1η ∆ΕΣΜΗ, 1997 
 

Υποθέτουµε ότι υπάρχει πραγµατική συνάρτηση g παραγωγίσιµη στο R τέτοια, 

ώστε, υπάρχει πραγµατικός αριθµός α, ώστε να ισχύει: 
y xg(x y) e g(x) e g(y) xy α+ = + + +  για κάθε  x,y∈�  

Να αποδείξετε ότι: 

                                                
1 Νικ. Ιωσηφίδης: Εφηµερίδα ΛΑΟΣ της Ηµαθίας της Παρ 4 Ιουλίου 1997 και [2] 
2 Νικ. Ιωηφίδης: Πρακτικά Μαθηµατικής Εβδοµάδας 2007, σελ. 126 και 127 



 
 

Σελ. 4 

i) g(0) α= −  

ii)  xg (x) g(x) g (0)e x′ ′= + +  για κάθε  x∈�  
 
Για την απόδειξη του (ii) οι υποστηρικτές της άποψης ότι δεν µας ενδιαφέρει αν τα 
δεδοµένα του προβλήµατος είναι σωστά, παραγωγίζουν την αρχική σχέση µε τους 
γνωστούς κανόνες παραγώγισης του αθροίσµατος, γινοµένου κ.λ.π. Πως µπορεί όµως 
κανείς να παραγωγίσει ανύπαρκτη συνάρτηση µε τους κανόνες παραγώγισης των 
υπαρκτών συναρτήσεων;  
Και αν κάποιος υποψήφιος αποδείκνυε ότι e = 2 και σταµατούσε την απόδειξη 
θεωρώντας πως έχει κάνει λάθος, πως θα αξιολογούνταν το γραπτό του; 
Ή, αν σε κάποιο ανάλογο πρόβληµα ζητούνταν η τιµή µιας παραµέτρου α και κατόπιν 
ζητούνταν να αποδειχθεί ότι για την τιµή αυτή του α µια συνάρτηση είναι 
παραγωγίσιµη, αν ένας µαθητής εύρισκε διαφορετική τιµή του α από την αναµενόµενη 
για την οποία η συνάρτηση δεν ήταν παραγωγίσιµη, πως θα κρίνονταν το γραπτό του; 
 
Παρόµοιο ήταν και το λάθος σε θέµα του Μαθηµατικού Τµήµατος Αθηνών του 19473  
για το οποίο έγιναν αντίστοιχες συζητήσεις. 
 
Άλλο σχετικό παράδειγµα είναι το παρακάτω:  
 
Πανελλαδικές  ΤΕΕ Β΄ κύκλου 2006 
  
∆ίνονται 5 παρατηρήσεις µιας ποσοτικής µεταβλητής Χ: 16, 14, 22, 18, 20+α, όπου 
α∈R. Αν ο συντελεστής µεταβλητότητας (CV) είναι 20% και η τυπική απόκλισή 

τους (s) είναι 4, τότε: 
α) Να δείξετε ότι η µέση τιµή των παρατηρήσεων είναι =x 20 

β) Να υπολογίσετε την τιµή του πραγµατικού αριθµού α 

 
Το λάθος στο θέµα αυτό έγκειται στο ότι δόθηκαν περισσότερα δεδοµένα από όσα 
απαιτούνταν, µε αποτέλεσµα τα δεδοµένα αυτά να µην είναι συµβιβαστά, δηλαδή ενώ 
αρκούσαν 5 δεδοµένα, δόθηκαν 6. 
Συγκεκριµένα, δόθηκαν οι 4 τιµές 16, 14, 22, 18 της µεταβλητής Χ, καθώς και τα 
CV 20%= και s 4= . 
  
Η λύση που αναµένονταν για τα ερωτήµατα (α) και (β) είναι η εξής: 
CV 20%= ⇔

s 20

100x
= ⇔

4 1

5x
= ⇔ x 20=  

Κατόπιν: 16 14 22 18 (20 α)
x

5

+ + + + +
= ⇔

90 α
20

5

+
= ⇔ 100 90 α= + ⇔ α 10=  

 
Όµως για α 10= , οι 5 τιµές της Χ είναι: 16, 14, 22, 18 και 20 α 30+ = και δεν έχουν 
τυπική απόκλιση s 4=  όπως δόθηκε στην εκφώνηση, αλλά 32. 
 

                                                
3 Γιάννης Θωµαΐδης: Περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ  της ΕΜΕ Ηµαθίας τεύχος 4, σελ 29-37 
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Σελ. 5 

Πράγµατι, οι τιµές 16, 14, 22, 18, και 30 έχουν x 20= . 

Άρα: 2 2 2 2 2 21
s [(16 20) (14 20) (22 20) (18 20) (30 20) ]

5
= − + − + − + − + − =  

1
(16+36+4+4+100) =

5

1
160 32

5
⋅ =  

απ’ όπου s 32 4= ≠  
 
Εποµένως το θέµα ήταν λάθος. 
 
Όπως γράψαµε και παραπάνω, το λάθος στο θέµα έγκειται στο γεγονός ότι δόθηκαν 
περισσότερα δεδοµένα από όσα χρειάζονταν και τα οποία δεν ήταν συµβιβαστά, δηλ. 
δεν συµφωνούσαν µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει πρακτικά, ότι ανάλογα µε ποια 
δεδοµένα θα χρησιµοποιούσε ο υποψήφιος για να λύσει το πρόβληµα θα εύρισκε και 
διαφορετικά αποτελέσµατα. 
Είναι σίγουρο ότι µέσα στους χιλιάδες υποψηφίους, κάποιοι δεν ακολούθησαν την 
παραπάνω αναµενόµενη σειρά, µε αποτέλεσµα να βρουν διαφορετικά αποτελέσµατα. 
∆είχνουµε πως µπορούσε να γίνει αυτό, δηλαδή δείχνουµε κάποιες διαφορετικές λύσεις 
που είναι σωστές, οδηγούν όµως σε διαφορετικά αποτελέσµατα. 
 
Β΄ Λύση: (Χρησιµοποιώντας τη µέση τιµή που βρήκαµε στο (α) ερώτηµα µε την 
αναµενόµενη λύση και την τυπική απόκλιση που δόθηκε) 
 
Από τον τύπο της διακύµανσης: 

2 2 2 2
1 2 ν

1
s [(x x) (x x) ... (x x) ]

ν
= − + − + + −  µε αντικατάσταση των δεδοµένων έχουµε: 

21
16= (16+36+4+4+α )

5
⇔ 2α 20= ⇔ α 20= ± . Και οι δύο τιµές είναι δεκτές. 

Αν τώρα για επαλήθευση υπολογίσουµε τη µέση τιµή, βρίσκουµε: 
16 14 22 18 (20 20)

x
5

+ + + + ±
= =

20
18

5
±  και όχι x 20= όπως χρησιµοποιήθηκε 

στη λύση και όπως ζητούνταν να αποδειχθεί. 
 
 
Μια άλλη λύση, που επίσης είναι σωστή είναι η επόµενη: 
 
Γ΄ Λύση: (Χρησιµοποιώντας µόνο τη διακύµανση s 4= ) 

Η µέση τιµή των 5 παρατηρήσεων είναι: 16 14 22 18 (20 α)
x

5

+ + + + +
= =

α
18

5
+  

Στον τύπο της διακύµανσης: 2 2 2 2
1 2 ν

1
s [(x x) (x x) ... (x x) ]

ν
= − + − + + −  θέτουµε πάλι 

όπου ν 5= , 
α

x 18
5

= + , 1x 16= , 2x 14= , 3x 22= , 4x 18= , 5x 20 α= +  και s 4= .  

Έχουµε: 
2 2 2 2 21 α α α α 4α

16 [( 2 ) ( 4 ) (4 ) ( ) (2 ) ]
5 5 5 5 5 5

= − − + − − + − + − + +  

Μετά τις πράξεις βρίσκουµε: 2α 5α 50 0+ − =  



 
 

Σελ. 6 

 
Από τη λύση της δευτεροβάθµιας αυτής εξίσωσης βρίσκουµε α 5 ή α 10= =− . Και οι 
δύο τιµές είναι δεκτές. 
 
Για α 5=  οι τιµές της µεταβλητής είναι: 16, 14, 22, 18, 25 και η µέση τιµή βρίσκεται 
ίση µε 16 14 22 18 25

x 19
5

+ + + +
= =  

Για α 10=− οι τιµές της µεταβλητής είναι: 16, 14, 22, 18, 10 και η µέση τιµή βρίσκεται 
ίση µε 16 14 22 18 10

x 16
5

+ + + +
= =  

 
Βλέπουµε ότι ανάλογα µε τη λύση που θα έκανε κάποιος µαθητής θα εύρισκε και 
διαφορετικό αποτέλεσµα. Εποµένως τίθεται το ερώτηµα πως θα βαθµολογηθούν τα 
γραπτά. Ακύρωση του θέµατος αυτού και βαθµολόγηση των υπολοίπων δεν θα έλυνε το 
πρόβληµα, αφού κάποιοι εξεταζόµενοι ίσως έχασαν το χρόνο τους στο πρόβληµα αυτό 
και δεν έλυσαν άλλα προβλήµατα, ή κάποιοι δεν ασχολήθηκαν µε το πρόβληµα αυτό 
και ασχολήθηκαν µόνο µε τα υπόλοιπα. Εποµένως δίκαιη αντιµετώπιση δεν θα 
µπορούσε να υπάρξει. 
 
 
Στα λάθος προβλήµατα πρέπει να συµπεριλάβουµε και εκείνα στα οποία η αδυναµία 
απόδειξης συνύπαρξης των δεδοµένων δηµιουργεί υπόνοιες για ασυµβατότητα.  
Η πιο συνηθισµένη περίπτωση είναι οι συναρτησιακές σχέσεις στην ύλη της Γ΄ 
Λυκείου. 
Πολλές ασκήσεις του είδους αυτού υπάρχουν σε σχολικά βοηθήµατα. Από σχετική  
έρευνα που κάναµε βεβαιωθήκαµε ότι σε πολλές ασκήσεις αυτού του είδους οι 
αναφερόµενες συναρτήσεις δεν υπάρχουν. Σε άλλες πάλι περιπτώσεις όπου δίνεται µια 
συναρτησιακή σχέση από την οποία η συνάρτηση είναι ορισµένη, δίνονται επιπλέον 
πληροφορίες οι οποίες όµως πολλές φορές είναι ασύµβατες µε τη συναρτησιακή σχέση.  
 
∆ίνεται π.χ η συναρτησιακή σχέση: 

3f (x) 5f (x) 2x 3+ = + , x∀ ∈�  
και δίνεται επιπλέον ότι η f είναι παραγωγίσιµη.  
 
Εδώ, από τη σχέση που δόθηκε, η f είναι απολύτως καθορισµένη και το δεδοµένο ότι η 
f είναι παραγωγίσιµη µπορεί να αποδειχθεί. Το γεγονός αυτό καθιστά το πρόβληµα µη 
καλώς ορισµένο. 
 
Σε άλλες πάλι περιπτώσεις, ενώ δίνεται ότι η f είναι παραγωγίσιµη, µπορεί να 
αποδειχθεί ότι δεν είναι. ∆εν θα δώσουµε συγκεκριµένα παραδείγµατα που βρήκαµε σε 
σχολικά βοηθήµατα. Θα αρκεστούµε µόνο να πούµε ότι είναι πολλά. Παράδειγµα όπου 
δόθηκαν περισσότερα δεδοµένα είναι και το θέµα  
 
Πανελλαδικές, Θετική και Τεχνολογική Κατεύθυνση, 2002 
∆ίνεται η παραγωγίσιµη στο � συνάρτηση f που ικανοποιεί τις σχέσεις: 

( ) ( )f xf x e = x 1−

− − , x∈�  και f (0) 0= . 
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Σελ. 7 

Να εκφραστεί η f ′  ως συνάρτηση της f. 
Στο θέµα αυτό, η f είναι ορισµένη από τη σχέση ( ) ( )f xf x e = x 1−

− − και τα δεδοµένα 
ότι η f είναι παραγωγίσιµη και f (0) 0=  µπορούν να αποδειχθούν, άρα δεν έπρεπε να 
δοθούν. Με άλλα λόγια το πρόβληµα δεν είναι καλώς ορισµένο. 
Μπορείτε να δείτε πλήρη ανάλυσυ του θέµατος στην εισήγησή µας [2]. 
 
Η άποψη ότι δεν µας ενδιαφέρει αν η συνάρτηση είναι υπαρκτή ή όχι, αλλά µας 
ενδιαφέρει µόνο αν µπορούµε από τα δεδοµένα αυτά να καταλήξουµε µε συνεπαγωγές 
στο ζητούµενο, δεν ευσταθεί επειδή όπως αναφέραµε ήδη, κάθε πράξη που θα κάνουµε 
για να φθάσουµε στο ζητούµενο είναι χωρίς νόηµα αφού εφαρµόζεται σε µη υπαρκτή 
συνάρτηση. 
 
Σχετικό παράδειγµα είναι το παρακάτω θέµα: 
 
Πανελλαδικές, 1η ∆ΕΣΜΗ 1998 
 
Β) Η συνάρτηση f : →� �   ικανοποιεί τη σχέση: 

3f (f (x)) f (x) 2x 3 , x �+ = + ∈  

α) Να αποδείξετε ότι … 

Υπάρχει άραγε η παραπάνω συνάρτηση f; 
 
Η απόδειξη της ύπαρξης ή µη της παραπάνω συνάρτησης δε φαίνεται καθόλου εύκολη. 
Τι νόηµα θα έχει η οποιαδήποτε απόδειξη αν η παραπάνω συνάρτηση δεν υπάρχει; Και 
πως θα εφαρµόσουµε σε ανύπαρκτες συναρτήσεις τις ιδιότητες που ισχύουν σε 
υπαρκτές συναρτήσεις;  
Αν σε µια ισότητα πάρουµε όρια στα δύο µέλη ενώ δεν γνωρίζουµε ότι υπάρχουν, αυτό 
θεωρείται σοβαρό λάθος. Γιατί δεν είναι λάθος να εφαρµόζουµε άλλες ιδιότητες όταν 
δεν γνωρίζουµε αν οι ιδιότητες αυτές πράγµατι ισχύουν; 
 
Παρόµοια θέµατα, θέµατα δηλαδή που αµφισβητούνται τα δεδοµένα του προβλήµατος 
έχουν δοθεί και άλλες φορές στις Πανελλαδικές εξετάσεις4 
 
Συµπερασµατικά: 
∆εν πρέπει να δίνονται προβλήµατα µε αµφισβητούµενα δεδοµένα, επειδή σε 
τέτοια προβλήµατα η κάθε συνεπαγωγή και το κάθε συµπέρασµα µπορεί να είναι 
χωρίς νόηµα. 
Για οποιαδήποτε πράξη, πρέπει πρώτα να γνωρίζουµε ότι η πράξη έχει νόηµα, 
εφαρµόζεται δηλαδή σε υπαρκτά δεδοµένα. 
 
 
 

 
 
                                                
4 Βλέπε σχετικά παραδείγµατα στο [2] 



 
 

Σελ. 8 

2) Ερωτήµατα τύπου Σωστό – Λάθος (Σ – Λ) 
 
Σε µια µεγάλη κατηγορία ερωτηµάτων τύπου Σ – Λ γίνεται λάθος διατύπωση του 
ερωτήµατος µε αποτέλεσµα τη σύγχυση και την αβεβαιότητα για την απάντησή του. 
Ζητείται να χαρακτηριστεί ένα ερώτηµα ως Σ ή Λ, αλλά το ερώτηµα δεν είναι λογική 
πρόταση µε την έννοια της Μαθηµατικής Λογικής, δηλαδή δεν µπορεί να 
χαρακτηριστεί ως Σ ή Λ επειδή περιέχει στοιχεία ή έννοιες που δεν έχουν οριστεί.  
Για ευκολία, θα υιοθετήσουµε εδώ τον όρο «πρόταση» για όλες τις εκφράσεις είτε 
αυτές είναι προτάσεις όπως ορίζονται στη Μαθηµατική Λογική είτε όχι, όπως άλλωστε 
κάνουµε στα µαθηµατικά που διδάσκουµε στους µαθητές µας. 
 
Αυτό που δηµιουργεί το πρόβληµα, είναι ότι µπερδεύονται οι έννοιες «δεν ορίζεται» (ή 
το ίδιο «δεν έχει νόηµα») και «δεν υπάρχει».  
Θα επιµείνουµε στα ερωτήµατα τύπου Σ – Λ µε πολλά παραδείγµατα, επειδή αυτά 
συναντώνται σε όλες τις εξετάσεις (ενδοσχολικές ή Πανελλαδικές). Τα ερωτήµατα αυτά 
δηµιουργούν και τα περισσότερα προβλήµατα στην απάντησή τους. 
 
Παραδείγµατα χαρακτηρισµού προτάσεων ως Σ ή Λ. 
 
α) Για τη συνάρτηση f : [0,1] → �  µε 2f (x) x=  ισχύει 

x 2
lim f(x) 4
→

=  

 
Η πρόταση αυτή δεν µπορεί να χαρακτηριστεί ούτε ως Σ ούτε ως Λ επειδή το 
x 2
limf (x)
→

δεν έχει νόηµα, αφού ο ορισµός του 
x 2
limf (x)
→

δίνεται µε την προϋπόθεση ότι η 
συνάρτηση ορίζεται τουλάχιστον από την µια πλευρά του 2, δηλαδή σε διάστηµα της 
µορφής (α,2)  ή σε διάστηµα της µορφής (2,β) . 
 

β) Ισχύει: 4 2

x 0
lim x x 0
→

− =  

Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 4 2x x−  είναι το ( , 1) (1, ) {0}−∞ − ∪ +∞ ∪ , 
δηλαδή η f δεν ορίζεται ούτε δεξιά ούτε αριστερά του 0 και το ερώτηµα αυτό είναι 
επίσης χωρίς νόηµα. 
 
Αν τα παραπάνω παραδείγµατα δεν πείθουν, αναφέρουµε δύο ακόµη παραδείγµατα που 
είναι ακριβώς της ίδιας µορφής, όµως στα παραδείγµατα αυτά η ανάγκη ορισµού των 
αναφερόµενων εννοιών είναι εµφανής: 
 
γ) Ο όγκος κύκλου ακτίνας R είναι ίσος µε τον όγκο σφαίρας ακτίνας 2R 
 
δ) Το εµβαδόν του πολυωνύµου 2x 3x 2+ + είναι ίσο µε 10 
 
Εδώ ο καθένας θα ρωτούσε: τι σηµαίνει «όγκος κύκλου» και τι σηµαίνει «εµβαδόν 
πολυωνύµου» και θα χαρακτήριζε τις παραπάνω προτάσεις «χωρίς νόηµα», όµως σε 
ερωτήµατα σαν τα (α) και (β) το σύνηθες είναι να θεωρούνται οι προτάσεις λάθος. 
 
Παρόµοιες περιπτώσεις ερωτηµάτων χωρίς νόηµα, που συναντούµε όµως συχνά, είναι 
οι παρακάτω: 
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Σελ. 9 

ε) Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την πρόταση: α β α β⋅ = ⋅  

 
Η συνηθισµένη απάντηση είναι ότι η πρόταση είναι λάθος, αφού το 1ο µέλος ορίζεται 
και όταν α 0<   και  β 0< , ενώ το 2ο µέλος στην περίπτωση αυτή δεν ορίζεται. 
Εδώ έχουµε το παράδοξο να θεωρούν κάποιοι ότι η παραπάνω ισότητα είναι λάθος, 
όµως η ισότητα α β α β⋅ = ⋅ είναι σωστή. Με άλλα λόγια ισχυρίζονται ότι στη 
συγκεκριµένη περίπτωση ισχύει x y= , αλλά δεν ισχύει y x= . 
 
Για να µπορέσουµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό, πρέπει να δοθούν τα σύνολα 
αναφοράς των α και β. Εδώ όµως τέτοια σύνολα δε δόθηκαν και το ερώτηµα είναι 
χωρίς νόηµα. 
 
Το ερώτηµα θα ήταν σωστό αν διατυπώνονταν µε τη µορφή:  
 
Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την πρόταση:  
α β α β⋅ = ⋅  για κάθε α,β 0≥  

 
Στο παράδειγµα που εξετάζουµε πρέπει να συµφωνήσουµε ότι αφού τέθηκε το σύµβολο 
α , αυτό έχει νόηµα, δηλαδή αυτόµατα πρέπει να δεχτούµε ότι α 0≥  και δεν πρέπει 

να µας απασχολεί η περίπτωση α 0< . Όπως, όταν δίνεται ότι f (x) 0′ > ,  δεν τίθεται το 
ερώτηµα αν η f είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αλλά δεχόµαστε αυτόµατα ότι είναι, ή όταν 
γράφουµε το κλάσµα 3

x 1−

, αυτόµατα θεωρείται ότι x 1≠ .  

 
Ας το δούµε µε άλλη µατιά. 
 
Αφού η άρνηση της πρότασης α β= είναι η (α β ή α β)> < , αν θεωρήσουµε ότι η 
πρόταση α β α β⋅ = ⋅ είναι λάθος, τότε πρέπει να δεχθούµε ότι µία από τις δύο 
προτάσεις  α β α β⋅ > ⋅  ή α β α β⋅ < ⋅  είναι αληθής. Κάτι τέτοιο όµως, µε την 
ίδια λογική (ότι ίσως δεν ορίζεται κάποια ρίζα) είναι και πάλι λάθος. 
 
Η παρανόηση που γίνεται εδώ είναι η εξής: 
 
Αντί να ρωτούµε αν έχει νόηµα το 2ο µέλος, ρωτούµε αν ισχύει η ισότητα.  
 
Το ερώτηµα θα ήταν σωστό αν έµπαινε µε τη µορφή: 
 

Μπορούµε για κάθε α,β∈�  να γράψουµε: α β α β⋅ = ⋅ ; 

 
και τότε φυσικά η απάντηση θα ήταν όχι. 
 
 
Παρόµοιο ερώτηµα είναι και το επόµενο που έχουµε δει πολλές φορές σε ενδοσχολικές 
εξετάσεις της Β΄ Λυκείου:  
 



 
 

Σελ. 10 

ζ) Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την ισότητα:  log(α β) logα logβ⋅ = +  
 
Σύµφωνα µε όσα είπαµε, η ισότητα αυτή είναι χωρίς νόηµα αν δε δοθούν τα σύνολα 
αναφοράς των α και β. 
 
Σχετικά παραδείγµατα τύπου Σ – Λ είναι και τα παρακάτω που τέθηκαν στις 
Πανελλαδικές εξετάσεις . 
 
η) Πανελλαδικές 2005,  Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας 
 

Ισχύει: 
2

f (x) f (x)g(x) f (x)g (x)
g(x) (g(x))

′  ′ ′+  =    
 

 
Αν δε δοθεί το σύνολο αναφοράς της µεταβλητής x, τότε το ερώτηµα δεν µπορεί να 
απαντηθεί. Η πρόταση θα ήταν σωστή αν ως σύνολο αναφοράς της µεταβλητής x 
λαµβάνονταν το σύνολο των σηµείων για τα οποία f (x) 0=  ή  g (x) 0′ =  
 
θ) Πανελλαδικές 2007, Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας 
Αν f και g δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις, τότε για την παράγωγο της σύνθετης 
συνάρτησης ισχύει (f (g(x)) f (g(x)) g (x)′ ′ ′= ⋅  
 
Αν δε δοθεί το σύνολο αναφοράς της µεταβλητής x το παραπάνω ερώτηµα είναι χωρίς 
νόηµα. Είναι σαν να ρωτούµε: Ισχύει  2x 9= ; 
 
Ανάλογο ερώτηµα τύπου Σ – Λ είναι και το παρακάτω:  
 
ι) Αν δύο ευθείες είναι κάθετες, το γινόµενο των συντελεστών διευθύνσεών τους 
είναι ίσο µε -1 
 
Η αναµενόµενη απάντηση είναι πως η πρόταση είναι λάθος µε το αιτιολογικό ότι 
µπορεί να µην ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης κάποιας ευθείας. Όταν όµως στο 
ερώτηµα αναφέρονται και οι δύο συντελεστές διεύθυνσης, αυτό που πρέπει να 
καταλαβαίνει κάποιος είναι ότι οι συντελεστές διεύθυνσης υπάρχουν, άρα η πρόταση 
είναι σωστή. 
 
 
Άλλο παράδειγµα τύπου Σ – Λ που κάνει την παραπάνω λογική µας πιο ισχυρή είναι 
αυτό των Πανελλαδικών του 2004 για το οποίο δηµιουργήθηκαν πολλά ερωτηµατικά 
για τη διόρθωσή του.  
Την δική µας άποψη ενισχύει και η παρατήρηση του σχολικού βιβλίου κατεύθυνσης Γ΄ 
Λυκείου το οποίο στη σελ. 161 γράφει κατά λέξη τα εξής: 
 
Στη συνέχεια, όταν γράφουµε 

0x x
lim f (x)
→

= � , θα εννοούµε ότι υπάρχει το όριο της f 
στο 0x και είναι ίσο µε � . 
 
Το ερώτηµα λοιπόν ήταν το εξής:  
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κ) Χαρακτηρίστε την παρακάτω πρόταση ως Σωστή ή Λάθος: 
 

� �
0 0 0x x x x x x

lim f (x) lim f (x) lim f (x)
+ −→ → →

= ⇔ = =  

 
Στο σχολικό βιβλίο υπάρχει η πρόταση αυτή µέσα σε πλαίσιο. Πριν από το πλαίσιο 
υπάρχει η κατάλληλη προϋπόθεση, ότι δηλαδή η f ορίζεται σε σύνολο της µορφής 

0 0(α, x ) (x ,β)∪ . Η προϋπόθεση αυτή όµως  δεν δόθηκε στους διαγωνιζόµενους. 
 
Η αναµενόµενη απάντηση µάλλον ήταν ότι η πρόταση είναι σωστή. 
 
Βλέποντάς το διαφορετικά, ότι δηλαδή η f µπορεί να µην ορίζεται σε σύνολο της 
µορφής 0 0(α, x ) (x ,β)∪ , αλλά µόνο αριστερά ή δεξιά του 0x  θα έλεγε κανείς ότι η 
πρόταση είναι λάθος, και αυτή ήταν ίσως η επικρατέστερη άποψη των βαθµολογητών. 
 
∆ική µας τοποθέτηση είναι ότι η πρόταση είναι σωστή, αφού για να γράψουµε 

0 0x x x x
lim f (x) lim f (x)

+ −
→ →

= = �  υποχρεωτικά η f ορίζεται και δεξιά και αριστερά του 0x . 

∆ηλαδή δεν έχει νόηµα η ισότητα 
0 0x x x x

lim f (x) lim f (x)
+ −

→ →

= = � αν η f δεν ορίζεται και 
δεξιά και αριστερά του 0x . 

 
Η πρόταση θα ήταν λάθος αν έµπαινε µε την εξής µορφή: 
 
Μπορούµε πάντοτε να γράψουµε � �

0 0 0x x x x x x
lim f (x) lim f (x) lim f (x)

+ −→ → →
= ⇔ = =  

 
Παρόµοιο παράδειγµα είναι και το παρακάτω: 
 
λ) Να χαρακτηριστεί ως Σωστή ή Λάθος η παρακάτω πρόταση:  
 
Αν 

0x x
lim(f (x) g(x)) 0
→

− =  τότε 
0 0x x x x

lim f (x) lim g(x)
→ →

=  

Εδώ η επικρατούσα άποψη είναι ότι µπορεί να ισχύει η σχέση 
0x x

lim (f (x) g(x)) 0
→

− = , 

αλλά να µην υπάρχουν τα όρια των f και g στο  0x , άρα η πρόταση είναι Λ. 

 
Σύµφωνα µε όσα αναφέραµε, η παραπάνω πρόταση, αντίθετα µε την επικρατούσα 
άποψη είναι αληθής. 
 
Από τα παραπάνω παραδείγµατα καταφαίνεται το αίτιο της παρανόησης. Οι έννοιες 
που µπερδεύονται είναι: «∆εν ορίζεται» ή το ίδιο «δεν έχει νόηµα»  και «δεν 
υπάρχει». 
 
Το συµπέρασµα είναι ότι όταν µια έννοια δεν ορίζεται δεν έχει νόηµα να µιλούµε 
για Σωστή  ή Λάθος πρόταση. 
 
 
Άλλο παράδειγµα όπου δεν ορίζονται τα εµφανιζόµενα σύµβολα είναι το παρακάτω: 



 
 

Σελ. 12 

µ) Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την πρόταση 4 3i 3 2i+ > +  
 
Αν η απάντηση (Σ) είναι λάθος (επειδή δεν ορίστηκε ανισότητα µεταξύ µιγαδικών), 
τότε η σωστή απάντηση πρέπει είναι (Λ), δηλαδή  4 3i 3 2i+ ≤ + . Όµως και η απάντηση 
αυτή δεν είναι σωστή, για τον ίδιο λόγο. 
 
Παρόµοια περίπτωση έχουµε και όταν η υπόθεση είναι λάθος και µας ζητείται να 
χαρακτηρίσουµε ένα συµπέρασµα υπόθεσης ως Σ ή Λ.  
 
Ένα παράδειγµα αυτού του είδους είναι το εξής: 
 
ν) Χαρακτηρίστε ως Σωστή ή Λάθος την πρόταση:  
 
Αν x∈�  και 2x 1 0+ <  τότε x 0<  
 
Αν υποθέσουµε ότι η πρόταση είναι ψευδής, τότε πρέπει να είναι αληθής η x 0≥ . 
Όµως για κάθε x 0≥ είναι 2x 1 0+ >  που είναι πάλι ψευδής. 
 
 
Στα νέα βιβλία της Α΄ Λυκείου τα ερωτήµατα Σ – Λ διατυπώνονται πλέον µε τον τρόπο 
που αναφέρουµε πιο πάνω, δηλαδή πουθενά δεν χρησιµοποιούνται σύµβολα που δεν 
ορίζονται και δεν χρησιµοποιούνται ερωτήµατα µε λάθος υπόθεση. 
 
Π.χ. στο κεφάλαιο των ριζών, σελ. 77 ζητείται να χαρακτηριστούν διάφορες προτάσεις 
ως (Σ) ή (Λ). Προσέξτε τη διατύπωση: 
 
Άσκηση 22: 
Αν α β 0⋅ ≥ , τότε µπορούµε πάντοτε να γράφουµε: α β α β⋅ = ⋅  
 
Άσκηση 26: 

Αν α 0≥ , τότε µπορούµε πάντοτε να γράφουµε: 24 α α=  
 
 
Συµπερασµατικά: 
Κάθε σχέση που περιέχει µεταβλητές είναι χωρίς νόηµα αν δε δίνεται και το πεδίο 
ορισµού των µεταβλητών. 
 
∆ική µας πρόταση είναι ότι επειδή τα ερωτήµατα τύπου Σ – Λ αφενός εµπεριέχουν 
ερωτηµατικά του είδους που αναφέραµε καθιστώντας την απάντησή τους 
αµφίβολη, αφετέρου µε πιθανότητα 50% η απάντηση είναι Σ όταν απαντηθούν 
τυχαία, τέτοια ερωτήµατα πρέπει να εκλείψουν από τις εξετάσεις. 
 
Την άποψή µας αυτή ενισχύουν ερωτήµατα Πανελλαδικών εξετάσεων στα οποία οι 
καλά  διαβασµένοι υποψήφιοι απάντησαν λάθος και οι λιγότερο διαβασµένοι 
απάντησαν σωστά.  
Ένα τέτοιο ερώτηµα ήταν το επόµενο: 
 
ξ) Πανελλαδικές 2000, Μαθηµατικά Θετικής Κατεύθυνσης 
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(Το έτος 2000, η Τεχνολογική Κατεύθυνση διαγωνίστηκε σε διαφορετικά θέµατα) 
 
Να χαρακτηριστεί ως Σωστή ή Λάθος η παρακάτω πρόταση: 

Αν η  f είναι παραγωγίσιµη στο 0x , τότε η f ′  είναι πάντοτε συνεχής στο 0x . 

Η πρόταση αυτή είναι παραπλήσια του θεωρήµατος του σχολικού βιβλίου που λέει: 
 
Αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x , τότε η f είναι και 
συνεχής στο σηµείο αυτό. 
 
Η διαφορά των δύο προτάσεων είναι µόνο ένας τόνος στην f.  
 
Η λογική µε την οποία δόθηκε το ερώτηµα αυτό είναι:  
 
Αφού η πρόταση που δόθηκε σαν ερώτηµα δεν είναι ακριβώς ίδια µε αυτήν του 
βιβλίου, η απάντηση είναι πως η πρόταση είναι λάθος. 
 
Από σύµπτωση, η απάντηση είναι πως η πρόταση είναι πράγµατι λάθος, όµως αυτό δε 
θα µπορούσε να το συµπεράνει µε κανέναν τρόπο ένας µαθητής, ούτε θα ήταν εύκολο 
για ένα µαθηµατικό. Αντίθετα µάλιστα, ένας καλός ή άριστος µαθητής, µη µπορώντας 
να αντικρούσει τον ισχυρισµό µε κάποιο αντιπαράδειγµα (γιατί θα ήταν αδύνατο να 
βρει τέτοιο), θα έδινε την απάντηση πως η πρόταση είναι σωστή. 
 
Επισηµαίνουµε ότι δεν υπάρχει συγκεκριµένος τρόπος εύρεσης αντιπαραδείγµατος που 
να αποδεικνύει ότι η πρόταση είναι λάθος.  
Σχετικό αντιπαράδειγµα και πρόσθετα σχόλια µπορείτε να δείτε στην εισήγησή µας [2]. 
 
 

3) Επαλήθευση 
 
Συχνό θέµα διαφωνιών είναι το αν µετά από τη λύση κάποιου προβλήµατος απαιτείται 
επαλήθευση ή όχι. 
Προσωπικά δεν έχω δει πουθενά κάποια σχετική αναφορά, δηλαδή το πότε µια λύση 
χρειάζεται επαλήθευση και πότε όχι. 
Το θέµα έχει γίνει πολύπλοκο επειδή σιωπηρά και χωρίς καµία µαθηµατική 
αιτιολόγηση ακολουθείται µια «πεπατηµένη». 
Για τον λόγο αυτό εκθέτουµε παρακάτω την δική µας άποψη. 
Στην εισήγησή µας [4] υπάρχει αρκετό σχετικό υλικό. Θα αρκεστούµε µόνο να πούµε 
ότι αυτό που κάνει συνήθως αναγκαία την επαλήθευση είναι η χρήση του συµβόλου 
⇒ αντί του ⇔  
 
Σαν παράδειγµα αναφέρουµε ένα πρόβληµα σε τρεις διαφορετικές µορφές:  
 
α) Να προσδιοριστεί ο α∈�  ώστε να ισχύει: xα x 1≥ +  για κάθε x∈�  

β) Αν ισχύει xα x 1≥ +  για κάθε x∈�  αποδείξτε ότι α e=  

γ) Αν ισχύει xα x 1≥ +  για κάθε x∈�  βρείτε τον α 
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Λύση του (α) 
Η συνήθης λύση είναι να θεωρήσουµε τη συνάρτηση xf (x) α x 1= − −  για την οποία 
ισχύει f (x) 0 f (0)≥ = , δηλαδή η f παρουσιάζει στο 0 ολικό, άρα και τοπικό ελάχιστο. 
Εποµένως f (0) 0′ = από την οποία και προκύπτει α e= . 

Η επαλήθευση εδώ κρίνεται απαραίτητη επειδή η συνθήκη f (0) 0′ = δεν εξασφαλίζει 
ότι η f θα έχει στο σηµείο 0 ολικό ελάχιστο.  
Μετά την παραπάνω λύση δηλαδή πρέπει να αποδείξουµε ότι πράγµατι για α e=  η  f  
παρουσιάζει στο 0 ολικό ελάχιστό ίσο µε 0. 
 
Λύση του (β) 
Στην περίπτωση αυτή η λύση είναι η ίδια, όµως για τους περισσότερους συναδέλφους 
εδώ δεν χρειάζεται επαλήθευση.  
 
Η επικρατούσα άποψη είναι ότι: 
 
Αφού δόθηκε ότι η παραπάνω σχέση ισχύει, δεν αµφισβητείται η ύπαρξη του α, και 
αφού βρήκαµε µια µοναδική τιµή για το α, η τιµή αυτή είναι δεκτή. Αν βρίσκαµε δύο ή 
περισσότερες τιµές, τότε µόνο θα έπρεπε να γίνει επαλήθευση. 
 
Λύση του (γ)  
Η λύση του (γ) είναι πάλι η ίδια και η επικρατούσα άποψη είναι ότι δεν χρειάζεται 
επαλήθευση, αφού δόθηκε ότι η σχέση ισχύει, εποµένως η µοναδική τιµή του α που 
βρήκαµε είναι δεκτή. 
 
Εδώ φτάνουµε σε µια παράλογη λογική. Ότι δηλαδή το αν θα κάνουµε επαλήθευση ή 
όχι δεν εξαρτιέται από τη διαδικασία της λύσης, αλλά από το αποτέλεσµα που θα 
βρούµε. Κάτι τέτοιο όµως είναι απαράδεκτο, επειδή (αυτή είναι η δική µας θέση): 
 
Το αποτέλεσµα της λύσης πρέπει να είναι αποδεκτό ή όχι χωρίς καµία αµφιβολία. 
Η επαλήθευση ενός προβλήµατος  είναι αναγκαιότητα της διαδικασίας της λύσης 
και όχι του αποτελέσµατος. Αν δηλαδή η λύση που κάνουµε δεν εξασφαλίζει ότι 
ισχύουν όλες οι υποθέσεις του προβλήµατος, τότε η επαλήθευση είναι 
υποχρεωτική, ενώ αν η λύση εξασφαλίζει ότι θα ισχύουν όλες οι υποθέσεις, δε 
χρειάζεται επαλήθευση. 
  
Έτσι δεν κάνουµε επαλήθευση όταν λύνουµε εξισώσεις 2ου βαθµού, επειδή η 
διαδικασία της λύσης (απόδειξη του σχετικού τύπου) αποδεικνύει ότι και οι δύο ρίζες 
που βρίσκουµε επαληθεύουν την εξίσωση. Αντίθετα, σε εξισώσεις µε ριζικά, αν 
υψώσουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο θα χρειαστεί οπωσδήποτε 
επαλήθευση, επειδή µετά την ύψωση στο τετράγωνο, η νέα εξίσωση δεν είναι 
ισοδύναµη µε την προηγούµενη (εκτός αν τεθούν οι περιορισµοί για να είναι οι λύσεις 
δεκτές) (Βλέπε [4]). 
 
Ειδικά για τη (γ) παραλλαγή πρέπει να σηµειώσουµε ότι το ενδεχόµενο να µην υπάρχει 
καµία τιµή του α που να επαληθεύει την xα x 1≥ + είναι πιθανό. Στα µαθηµατικά είναι 
σύνηθες να ζητείται η τιµή µιας µεταβλητής ώστε να ισχύει µια σχέση και τέτοια τιµή 
να µην υπάρχει. Το πρόβληµα είναι απόλυτα σωστό. Αν π.χ το ερώτηµα δίνονταν µε τη 
µορφή: 
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Αν ισχύει xα x 1≤ +  για κάθε x∈�  βρείτε τον α,  
 
τότε η διαδικασία θα ήταν η ίδια, αλλά η µοναδική τιµή του α (δηλ. α e= ) δεν θα ήταν 
δεκτή.  
 
Για τα προβλήµατα του είδους αυτού δεν θα συζητήσουµε εδώ. Με δυο λόγια µόνο θα 
πούµε ότι είναι παραπλανητικά και δεν πρέπει να τίθενται µε τη µορφή αυτή, δηλαδή 
βρείτε τον α, και η απάντηση να είναι “δεν υπάρχει α”. 
 
Η δική µας τοποθέτηση είναι ότι και στη 2η και στην 3η περίπτωση η επαλήθευση 
είναι απαραίτητη. 
 
∆ίνουµε δύο σχετικά θέµατα που δόθηκαν στις Πανελλαδικές εξετάσεις. 
Η επικρατούσα άποψη είναι ότι στο 1ο θέµα (του 2000) δεν χρειάζεται επαλήθευση, 
ενώ στο θέµα του 2004 η επαλήθευση είναι απαραίτητη. Για να αντικρούσουµε τον 
ισχυρισµό ότι στο θέµα του 2000 η επαλήθευση δεν είναι απαραίτητη, κατασκευάσαµε 
το 3ο παράδειγµα. 
 
Πανελλαδικές, Θετική Κατεύθυνση, 2000 
 
Τη χρονική στιγµή t 0=  χορηγείται σ’ έναν ασθενή ένα φάρµακο. Η συγκέντρωση 
του φαρµάκου στο αίµα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση 

2

αt
f (t)

t
1 β

=
 
 +   

,     t 0≥  

όπου α και β είναι σταθεροί θετικοί πραγµατικοί αριθµοί και ο χρόνος t µετριέται 
σε ώρες. Η µέγιστη τιµή της συγκέντρωσης είναι ίση µε 15 µονάδες και 
επιτυγχάνεται 6 ώρες µετά τη χορήγηση του φαρµάκου. 
 
  α) Βρείτε τις σταθερές α και β  κ.λ.π 
 
 
Πανελλαδικές, Επαναληπτικές εξετάσεις Ιούλιος 2004 
 
Θεωρούµε τη συνάρτηση x x x xf (x) 2 m 4 5= + − −  όπου m , m 0∈ >�  
 
  α) Να βρείτε το m ώστε f (x) 0≥  για κάθε x∈� 5 
 
Παράδειγµα όµοιο µε αυτό του 2000  
Το παράδειγµα αυτό που κατασκευάσαµε είναι όµοιο µε αυτό των εξετάσεων αλλά η 
ανάγκη της επαλήθευσης είναι ολοφάνερη. 
 

                                                
5 Στο βιβλίο των Χαρ. Στεργίου, Χρ. Νάκη, Ιωαν. Στεργίου ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ, Εκδόσεις Σαββάλα 2006 άσκ. 5.85 σελ 246 προστίθεται εύστοχα το 
πρόσθετο ερώτηµα: Είναι η τιµή αυτή του m δεκτή; 
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∆ίνεται ότι η συνάρτηση f µε 2 2f (x) αx (α β)x β= + + −  για x 2=  παρουσιάζει ολικό 
µέγιστο ίσο µε 1. Να βρεθούν τα α και β. 
 
Παίρνοντας τις σχέσεις f (2) 1=  και f (2) 0′ =  καταλήγουµε στο σύστηµα 
 

2

2

4α 2α β 1

4α α β 0

 + + =

 + + =

 

 
από τη λύση του οποίου βρίσκουµε:  
(α 1 και β 3)= − = ή  (α 1 και β 5)= = −  
Από τα δύο αυτά ζεύγη λύσεων µόνο το πρώτο επαληθεύει τις συνθήκες του 
προβλήµατος και είναι δεκτό. Το άλλο ζεύγος (α 1 και β 5)= = −  δίνει  

2f (x) x 4x 5= − +  η οποία για x 2=  δίνει ελάχιστη (και όχι µέγιστη τιµή) ίση µε 1. 
 
Έτσι σε όλα τα παραπάνω θέµατα η επαλήθευση είναι απαραίτητη. 
 
 

4) Μη ορισµένες έννοιες 
 
Θα περιοριστούµε εδώ µόνο σε ένα θέµα το οποίο όµως συναντούµε πολύ συχνά σε 
όλα τα βιβλία. 
Είναι οι συναρτήσεις της µορφής g(x )[f (x)]  οι οποίες ενώ δεν έχουν οριστεί γίνεται 
πολύ συχνή χρήση τους στο κεφάλαιο των παραγώγων και ειδικότερα στον κανόνα De 
l’ Hospital. 
Η µόνη εκθετική συνάρτηση (δηλαδή συνάρτηση που περιέχει την µεταβλητή στον 
εκθέτη) που έχει οριστεί στο σχολικό βιβλίο είναι η xf (x) α= µε α σταθερό. Εποµένως, 
σύµφωνα µε το σχολικό βιβλίο δεν υπάρχει η συνάρτηση xf (x) x= . 
 
Για να µιλήσουµε για τη συνάρτηση αυτή. θα πρέπει πρώτα να οριστεί και κατόπιν να 
τίθεται οποιοδήποτε σχετικό ερώτηµα. 
Αν δούµε τον ορισµό της εκθετικής συνάρτησης xf (x) α= είναι εύκολο να 
καταλάβουµε ότι το σύµβολο xx δεν µπορεί να οριστεί µε παρόµοιο τρόπο. 
 
Αν προσπαθήσουµε να ορίσουµε την συνάρτηση αυτή – την πιο απλή του είδους -  το 
πρώτο ερώτηµα που θα αντιµετωπίσουµε είναι το ποιο είναι το πεδίο ορισµού της Α. 
Θα δεχθούµε π.χ ότι 2 A;− ∈   
Αν δεχτούµε ότι το πεδίο ορισµού της f είναι το µεγαλύτερο υποσύνολο του � για το 
οποίο το σύµβολο xx έχει νόηµα, όπως ορίζεται το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης, θα 
πρέπει 2 A− ∈ . Αν όµως δεχθούµε αρνητικές τιµές στο πεδίο ορισµού της f, θα 
προκύψουν µεγάλα προβλήµατα στη µελέτη της συνάρτησης. 
Θα έλεγε κάποιος ότι στις ασκήσεις που βλέπουµε στα βιβλία δίνεται το πεδίο ορισµού 
της που είναι το (0, )+∞  και µε αυτήν την παραδοχή γράφουµε την f ως x ln xf (x) e= . 
Κάτι τέτοιο όµως δεν είναι σωστό, επειδή πρώτα πρέπει να οριστεί η f και κατόπιν να 
γραφεί µε την παραπάνω µορφή. Όταν δηλαδή συναντήσουµε για 1η φορά το σύµβολο 
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xx , το πρώτο πράγµα που θα ρωτήσουµε είναι: Τι σηµαίνει το σύµβολο αυτό; ∆εν 
µπορούµε να κάνουµε αποδείξεις για ένα σύµβολο που δεν έχει οριστεί. 
 
Εποµένως (σύµφωνα πάντοτε µε το σχολικό βιβλίο) ασκήσεις και ερωτήµατα που 
περιέχουν συναρτήσεις της µορφής g(x)[f (x)] είναι χωρίς νόηµα. 
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