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Αρχική ή παράγουσα συνάρτηση 
 
Ως αρχική ή παράγουσα συνάρτηση µιας συνάρτησης f στο διάστηµα ∆ ορίζεται κάθε 
συνάρτηση F παραγωγίσιµη στο ∆ µε F (x) f (x) x ∆′ = ∀ ∈  
 
ΕΠΙΣΗΜΑΝΣΗ: 
Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, η αρχική συνάρτηση ορίζεται µόνο σε διάστηµα 

και δεν µπορούµε να πούµε ότι µια αρχική της 
2

1
f (x)

συν x
= στο σύνολο 

π π
(0, ) ( ,π)

2 2
∪  είναι η F(x) εφ x=  

Μπορούµε όµως να πούµε ότι η F(x) εφ x= είναι αρχική της 
2

1
f (x)

συν x
= σε καθένα 

από τα διαστήµατα 
π

(0, )
2

 και π
( ,π)
2

. 

 
Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα ∆ έχει αρχική στο διάστηµα 
αυτό.  
 
ΕΠΙΣΗΜΑΝΣΗ: 
Το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλ. αν δηλαδή µια συνάρτηση f έχει αρχική σε ένα 
διάστηµα τότε η f δεν είναι αναγκαστικά συνεχής.  
 
Υπάρχουν δηλαδή ασυνεχείς συναρτήσεις που έχουν αρχικές. 
 
Ισοδύναµα, η παράγωγος µιας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε συνεχής. 
Το ερώτηµα αυτό τέθηκε στην Θετική Κατεύθυνση των Πανελλαδικών το 2000 
(το έτος 2000, η Τεχνολογική Κατεύθυνση διαγωνίστηκε σε διαφορετικά θέµατα) 
 
Β1) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστό ή Λάθος 
α)Αν η  f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η  f ′ είναι πάντοτε συνεχής στο x0. 
 
Η πρόταση αυτή είναι παραπλήσια του θεωρήµατος του σχολικού βιβλίου που λέει: 
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Σελ. 2 

Αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο x0, τότε η f είναι και 
συνεχής στο σηµείο αυτό. 
 
Η διαφορά των δύο προτάσεων είναι µόνο τόνος στην f. 
  
Η λογική µε την οποία δόθηκε το ερώτηµα αυτό είναι:  
 
Αφού η πρόταση που δόθηκε σαν ερώτηµα δεν είναι ακριβώς ίδια µε αυτήν του 
βιβλίου, η απάντηση είναι πως η πρόταση είναι λάθος. 
 
Από σύµπτωση, η σωστή απάντηση είναι ότι η πρόταση είναι λάθος, όµως αυτό δε θα 
µπορούσε να το συµπεράνει µε κανέναν τρόπο ένας µαθητής, ούτε θα ήταν εύκολο για 
ένα µαθηµατικό. Αντίθετα µάλιστα, ένας καλός ή άριστος µαθητής, µη µπορώντας να 
αντικρούσει τον ισχυρισµό µε κάποιο αντιπαράδειγµα (γιατί θα ήταν αδύνατο να βρει 
τέτοιο), θα έδινε την απάντηση πως η πρόταση είναι σωστή. 
 
Επισηµαίνουµε ότι δεν υπάρχει συγκεκριµένος τρόπος εύρεσης παραδείγµατος που να 
αποδεικνύει ότι η πρόταση είναι λάθος, τα δε παραδείγµατα αυτά είναι ελάχιστα. Η 
παράγωγος µιας συνάρτησης είναι κατά κανόνα συνεχής. 
 
∆ίνουµε εδώ ένα αντιπαράδειγµα που αποδεικνύει ότι η πρόταση είναι λάθος. 
 
Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση  f  µε 

2 1
x ηµ αν x 0

f (x) x
0 αν x 0


 ≠

=

 =

 

είναι παραγωγίσιµη στο x0=0, όµως η  f ′δεν είναι συνεχής στο 0. 

 
Πράγµατι, για x≠ 0 έχουµε: 
λ(x) = 

f (x) f (0)

x 0

−

−

 = xηµ 1

x
 

Όµως 1
xηµ

x
 = 

1
x ηµ

x
 ≤  x  ⇒  - x ≤

1
xηµ

x
≤  x                        (1) 

Και επειδή 
x 0
lim( x )
→

−  = 
x 0
lim x
→

= 0, από την (1) προκύπτει ότι 
x 0

1
lim(xηµ )

x→

= 0, άρα η f 

είναι παραγωγίσιµη στο 0  µε f ′  (0) = 0 
 
Θα αποδείξουµε τώρα ότι η  δεν είναι συνεχής στο 0. 
 
Πράγµατι, για x≠ 0 είναι: 

2 21 1
f (x) (x ) ηµ x ηµ

x x

′ ′ ′= + =    2
2

1 1 1
2xηµ x συν ( )

x x x
+ − =

1 1
2xηµ συν

x x
−   

Άρα η  f ′ορίζεται στο R µε  
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Σελ. 3 

f ′ (x)=
1 1

2xηµ συν αν x 0
x x

0 αν x 0


 − ≠


 =

 

 
Αποδεικνύουµε ότι η  f ′δεν είναι συνεχής στο 0.  
 
∆ίνουµε δύο διαφορετικές αποδείξεις.  
 
1η απόδειξη: 
Η απόδειξη αυτή είναι πιο σύντοµη, αλλά η αντίστοιχη θεωρία δεν περιλαµβάνεται στο 
σχολικό βιβλίο. 
 
Στηριζόµαστε στην εξής 
 
Πρόταση 
Έστω συνάρτηση  f: Α→ R 
Αν 

0x x
lim f (x)
→

=α  τότε για κάθε ακολουθία (xν) µε xν ∈ A και limxν=x0 θα είναι 
limf(x ν)=α 
 
Εποµένως αν για δύο ακολουθίες ν(x ) και ν(x )′ µε νx  και  νx Α′ ∈ και 

ν ν 0lim x lim x x′= =  ισχύει ν νlim f (x ) lim f (x )′≠ , τότε δεν υπάρχει το 
0x x

lim f (x)
→

 

Για την ακολουθία xν = 
1

2νπ
→0 η αντίστοιχη ακολουθία τιµών της συνάρτησης  

f ′ είναι:  νf (x )′ =
1

νπ
ηµ(2νπ) – συν(2νπ) = -1 → -1                               (2) 

ενώ για την ακολουθία νx ′ = 
1

π
2νπ

2
+

→0, η αντίστοιχη ακολουθία τιµών της f ′ είναι 

νf (x )′ ′ =
2

π
2νπ

2
+

ηµ(2νπ+
π

2
) – συν(2νπ+

π

2
) = 

2
π

2νπ
2

+

→0    (3) 

Από τις (2) και (3) προκύπτει ότι δεν υπάρχει το 
x 0
lim
→

f ′ (x), άρα η f ′  δεν είναι συνεχής 
στο x0 = 0 
 
2η απόδειξη 
Αποδεικνύουµε πρώτα το εξής  
 
Λήµµα: 
Αν υπάρχει στο � το 

0x x
lim f (x)
→

ενώ δεν υπάρχει στο � το
0x x

limg(x)
→

, τότε δεν υπάρχει 
στο  �  το 

0x x
lim[f (x) g(x)]
→

− . 

Πράγµατι, αν υπήρχε στο � το 
0x x

lim[f (x) g(x)]
→

− , επειδή υπάρχει στο �  και το 

0x x
lim f (x)
→

, θα υπήρχε στο � και το 
0 0x x x x

lim[f(x) (f(x) g(x))] limg(x)
→ →

− − = , πράγµα άτοπο. 

 



Επιµορφωτική ηµερίδα ΕΜΕ Θεσσαλονίκης,  7-12-2015 
 

Σελ. 4 

Αποδείξαµε ότι 
x 0

1
lim(xηµ ) 0

x→
= . 

Θα αποδείξουµε τώρα ότι δεν υπάρχει στο � το 
x 0

1
lim συν

x→
, οπότε σύµφωνα µε το 

παραπάνω λήµµα δεν υπάρχει και το 
x 0
limf (x)
→

. 

Πράγµατι, έστω ότι  
1

x
y

x 0 x 0

1 1
lim συν lim συν

x x+

=

→ →
= ∈ ⇒ = ∈ ⇒� �� �

y
lim συνy
→+∞

= �            (1) 

Θέτουµε y ω π= + , άρα 

ω
lim συν(ω π)
→+∞

+ = ⇒�
ω
lim ( συνω)
→+∞

− = ⇒�
y
lim συνy
→+∞

= −�    (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει 0=� , δηλ. 
y
lim συνy 0
→+∞

=    (3) 

Θέτουµε τώρα 
(3)π

y t
2

= + ⇒
t

π
lim συν(t ) 0

2→+∞
+ = ⇒

t
lim ηµt 0
→+∞

− = ⇒
y
lim ηµy 0
→+∞

=  (4) 

Όµως 2 2ηµ y συν y 1 y+ = ∀ ∈ ⇒�
(3),(4)

2 2

y
lim (ηµ y συν y) 1
→+∞

+ = ⇒ 0 1= , άτοπο. 

Άρα δεν υπάρχει στο �  το 
x 0

1
lim συν

x→
και σύµφωνα µε το λήµµα δεν υπάρχει το 

x 0
lim f (x)
→

′ , άρα η f ′ είναι ασυνεχής στο 0. 

 
Είναι γνωστό ότι αν υπάρχει µια παράγουσα F µιας συνάρτησης f  σ’ ένα διάστηµα ∆, 
τότε υπάρχουν άπειρες  παράγουσες της f στο ∆ και όλες οι παράγουσες είναι της 
µορφής  F+c  όπου c αυθαίρετη σταθερά. 
Εποµένως για την εύρεση όλων των παραγουσών της f, αρκεί να βρεθεί µια από αυτές. 
 
Πρέπει να τονίσουµε ότι οι αρχικές ορισµένων συναρτήσεων, αν και υπάρχουν, δεν 
µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των στοιχειωδών συναρτήσεων.  
Μερικές τέτοιες συναρτήσεις  είναι οι 

xe
,

x

2xe ,
1

,
ln x

ηµx και άλλες. 
 

Στοιχειώδεις συναρτήσεις είναι οι πολυωνυµικές, ρητές, ν x , οι τριγωνοµετρικές  ηµx, 
συνx, οι αντίστροφες κυκλικές τοξηµx, τοξσυνx, τοξεφx, τοξσφx, οι xe , lnx καθώς και 
οι συναρτήσεις που προέρχονται από αυτές µε τις 4 γνωστές πράξεις της αριθµητικής 
και τη σύνθεση των συναρτήσεων. 
 
∆ίνουµε δύο παραδείγµατα αναζήτησης αρχικών µιας συνάρτησης που ορίζεται µε δύο 
τύπους για να κάνουµε µια επισήµανση. 
 

Εύρεση αρχικών της 2

2x 1 αν x 0
f (x)

3x 1 αν x 0

+ ≤=  + >  

 
Όπως έχουµε πει η αρχική µιας συνάρτησης ορίζεται µόνο σε διάστηµα. Η f ορίζεται 
στο � που είναι διάστηµα και µπορούµε να οµιλούµε για αρχικές της f στο � . 
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Επειδή η f είναι συνεχής (εύκολη απόδειξη), η f έχει άπειρες αρχικές τις οποίες και θα 
βρούµε. 
Στο διάστηµα ( ,0]−∞  είναι 2f (x) 2x 1 (x x)′= + = + , άρα οι αρχικές της f στο διάστηµα 

( ,0]−∞ είναι όλες οι συναρτήσεις της µορφής 2
1F(x) x x c= + +  

Στο διάστηµα (0, )+∞  είναι 2 3f (x) 3x 1 (x x)′= + = + και οι αρχικές της f στο διάστηµα 

(0, )+∞  είναι όλες οι συναρτήσεις της µορφής 3
2F(x) x x c= + +  

Έτσι οι αρχικές της f στο � είναι της µορφής 
2

1
3

2

x x c αν x 0
F(x)

x x c αν x 0

 + + ≤=  + + >
 

Οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιµες στα ( ,0)−∞  και (0, )+∞ . Για να είναι µια 
τέτοια συνάρτηση F αρχική της f στο � , πρέπει να είναι παραγωγίσιµη και στο 0. 
Για να είναι παραγωγίσιµη στο 0 πρέπει να είναι και συνεχής.  
Άρα 1 2

x 0 x 0
limF(x) limF(x) F(0) c c ( c)

− +→ →
= = ⇔ = =  

Εποµένως: 
2

3

x x c αν x 0
F(x)

x x c αν x 0

 + + ≤=  + + >
 

Οι λύσεις που βλέπουµε συνήθως σταµατούν εδώ. Το ερώτηµα που θα απαντήσουµε 
είναι αν οι F είναι πράγµατι παραγωγίσιµες στο 0 ώστε να είναι αρχικές της f. 
 
Θα αιτιολογήσουµε ότι όλες οι παραπάνω συναρτήσεις F είναι παράγουσες της f, χωρίς 
να βρούµε αν είναι παραγωγίσιµες στο 0. 
 
Θα στηριχτούµε στην εξής πρόταση: 
 
Αν η συνάρτηση f  
• είναι συνεχής στο 0x  

• είναι παραγωγίσιµη στο 0 0(α, x ) (x ,β)∪   

• υπάρχει το 
0x x

lim f (x)
→

′ = ∈��   

τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο 0x  µε 0f (x )′ = �  
 
Πράγµατι, σύµφωνα µε τον κανόνα De l’ Hospital θα είναι  

0 0 0

0
0

0 0

x x x x x x
0 0

f (x) f (x ) [f (x) f (x )]
lim lim lim f (x)

x x (x x )

   
→ → →

′− − ′= = = ∈ ⇒
′− −

�� 0f (x )′ = �  

 
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ισχύουν οι προϋποθέσεις που θέσαµε στην παραπάνω 
πρόταση, άρα οι F είναι παραγωγίσιµες και στο 0, άρα είναι όλες οι αρχικές της f στο 
� . 
 
∆ίνουµε  ένα παράδειγµα όπου δεν υπάρχουν αρχικές της f.  
Για να συµβαίνει αυτό, πρέπει η f να µην είναι συνεχής (αυτό δεν αρκεί πάντοτε, 
δηλαδή µπορεί και µια ασυνεχής συνάρτηση να έχει αρχικές όπως έχουµε εξηγήσει). 
 
Αλλάζουµε λίγο τα δεδοµένα του προηγούµενου παραδείγµατος, ώστε η f να είναι 
ασυνεχής. 
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Παράδειγµα όπου δεν υπάρχουν αρχικές της  2

2x 1 αν x 0
f (x)

3x αν x 0

+ ≤=  >  

Η f δεν είναι συνεχής στο 0, αλλά αυτό δεν αποκλείει να έχει παράγουσες στο � . 
Οι παράγουσες της f σε καθένα από τα διαστήµατα  ( ,0]−∞   και  (0, )+∞  δίνονται από 

τις σχέσεις 
2

1
3

2

x x c αν x 0
F(x)

x c αν x 0

 + + ≤=  + >
 

Για να είναι η F παραγωγίσιµη στο 0 πρέπει να είναι και συνεχής, άρα 

1 2
x 0 x 0
limF(x) limF(x) F(0) c c ( c)

− +→ →
= = ⇔ = =  και τελικά  

2

3

x x c αν x 0
F(x)

x c αν x 0

 + + ≤=  + >
 

Επειδή η f δεν είναι συνεχής στο 0, ενδέχεται να µην έχει αρχικές στο � . Για τον λόγο 
αυτόν εξετάζουµε την παραγωγισιµότητα της F στο 0. 

Είναι 
2

x 0 x 0

F(x) F(0) x x
lim lim

x 0 x− −→ →

− +
= =

− x 0
lim (x 1) 1

−→
+ =  

και 
3

x 0 x 0

F(x) F(0) x
lim lim

x 0 x+ +→ →

−
= =

−

2

x 0
lim x 0

+→
=  

άρα η F δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0, εποµένως η f δεν έχει αρχικές στο � . 
 
 
 

Αόριστο ολοκλήρωµα 
 
Φέτος (2015-16) η διδασκαλία του ορισµένου ολοκληρώµατος είναι εκτός διδακτέας, 
άρα και εξεταστέας ύλης. Θα πούµε όµως πολύ λίγα πράγµατα σχετικά. 
Το αόριστο ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης  f  στο διάστηµα ∆, στο σχολικό βιβλίο 

ορίζεται ως το σύνολο όλων των αρχικών στο ∆, δηλ. f (x)dx F(x) c= +∫  όπου F είναι 
µια αρχική της f στο ∆. 
Με τον ορισµό αυτό όµως δεν έχουν νόηµα οι τύποι 

[f (x) g(x)]dx f (x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫  

λf (x)dx λ f (x)dx=∫ ∫  

f (x)g (x)dx f (x)g(x) f (x)g(x)dx′ ′= −∫ ∫  

πριν οριστούν πράξεις µεταξύ συνόλων συναρτήσεων ή µεταξύ συνάρτησης και 
συνόλου συναρτήσεων. 
Πως προσθέτουµε π.χ µια συνάρτηση µε ένα σύνολο συναρτήσεων στον τύπο της 
ολοκλήρωσης κατά παράγοντες; 
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∆ιαφορικές εξισώσεις (∆.Ε) 
 
Η παράγραφος αυτή ήταν πάντοτε εκτός διδακτέας ύλης, όµως πολλά θέµατα των 
Πανελλαδικών εξετάσεων ζητούσαν τη λύση µιας ∆.Ε µε διατύπωση όµως που να µην 
παραπέµπει στις ∆.Ε. Στις ασκήσεις αυτές η διατύπωση ήταν της µορφής:  
Βρείτε συνάρτηση παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ που ικανοποιεί την τάδε σχέση. 
Και φέτος η παράγραφος αυτή είναι εκτός διδακτέας ύλης, αλλά είναι πολύ πιθανό 
κάποιο θέµα να ζητά τη λύση µιας ∆.Ε µε την διατύπωση που αναφέραµε. 
Η εύρεση τότε της άγνωστης συνάρτησης πρέπει να γίνει µε αντιπαραγώγιση, δηλαδή η 
σχέση (∆.Ε) που δόθηκε πρέπει να καταλήξει στη µορφή F (x) G (x)′ ′= που ισοδυναµεί 
µε την F(x) G(x) c= +  
Για τον προσδιορισµό της σταθερής c, δηλ. για την εύρεση της µοναδικής συνάρτησης 
F, δίνεται µια αρχική συνθήκη, δηλαδή ένα επιπλέον δεδοµένο. 
Για να φτάσει ο υποψήφιος στην µορφή F (x) G (x)′ ′= πρέπει να “µαντέψει” µε τις 
γνώσεις του από τις παραγώγους τις συναρτήσεις F και G. Αυτό δεν είναι πάντοτε 
εύκολο. 
Πολλές φορές η εξίσωση περιέχει ολοκληρώµατα που εξαλείφονται µετά την 
παραγώγιση των δύο µελών και κατόπιν η εξίσωση καταλήγει σε µια ∆.Ε µε 
παραγώγους χωρίς ολοκληρώµατα. 
 
∆ίνουµε 3 παραδείγµατα ∆.Ε που τέθηκαν στις Πανελλαδικές τα τελευταία χρόνια των 
οποίων η λύση έπρεπε να γίνει µε αντιπαραγώγιση. 
 
Θέµα Γ1 
∆ίνεται η συνάρτηση f : →� � , δύο φορές παραγωγίσιµη στο �  µε 
f (0) f (0) 0′ = =  η οποία ικανοποιεί τη σχέση 

xe (f (x) f (x) 1) f (x) xf (x) x′ ′′ ′ ′′+ − = + ∀ ∈�  

Να αποδείξετε ότι xf (x) ln(e x)= −  
Πανελλαδικές 2011 

 

Στο θέµα αυτό η δοσµένη σχέση είναι ισοδύναµη µε την [ ]x xe f (x) e xf (x)′ ′′ ′ − =   

Άρα x xe f (x) e xf (x) c′ ′− = +  κ.λ.π 
 
Θέµα Γ1 
Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση f : →� � , τέτοια ώστε 
(f (x) x)(f (x) 1) x x′+ + = ∀ ∈�   και f (0) 1=  

Να αποδείξετε ότι 2f (x) x 1 x= + −  
Πανελλαδικές 2013 

 

Στο θέµα αυτό η δοσµένη σχέση είναι ισοδύναµη µε την [ ]( )2 2f (x) x (x )
′ ′+ =  

Άρα [ ]2 2f (x) x x c+ = +  κ.λ.π 
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Θέµα ∆1 
Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : →� �  για την οποία ισχύουν 

f (x) f (x)f (x) e e 2 x−′  + = ∀ ∈  �  και f (0) 0=  

Να αποδείξετε ότι 2f (x) ln(x x 1) x= + + ∀ ∈�  
Πανελλαδικές 2015 

 

Στο θέµα αυτό η δοσµένη σχέση είναι ισοδύναµη µε την f (x ) f (x )e e (2x)− ′ ′ − =  . 

Άρα f ( x ) f ( x )e e 2x c−− = + κ.λ.π 
 
 
 

Ορισµένο ολοκλήρωµα. 
 

Εµβαδά µικτογράµµων και καµπυλογράµµων χωρίων 
 
Για τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος είναι απαραίτητη η έννοια του ορίου 
της ακολουθίας. 
Ο ορισµός του ορίου ακολουθίας υπάρχει στο βιβλίο Μαθηµατικών Κατεύθυνσης της 
Γ΄ Λυκείου στην §1.7 (όριο συνάρτησης στο άπειρο). 
Εκεί σε µισή σελίδα δίνεται και ο ορισµός της ακολουθίας και ο ορισµός του ορίου 
ακολουθίας. 
Ως ακολουθία ορίζεται κάθε πραγµατική συνάρτηση *α : →� � . 
Κάποιες επισηµάνσεις που πρέπει να κάνουµε εδώ είναι οι παρακάτω: 
 
1) Αν η ακολουθία είναι συνάρτηση τότε το όριο της ακολουθίας, δηλαδή το όριο 
συνάρτησης µε πεδίο ορισµού το *

� δεν έχει νόηµα. 
Σύµφωνα πάντοτε µε τους ορισµούς του σχολικού βιβλίου, για να έχει νόηµα το όριο 
συνάρτησης όταν x →+∞  πρέπει στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης να περιέχεται 
διάστηµα της µορφής (α, )+∞ . 
 
2) Από τα γραφόµενα για το όριο ακολουθίας, ο µαθητής δεν είναι σε θέση να 
καταλάβει τι είναι ορισµένο ολοκλήρωµα. Ας παραβλέψουµε όµως αυτήν την δυσκολία 
και ας προχωρήσουµε παρακάτω στο εµβαδόν επιπέδου χωρίου. 
 
Στο σχολικό βιβλίο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας στην §10.2  ορίζεται αξιωµατικά το 
εµβαδόν ευθ. σχήµατος.   
Για τον ορισµό του εµβαδού δεχόµαστε τα παρακάτω αξιώµατα:1 
 
Αξίωµα 1ο  
Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εµβαδά 
 
 
                                                        
1 Μια πρωτότυπη αξιωµατική θεµελίωση του εµβαδού έχει κάνει ο εκλεκτός συνάδελφος Νίκος 
∆εργιαδές στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ του Παραρτήµατος της ΕΜΕ Ηµαθίας, τεύχος 2,  σελ. 60-72. 
Το περιοδικό υπάρχει στο site της ΕΜΕ Ηµαθίας www.emeimathias.gr και µπορείτε να το κατεβάσετε 
ελεύθερα. 
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Αξίωµα 2ο  
Αν ένα πολυγωνικό χωρίο (η µια πολυγωνική επιφάνεια) χωρίζεται σε πεπερασµένου 
πλήθους πολυγωνικά χωρία, που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία, τότε το εµβαδόν 
του ισούται µε το άθροισµα των εµβαδών των επιµέρους πολυγωνικών χωρίων. 
 
Αξίωµα 3ο  
Το εµβαδόν τετραγώνου πλευράς 1 είναι ίσο µε 1 
 
Το εµβαδόν κύκλου που δεν εµπίπτει στην προηγούµενη κατηγορία (ευθ. σχήµατα) 
ορίζεται µε την βοήθεια του ορίου ακολουθίας που δεν έχουν διδαχθεί οι µαθητές (το 
όριο ακολουθίας ανήκει όπως είπαµε στην ύλη της Γ΄ Λυκείου). 
Με την βοήθεια του ορίου ακολουθίας ορίζεται επίσης και το εµβαδόν κυκλικού τοµέα, 
ενώ για όλα τα υπόλοιπα καµπυλόγραµµα ή µικτρόγραµµα σχήµατα θεωρείται ως 
εµβαδόν η έκταση που καταλαµβάνει το σχήµα και για τον υπολογισµό του γίνεται 
χρήση του 2ου αξιώµατος χωρίς να αναφέρεται πουθενά ότι αυτό ισχύει και σ’ αυτές τις 
περιπτώσεις. Π.χ το εµβαδόν κυκλικού τµήµατος υπολογίζεται ως διαφορά του εµβαδού 
τριγώνου από το εµβαδόν του αντίστοιχου κυκλικού τοµέα χωρίς να οριστεί τι σηµαίνει 
κάτι τέτοιο, δηλ. πως ορίζεται το εµβαδόν κυκλικού τµήµατος. 
 
Μια παρανόηση που γίνεται κατά την µελέτη της θεωρίας είναι αυτή που θα 
αναπτύξουµε µε τη βοήθεια δύο παραδόξων. 
 
Παράδοξο 1 
Θεωρούµε το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχήµατος πλευράς 1. Παίρνουµε 
τα µέσα ∆, Ε, Ζ των πλευρών του ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ 
αντίστοιχα.  
Τότε ΑΒ ΑΓ 2+ =  και  

1 1 1 1ΒΖ Ζ∆ ∆Ε ΕΓ 2
2 2 2 2

+ + + = + + + =  

∆ηλαδή το µήκος της τεθλασµένης ΒΖ∆ΕΓ είναι ίσο 
µε το µήκος της τεθλασµένης ΒΑΓ. 
Παίρνουµε τώρα τα µέσα Η, Θ, Ι, Κ, Λ, Μ των Β∆, 
∆Ζ, ΖΒ, ∆Γ, ΓΕ, Ε∆ αντίστοιχα. Σύµφωνα µε τα 
παραπάνω, το µήκος της τεθλασµένης ΒΙΗΘ∆ είναι 
ίσο µε το µήκος της τεθλασµένης ΒΖ∆ και το µήκος 
της τεθλασµένης ∆ΜΚΛΓ είναι ίσο µε το µήκος της τεθλασµένης ∆ΕΓ. Έτσι το µήκος 
της τεθλασµένης ΒΙΗΘ∆ΜΚΛΓ είναι ίσο µε το µήκος της τεθλασµένης ΒΖ∆ΕΓ που 
είναι ίσο µε το µήκος της ΒΑΓ δηλαδή ίσο µε 2. 
Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι το µήκος οποιασδήποτε τεθλασµένης 
που δηµιουργείται µε τον παραπάνω τρόπο, δηλαδή παίρνοντας τα µέσα των πλευρών 
της προηγούµενης τεθλασµένης είναι πάντοτε ίσο µε 2. 
Όµως µετά από πάρα πολλές εφαρµογές της ίδιας διαδικασίας η τελευταία τεθλασµένη 
ταυτίζεται µε την πλευρά ΒΓ της οποίας το µήκος είναι ίσο µε 1 και όχι µε 2. 
 
 
 
 
 
 

ΓΒ

Α

∆

Ζ Ε

Η Κ

Μ ΛΘΙ
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Παράδοξο 2 
∆ίνεται ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ 2= . Παίρνουµε 
το µέσο Γ του τµήµατος ΑΒ και σχηµατίζουµε τα 
ηµικύκλια του σχήµατος. Παίρνουµε κατόπιν τα 
µέσα ∆ και Ε των ΑΓ και ΓΒ και σχηµατίζουµε τα 
ηµικύκλια του σχήµατος. Συνεχίζουµε την 
διαδικασία αυτή επ’ άπειρον. 
Παρατηρούµε ότι: 
Το µήκος του αρχικού ηµικυκλίου είναι ίσο µε 1L πR π= =  

Το άθροισµα των µηκών των δύο ηµικυκλίων µε διαµέτρους τις ΑΓ και ΓΒ είναι ίσο µε 
2

R
L 2 (π ) π

2
= ⋅ ⋅ =  

Το άθροισµα των µηκών των 4 ηµικυκλίων µε διαµέτρους τις Α∆, ∆Γ, ΓΕ, ΕΒ είναι 
πάλι ίσο µε 3

R
L 4 (π ) π

4
= ⋅ ⋅ =  

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι κάθε άθροισµα µηκών ηµικυκλίων που 
κατασκευάζονται µε τον παραπάνω τρόπο είναι πάντοτε ίσο µε π. 
Όµως η περίµετρος  των ηµικυκλίων αυτών όταν το πλήθος τους αυξάνει απεριόριστα 
τείνει να ταυτιστεί µε την διάµετρο ΑΒ 2= . Άρα π 2=  
 
Ποιο είναι το λάθος στους παραπάνω συλλογισµούς; 
 
Εξηγούµε το λάθος στο παράδοξο µε τα ηµικύκλια. Το ίδιο λάθος ισχύει και για το 1ο 
παράδοξο. 
Το λάθος λοιπόν είναι ότι ταυτίζουµε το µήκος των απείρων ηµικυκλίων µε το µήκος 
του ευθ. τµήµατος ΑΒ επειδή έτσι το βλέπει το µάτι µας. 
Το σκεπτικό είναι ότι επειδή η διαφορά µεταξύ των δύο µηκών διαµέτρου και 
ηµικυκλίου είναι πολύ µικρή όταν το πλήθος των ηµικυκλίων είναι πολύ µεγάλο, 
µπορούµε να ταυτίσουµε το µήκος των ηµικυκλίων µε το µήκος των διαµέτρων τους. 
Πράγµατι η διαφορά µεταξύ των δύο µηκών είναι πολύ µικρή όταν τα ηµικύκλια είναι 
πάρα πολλά, αλλά οι διαφορές αυτές είναι πάρα πολλές µε αποτέλεσµα το άθροισµά 
τους να µην είναι αµελητέο και να µην µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τείνει στο 0. 
Η παρανόηση αυτή γίνεται συνήθως σε προβλήµατα Φυσικής όπου γίνονται 
υπολογισµοί µε τη µε την παραδοχή ότι µπορούµε να παραλείψουµε άπειρο πλήθος 
προσθετέων όταν αυτοί είναι πάρα πολύ µικροί. 
Αν και ο συλλογισµός αυτός είναι εσφαλµένος, δεν οδηγεί σε λάθος αποτελέσµατα, 
επειδή όλοι οι νόµοι της Φυσικής εκφράζονται µε την βοήθεια συνεχών συναρτήσεων 
όπως εξηγούµε αµέσως: 
 
Έτσι για τον υπολογισµό έργου µεταβλητής 
δύναµης ακολουθείται η εξής διαδικασία:  
Σχεδιάζουµε την γραφική παράσταση της 
µεταβλητής δύναµης F F(s)= σε ένα 
σύστηµα ορθογωνίων αξόνων.  
∆ιαιρούµε το διάστηµα από α έως β σε πάρα 
πολλά µικρά ίσα τµήµατα µε τα σηµεία 

0 1 2 να s s s ... s β= < < < < =  πλάτους ∆s. Σε 

Α ΒΓ∆ Ε
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καθένα από αυτά η δύναµη µπορεί να θεωρηθεί σταθερή και ίση µε την τιµή της στο 
δεξιό άκρο του διαστήµατος. 
Το συνολικό έργο της δύναµης είναι λοιπόν ίσο µε το άθροισµα των έργων σε καθένα 
από τα διαστήµατα 0 1 1 2 ν 1 ν[s ,s ], [s ,s ], ...,[s ,s ]

−
, δηλαδή το συνολικό έργο είναι ίσο µε 

1 2 νW W W ... W= + + + = 1 2 νF(s ) ∆s F(s ) ∆s ... F(s )∆s⋅ + ⋅ + + ⋅ = 1 2 νE E ... E+ + +  

όπου 1 2 νE ,E ,...,E τα εµβαδά των ορθογωνίων του σχήµατος. 
Και ακολουθεί το λάθος στον συλλογισµό:  
Όταν τα ορθογώνια είναι πάρα πολλά, το άθροισµα των εµβαδών τους είναι ίσο µε το 
εµβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της F, τον άξονα 
των s και τις κατακόρυφες στα σηµεία α και β. 
Το λάθος στον συλλογισµό είναι ότι οι διαφορές των εµβαδών των ορθογωνίων και τον 
αντίστοιχων µικτόγραµµων χωρίων είναι µεν πολύ µικρές, είναι όµως πάρα πολλές και 
δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι ότι µε άπειρο πλήθος διαιρέσων µπορούµε να 
ταυτίσουµε το εµβαδόν Ε του µικτόγραµµου χωρίου µε το άθροισµα των εµβαδών των 
ορθογωνίων. 
Την βεβαιότητα για την παραδοχή αυτή εξασφαλίζει η θεωρία των ολοκληρωµάτων η 
οποία µε απλά λόγια λέει ότι αν η συνάρτηση F είναι συνεχής, τότε η παραπάνω 
παραδοχή είναι σωστή. 
Αυτό που συµβαίνει στην Φυσική είναι ότι όλες οι συναρτήσεις που εκφράζουν φυσικά 
φαινόµενα είναι συνεχείς ακόµη και όταν οι αισθήσεις µας δεν το αντιλαµβάνονται. 
Έτσι π.χ κατά το κλείσιµο ενός διακόπτη ηλεκτρικού ρεύµατος, η λάµπα ανάβει 
αµέσως, δηλαδή η ένταση του ρεύµατος που διαρρέει την λάµπα αυξάνεται ακαριαία 
από 0 ως 0,5 A. 
Αυτό αντιλαµβάνεται το µάτι µας, όµως τα πράγµατα δεν είναι ακριβώς έτσι. Η ένταση 
του ρεύµατος αυξάνεται σταδιακά από 0 ως 0,5 A παίρνοντας όλες τις ενδιάµεσες τιµές. 
∆ηλαδή η συνάρτηση που δίνει την ένταση του ρεύµατος ως συνάρτηση του χρόνου 
είναι µια συνεχής συνάρτηση. Αυτό εξασφαλίζει την ορθότητας της παραδοχής και όχι 
αυτό που αντιλαµβανόµαστε µε τις αισθήσεις µας. 
 
Τα παράδοξα αυτά δεν είναι τα µοναδικά. Οι αισθήσεις πολλές φορές λειτουργούν 
διαφορετικά από την θεωρία. ∆είτε και το παρακάτω παράδειγµα.  
 
 
Έστω η συνάρτηση  
 

2 1
x ηµ αν x 0

f (x) x
0 αν x 0

 ≠=  =
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Αποδεικνύεται ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 0 µε f (0) 0′ = . Εποµένως το γράφηµά 
της δέχεται στο σηµείο 0 εφαπτοµένη µε εξίσωση y 0= , δηλαδή τον άξονα των x. Το 
γράφηµά της όµως είναι αυτό του παραπάνω σχήµατος και διαισθητικά ο άξονας των x 
δεν εφάπτεται µε την fc .  

Με τα παραπάνω παραδείγµατα θέλουµε να δείξουµε ότι οι µαθηµατικές θεωρίες δεν 
µπορούν να βασίζονται στις αισθήσεις µας, αλλά στους ορισµούς, στα αξιώµατα και 
στα θεωρήµατα που έχουν ήδη αποδειχθεί. 
 
Σε ότι αφορά τώρα το εµβαδόν,  στο βιβλίο της Γ΄ Λυκείου. 
Η  έννοια του εµβαδού µικτόγραµµου χωρίου θεωρείται γνωστή και µε αυτή τη βάση 
υπολογίζεται το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την παραβολή 2y x= , τον 
άξονα των x και την ευθεία x 1= . 
Ενώ λοιπόν η έννοια του εµβαδού ενός τέτοιου (µικτόγραµµου χωρίου) θεωρήθηκε 
γνωστή και έγινε ο υπολογισµός του, ο ορισµός του εµβαδού χωρίου που περικλείεται 
από την γραφική παράσταση µιας συνεχούς συνάρτησης f µε f (x) 0≥  για κάθε 
x [α,β]∈ , τον άξονα των x και τις κατακόρυφες ευθείες x α= και x β=  δίνεται  2 
σελίδες παρακάτω. 

Το εµβαδόν ενός τέτοιου σχήµατος ορίζεται ως το  
β

α
f (x)dx∫  

Ένα ερώτηµα που δηµιουργείται άµεσα, είναι το πως γίνεται ο υπολογισµός εµβαδού 
που δεν έχει οριστεί.  
∆ηλαδή χρησιµοποιήθηκε εδώ η έννοια του εµβαδού του παραπάνω χωρίου για να 
δοθεί ο ορισµός του εµβαδού. 
 
3) Εκτός από τον ορισµό χωρίου  που 
περικλείεται από τις γραµµές που 
αναφέραµε δεν δίνεται άλλος ορισµός για 
το εµβαδόν χωρίου. Έτσι ουσιαστικά δεν 
έχει οριστεί το εµβαδόν χωρίου που 
περιέχεται µεταξύ των γραφικών 
παραστάσεων δύο συναρτήσεων και δύο 
κατακορύφων. Παρόλο αυτό όµως ένα 
τέτοιο εµβαδόν υπολογίζεται ως διαφορά 
δύο εµβαδών του προηγούµενου τύπου. 
∆ηλ. 
εµβ(ΑΒΓ∆) εµβ(ΚΛΓ∆) εµβ(ΚΛΒΑ)= −  
Εδώ δηλαδή θεωρείται ότι το 2ο αξίωµα των εµβαδών ισχύει και στην περίπτωση που 
ένα σχήµα δεν είναι ευθύγραµµο και οι γραµµές που το χωρίζουν σε διάφορα χωρία δεν 
είναι απαραιτήτως ευθ. τµήµατα. 
 
4) Για τα ευθ. σχήµατα έχει δοθεί ορισµός για 
το εµβαδόν τους, εποµένως ο ορισµός του 
εµβαδού δεν µπορεί να περιλαµβάνει και την 
περίπτωση που η γραφική παράσταση της f 
είναι ευθεία. Ή, το λιγότερο, πρέπει να 
αποδειχθεί ότι ο νέος ορισµός µε την βοήθεια 
ολοκληρώµατος είναι ισοδύναµος µε τον 
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γνωστό ορισµό στην περίπτωση που η fc είναι ευθεία ή τεθλασµένη.  

Η µη ύπαρξη καµιάς σχετικής αναφοράς δηµιουργεί το ερώτηµα αν µπορεί το εµβαδόν 
π.χ του τριγώνου που σχηµατίζεται από την ευθεία y x= , τον άξονα των x και την 
ευθεία x α=  , δηλαδή το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ του διπλανού σχήµατος µπορεί 
να υπολογιστεί µε τον τύπο 

α

0

Ε xdx= ∫ .  

Η απάντηση φυσικά είναι ναι, αλλά αυτό δεν προκύπτει από πουθενά. 
 
5) Μια έκφραση που πρέπει να αποσαφηνιστεί είναι η εξής: «εµβαδόν που περικλείεται 
από 3 ή περισσότερες γραµµές». Με την έκφραση αυτή εννοούµε ότι το εµβαδόν πρέπει 
να περικλείεται ταυτόχρονα µεταξύ όλων των γραµµών ή αρκεί να περικλείεται και από 
µερικές µόνο από αυτές;  
∆ηλαδή όταν λέµε εµβαδόν χωρίου 
που περικλείεται από τις fc , gc και 
την ευθεία x α= , θα εννοούµε το 
εµβαδόν 1Ε  ή το άθροισµα 

1 2Ε Ε+ του διπλανού σχήµατος; 
Το σύνηθες είναι να εννοούµε όλα 
τα εµβαδά είτε περιέχονται µεταξύ 
όλων των γραµµών είτε µόνο από 
µερικές από αυτές. Αυτό όµως δεν 
τηρείται πάντοτε. 
∆είχνουµε την ασάφεια αυτή µε το παρακάτω  
 
Παράδειγµα 
Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση 
της 3f (x) x= , της εφαπτοµένης της στο σηµείο 0x 1=  και τον άξονα των x. 
 
Το σχήµα που αποδίδει τα παραπάνω είναι το 
διπλανό.  
Η εφαπτοµένη στο A(1,1)της fc έχει εξίσωση 

y 3x 2= − και τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο 
2Γ( ,0)
3

. Το εµβαδόν που ζητούµε είναι το 

γραµµοσκιασµένο µέρος του επιπέδου.  
Φέρνουµε από το Α την Α∆ x 'x⊥ . Το 
ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε 1 2E E−  όπου   

1E το εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου ΟΑ∆ 

και 2E το εµβαδόν του ευθ. τριγώνου ΑΓ∆. 

Είναι :  
11 1 4

3
1

0 0 0

x 1
E f (x)dx x dx

4 4

 = = = =  ∫ ∫  και  

2

1 1 1 1Ε (Γ∆) (∆Α) 1
2 2 3 6

= ⋅ = ⋅ ⋅ =  
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Σελ. 14 

Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι 1 1 1Ε τ.µ
4 6 12

= − =  

 
∆ΙΕΥΚΡΙΝΙΣΗ: 
Το τ.µ ως µονάδα εµβαδού ∆ΕΝ σηµαίνει τετραγωνικό µέτρο. Το τ.µ σηµαίνει 
τετραγωνικές µονάδες όπου µονάδα είναι η µονάδα µήκους των αξόνων (στα 
µαθηµατικά χρησιµοποιούµε ορθοκανονικά συστήµατα συντεταγµένων, δηλαδή 
ορθογώνια συστήµατα µε ίσες µονάδες µέτρησης στους δύο άξονες). 
Αν η µονάδα µέτρησης των αξόνων είναι το cm τότε το τ.µ σηµαίνει 2cm . 
Αν µονάδα µέτρησης είναι η in (ίντσα), τότε το τ.µ σηµαίνει τετρ. ίντσες. 
 
Όµως µπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι 
µεταξύ των γραµµών αυτών περιέχεται και 
άλλο τµήµα του επιπέδου. 
Βρίσκουµε τα κοινά σηµεία της fc και της 
εφαπτοµένης της στο Α. Λύνουµε το 
σύστηµα των εξισώσεών τους.  

3

y 3x 2

y x

= − =  

Τα κοινά σηµεία είναι δύο. Το Α(1,1)και το 
Β( 2, 8)− − . 
Το ζητούµενο εµβαδόν είναι τώρα αυτό του 
διπλανού σχήµατος και είναι ίσο µε 

1

2

Ε [f(x) (3x 2)]dx
−

= − − =∫ 1
3

2

(x 3x 2)dx
−

− + =∫
14 2

2

x 3x 27
2x τ.µ

4 2 4
−

 − + =    

 
 


