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Σελ. 1 

 
 
 
 
 
 
 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ. 

 Η  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
x

α

f (t)dt∫  

Νικ. Ιωσηφίδης, Μαθηµατικός – Φροντιστής, ΒΕΡΟΙΑ 
 

e-mail: iossifid@yahoo.gr 
 
Μια µεγάλη κατηγορία ασκήσεων είναι η απόδειξη ανισοτήτων µε ολοκληρώµατα. 
Οι ανισότητες στα ολοκληρώµατα είναι από τα αγαπηµένα θέµατα των Πανελλαδικών, 
αλλά γενικότερα οι ανισότητες είναι συχνά θέµατα όλων των εξετάσεων υψηλού 
επιπέδου (Εθνικοί διαγωνισµοί, Βαλκανιάδες, Ολυµπιάδες). 
∆ίνουµε παρακάτω τα σηµαντικότερα θεωρήµατα στα οποία βασίζεται η απόδειξη 
τέτοιων ασκήσεων. 
 
Θεώρηµα 1ο  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  και f (x) 0≥  x [α,β]∀ ∈ , τότε 
β

α
f (x)dx 0≥∫          (1) 

Η απόδειξη της πρότασης προκύπτει άµεσα από τον ορισµό του ορισµένου 
ολοκληρώµατος, αφού δηλαδή ένα άθροισµα Riemman  νR  είναι 0≥ , θα είναι και 

νlim R 0≥ ⇒
β

α
f (x)dx 0≥∫  

Από τον ίδιο ορισµό προκύπτει ότι αν f (x) 0>  x [α,β]∀ ∈ , τότε 
β

α
f (x)dx 0>∫  

Αποδεικνύεται ότι: 
 
Το = στην (1) ισχύει µόνον όταν f (x) 0=  x [α,β]∀ ∈  

∆ηλαδή αν υπάρχει έστω και ένα 0x [α,β]∈  µε 0f (x ) 0>  τότε 
β

α
f (x)dx 0>∫  

Απόδειξη 
Αν το σηµείο 0x είναι εσωτερικό του διαστήµατος [ ]α,β , τότε λόγω της συνέχειας της f 
υπάρχει διάστηµα ∆ [γ,δ] [α,β]= ⊆ που περιέχει το 0x τέτοιο ώστε 

0f (x ) 0 x [γ,δ]> ∀ ∈   

Είναι τώρα 
β γ βδ

α α γ δ
f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx= + +∫ ∫ ∫ ∫     (2) 
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Σελ. 2 

Επειδή f (x) 0≥  στα διαστήµατα [α,γ]  και [δ,β]  θα είναι 
γ

α
f (x)dx 0≥∫  και 

β

δ
f (x)dx 0≥∫ ,ενώ 

δ

γ
f (x)dx 0>∫  αφού στο [γ,δ]  είναι f (x) 0> ,  

Εποµένως από την (2) προκύπτει 
β

α
f (x)dx 0>∫  

Αν 0x α=  τότε υπάρχει πάλι διάστηµα ∆ [α,δ] [α,β]= ⊆  τέτοιο ώστε f (x) 0>  

x ∆∀ ∈ . 

Είναι πάλι 
β βδ

α α δ
f (x)dx f (x)dx f (x)dx 0= + >∫ ∫ ∫  

Όµοια η απόδειξη αν 0x β=   

 
ΕΠΙΣΗΜΑΝΕΙΣ 
1) Αν α β>  (οπότε το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι το [β,α] , η ανισότητα ισχύει µε 
την αντίθετη φορά, δηλαδή αν f (x) 0 x [β,α]≥ ∀ ∈ , τότε 

β

α
f (x)dx 0≤∫  

2) Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει. 
Αν δηλαδή 

β

α
f (x)dx 0≥∫  δεν ισχύει 

υποχρεωτικά ότι f (x) 0 x [α,β]≥ ∀ ∈  
Η απόδειξη µπορεί να γίνει µε ένα 
αντιπαράδειγµα, είναι εύκολο όµως να το 
ερµηνεύσουµε και γεωµετρικά. 
Στο διπλανό σχήµα είναι 
β

1 2 3

α
f (x)dx E E E 0= − + >∫  όπου 1 2 3Ε ,Ε ,Ε  τα 

εµβαδά του σχήµατος, όµως είναι f (x) 0 x (γ,δ)< ∀ ∈ . 
 
Το θεώρηµα αυτό υπάρχει στο σχολικό βιβλίο και µπορεί να χρησιµοποιηθεί χωρίς 
απόδειξη.  
Τα πορίσµατα και τα θεωρήµατα που ακολουθούν δεν υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο 
(κάποια υπάρχουν ως ασκήσεις) και πρέπει να αποδεικνύονται από τους µαθητές που 
θα κάνουν χρήση τους. Η απόδειξη θα γίνεται µέσα στην απόδειξη της άσκησης ως 
µέρος αυτής. ∆ιατυπώνουµε τα πορίσµατα και τα θεωρήµατα αυτά και δίνουµε τις 
αποδείξεις τους. 
 
Πορίσµατα 

1) Αν f συνεχής στο [α,β] , τότε 
β

2

α
f (x)dx 0≥∫  και 

β

α
f (x) dx 0≥∫ . 

Το ίσον και στις δύο περιπτώσεις ισχύει όταν f (x) 0 x [α,β]= ∀ ∈  
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Σελ. 3 

2) Αν f συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα ∆, α,β ∆∈ ,  f (x) 0 x ∆≥ ∀ ∈ , υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 0x ∆∈  µε 0f (x ) 0>  και 
β

α
f (x)dx 0=∫ , τότε α β=  

3) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  και f (x) 0≤  x [α,β]∀ ∈ , τότε 
β

α
f (x)dx 0≤∫  

Το = ισχύει µόνον όταν f (x) 0=  x [α,β]∀ ∈  
 
Απόδειξη 
Αφού f (x) 0≤ x [α,β]∀ ∈ ⇒ f (x) 0− ≥ x [α,β]∀ ∈ , άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα θα 

είναι και 
β

α
f (x)dx 0− ≥ ⇒∫ β

α
f (x)dx 0≤∫  

Το ίσον ισχύει όταν f (x) 0 x [α,β]− = ∀ ∈  ή ισοδύναµα f (x) 0 x [α,β]= ∀ ∈  
 
4) Αν οι συναρτήσεις f και g  είναι συνεχείς στο διάστηµα [α,β]  και ισχύει 
f (x) g(x)≥  x [α,β]∀ ∈ , τότε 

β β

α α
f (x)dx g(x)dx≥∫ ∫ .  

Το ίσον ισχύει όταν f (x) g(x) x [α,β]= ∀ ∈  
 
Απόδειξη 
f (x) g(x)≥ x [α,β]∀ ∈ ⇒ f (x) g(x) 0 x [α,β]− ≥ ∀ ∈   
Σύµφωνα εποµένως µε το 1ο θεώρηµα θα είναι: 
β

α
[f (x) g(x)]dx 0− ≥ ⇒∫ β β

α α
f (x)dx g(x)dx 0− ≥ ⇒∫ ∫ β β

α α
f (x)dx g(x)dx≥∫ ∫  

Το = ισχύει όταν f (x) g(x) 0 x [α,β]− = ∀ ∈ ⇔ f (x) g(x) x [α,β]= ∀ ∈  
 
∆ηλαδή µε τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος µπορούµε να ολοκληρώσουµε µια 
ανισότητα.  
Με την  ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται η πλειονότητα των ανισοτικών σχέσεων 
µεταξύ ολοκληρωµάτων. 
 
Ειδική περίπτωση αυτής της ιδιότητας είναι η επόµενη 
 
5) Αν f συνεχής συνάρτηση στο [α,β]  και ισχύει m f(x) M x [ α,β]≤ ≤ ∀ ∈ , τότε 

β

α
m(β α) f (x)dx M( β α)− ≤ ≤ −∫  

Απόδειξη 
Ολοκληρώνοντας την σχέση 

m f (x) M x [α,β]≤ ≤ ∀ ∈ ⇒
β β β

α α α
mdx f (x)dx Μdx≤ ≤ ⇒∫ ∫ ∫

β

α
m(β α) f (x)dx M(β α)− ≤ ≤ −∫ Το ίσον ισχύει όταν f (x) m Μ x [α,β]= = ∀ ∈  
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Σελ. 4 

ΕΠΙΣΗΜΑΝΣΗ 
Τα αντίστροφα των παραπάνω πορισµάτων 3, 4, 5 δεν ισχύουν. 
Π.χ  (Πόρισµα 4):  
Αν οι συναρτήσεις f και g  είναι συνεχείς στο διάστηµα [α,β]  και ισχύει 
β β

α α
f (x)dx g(x)dx≥∫ ∫  δεν προκύπτει ότι f (x) g(x)≥  x [α,β]∀ ∈ . 

 
Τα παραδείγµατα που ακολουθούν είναι απλά επειδή θέλουµε να δείξουµε µόνο την 
εφαρµογή των θεωρηµάτων. 
 
Παραδείγµατα 

1) Να αποδειχθεί ότι 2
1

x

0

4
e dx e

3
< <∫  

Απόδειξη 

Η συνάρτηση 
2xf (x) e= ως συνεχής στο � έχει αρχική F στο � , άρα και στο [0,1] . 

Όµως αυτή δεν µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των στοιχειωδών συναρτήσεων και το 

ολοκλήρωµα 
2

1
x

0

e dx∫  δεν µπορεί να υπολογιστεί ως F(1) F(0)− 1. 

Για την απόδειξη της άσκησης αυτής θα ολοκληρώσουµε κατάλληλη ανισότητα. 
 
Η πρώτη σκέψη είναι να ολοκληρώσουµε την ανισότητα m f (x) M≤ ≤  όπου m και Μ 
η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή της f στο [0,1] . 

Για κάθε x [0,1] 0 x 1∈ ⇒ ≤ ≤ ⇒
22 x0 x 1 1 e e≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒   

2
1 1 1

x

0 0 0

1dx e dx edx< <∫ ∫ ∫   

Το = δεν ισχύει µετά την ολοκλήρωση διότι δεν ισχύει καµιά από τις ισότητες  
2 2x xe 1 ή e e= =  για κάθε x [0,1]∈  

Άρα 
2

1
x

0

1 e dx e< <∫  

Το ένα σκέλος της ζητούµενης ανισότητας έχει αποδειχθεί , όχι όµως και το άλλο. 

Η ανισότητα 
2

1
x

0

e dx 1>∫  είναι µεν σωστή, αλλά δεν αποδεικνύει το ζητούµενο.  

Χρειάζεται να ολοκληρώσουµε µια ανισότητα της µορφής 2xe g(x)≥ όπου η συνάρτηση 
g(x)δεν είναι η σταθερή συνάρτηση 1, αλλά παίρνει και τιµές µεγαλύτερες του 1 στο 

διάστηµα [0,1] . Μια τέτοια συνάρτηση είναι η 21 x+ , δηλαδή ισχύει 2x 2e 1 x≥ +   

(προκύπτει από την γνωστή ανισότητα xe 1 x≥ +  αν θέσουµε όπου x το 2x ). 

                                                        
1 Άλλωστε, αν µπορούσαµε να υπολογίσουµε εύκολα το ολοκλήρωµα αυτό, δεν θα ζητούνταν µια 
ανισοτική σχέση, αλλά µια ισότητα. Το ότι ζητείται ανισότητα και όχι ισότητα, σηµαίνει ότι ή το 
ολοκλήρωµα δεν υπολογίζεται ή υπολογίζεται πολύ δύσκολα. 
Αντίστοιχα µε την έκφραση “αποδείξτε ότι υπάρχει ξ τέτοιο ώστε…”, το σχεδόν βέβαιο είναι ότι ο ξ δεν 
µπορεί να υπολογιστεί. Αν µπορούσε να υπολογιστεί εύκολα θα µας ζητούσαν να βρούµε ποιο είναι το ξ 
µε την δοσµένη ιδιότητα 
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Σελ. 5 

Η ολοκλήρωση της σχέσης 2x 2e 1 x≥ +  από 0 ως 1 δεν είναι σίγουρο ότι θα δώσει την 
ζητούµενη σχέση, αλλά σίγουρα θα δώσει µια πιο ενισχυµένη ανισότητα από την 

2
1

x

0

e dx 1>∫ . ∆οκιµάζουµε λοιπόν αυτήν την ολοκλήρωση, δηλ. 
2x 2e 1 x≥ + ⇒  

2
1 1

x 2

0 0

e dx (1 x )dx≥ + =∫ ∫
13

0

x 4
x

3 3

 + =    και αποδείχθηκε και το άλλο σκέλος της 
ανισότητας. 
 
Τονίζουµε ότι δεν υπάρχει τρόπος για να καταλάβουµε ποια ανισότητα πρέπει να 
ολοκληρώσουµε για να φτάσουµε στη ζητούµενη σχέση. Υπάρχουν και πιο ενισχυµένες 
ανισότητες που αν τις ολοκληρώσουµε θα βρούµε πιο στενά όρια για το ολοκλήρωµα. 

Μπορούµε π.χ να αποδείξουµε ότι  (βλέπε επόµενο παράδειγµα) 
2

x x
e 1 x

2
≥ + + , 

x 0∀ ≥ , άρα  και 2
4

x 2 x
e 1 x x

2
≥ + + ∀ ∈�  . Εποµένως 

2
1 1 4

x 2

0 0

x
e dx 1 x dx

2

 ≥ + + =  ∫ ∫  
13 5

0

x x
x

3 10

 + + =    
1 1 43 40 4

1
3 10 30 30 3

+ + = > =  

 
Στο παράδειγµα αυτό αποδείξαµε µια αριθµητική ανισότητα. Αν η ολοκλήρωση γίνει 
σε διάστηµα που περιέχει την µεταβλητή στα όριά του, µπορεί να αποδειχθεί µια 
ανισότητα µεταξύ συναρτήσεων όπως δείχνουµε µε το επόµενο παράδειγµα. 
 

2) Να αποδειχθεί ότι για κάθε x 0≥  ισχύει 
2

x x
e 1 x

2
≥ + +  

Αν x 0=  η αποδεικτέα ισχύει προφανώς ως ισότητα 
Αν x 0> , τότε από την ανισότητα te 1 t≥ + µε ολοκλήρωση από 0 ως x βρίσκουµε:  
x x

t

0 0

e dt (1 t)dt> + =∫ ∫
x2

0

t
t

2

 + =  
2x

x
2

+ ⇒
2

x x
e 1 x

2
− > + ⇒

2
x x

e 1 x
2

> + +   

και η πρόταση αποδείχθηκε. 
 

3) Να αποδειχθεί ότι 
1

4 2
0

2xηµ3x
dx ln 2

x x 1
<

+ +∫  

Απόδειξη 
Το παραπάνω ολοκλήρωµα δεν µπορούµε να το υπολογίσουµε. Θα συγκρίνουµε την  

4 2

2xηµ3x
f (x)

x x 1
=
+ +

 µε άλλη συνάρτηση g(x) , τέτοια ώστε f (x) g(x)≤  και θα 

ολοκληρώσουµε την σχέση αυτή από 0 ως 1. 
∆εν υπάρχει τρόπος να καταλάβουµε ποια είναι η κατάλληλη συνάρτηση g που θα µας 
δώσει το όριο που θέλουµε, δηλ. το ln2. Μόνο η εµπειρία µπορεί να πιθανολογήσει την 
επιλογή της g. Ένα µόνο στοιχείο µπορεί να βοηθήσει λιγάκι, το γεγονός ότι στο 2ο 
µέλος υπάρχει το ln2 που είναι πιθανό να προέρχεται από την ολοκλήρωση της 

2

2x
h(x)

x 1
=

+
. 
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∆οκιµάζουµε λοιπόν την σύγκριση της f µε την h: 

ηµ3x 1 x [0,1]≤ ∀ ∈ ⇒
4 2 4 2 2

2xηµ3x 2x 2x
x [0,1]

x x 1 x x 1 x 1
≤ ≤ ∀ ∈

+ + + + +
 

Ολοκληρώνοντας την τελευταία από 0 ως 1 έχουµε: 
1 1

12
4 2 2 0

0 0

2xηµ3x 2x
dx dx ln(x 1) ln 2

x x 1 x 1
 < = + = + + +∫ ∫  

Το = δεν ισχύει κατά την ολοκλήρωση επειδή στις παραπάνω ανισοϊσότητες δεν ισχύει 
η ισότητα για κάθε x [0,1]∈ . 
 

4) Να αποδειχθεί ότι ( )
π

2
4

0

πηµx συνx dx 8
2

+ <∫  

Απόδειξη 

∆εν µπορούµε να υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα 

π

2

0

ηµxdx∫  και 
π

2

0

συνxdx∫  (οι 

αρχικές της δεν ηµx  µπορούν να εκφραστούν µε την βοήθεια των στοιχειωδών 
συναρτήσεων) 
Άλλωστε, αν µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα δεν θα µας ζητούνταν η 
απόδειξη µιας ανισότητας, αλλά µιας ισότητας. Βέβαια αυτό δεν σηµαίνει υποχρεωτικά 

ότι το ολοκλήρωµα 

π

2

0

ηµxdx∫ δεν µπορεί να υπολογιστεί, αλλά και αν µπορεί να 

υπολογιστεί, ο υπολογισµός δεν είναι εύκολος. 
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση f (x) ηµx συνx= +  

Θα αναζητήσουµε κατάλληλη συνάρτηση  g(x)  τέτοια ώστε f (x) g(x)≤ την οποία θα 

ολοκληρώσουµε στο 
π

[0, ]
2

.  

∆εν υπάρχει καµιά ένδειξη για το ποια µπορεί να είναι η g. 

Αν για κάποια συνάρτηση g ισχύει 
π

2
4

0

π
g(x)dx 8

2
≤∫ , τότε και για κάθε άλλη συνάρτηση  

h(x) g(x) x [0,1]≤ ∀ ∈  θα ισχύει επίσης 
π

2
4

0

π
h(x)dx 8

2
≤∫ , ενώ αν για την συνάρτηση g 

ισχύει 
π

2
4

0

π
g(x)dx 8

2
>∫ , τότε κάθε συνάρτηση κ µε κ(x) g(x) x [0,1]≥ ∀ ∈ δεν είναι 

κατάλληλη για την απόδειξη, διότι θα δώσει µια πιο “χαλαρή” ανισότητα. 
 
Μια κατάλληλη ίσως συνάρτηση είναι η σταθερή συνάρτηση g(x) M x [0,1]= ∀ ∈  

όπου Μ είναι η µέγιστη τιµή της f στο 
π

[0, ]
2

. 
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Τέτοια τιµή υπάρχει διότι η f είναι συνεχής στο 
π

[0, ]
2

. 

∆οκιµάζουµε λοιπόν µήπως η τιµή Μ έχει την ιδιότητα 

π

2
4

0

πΜdx 8
2
=∫ . 

Μπορούµε πράγµατι να αποδείξουµε2 ότι 4Μ 8=  κάτι που φαίνεται πολύ πιθανό να 

συµβαίνει όταν π
x

4
= , οπότε π π π

f ( ) ηµ συν
4 4 4
= + = 42

2 2 2 8
2
= =  

Πράγµατι είναι: 
συνx ηµx

f (x)
2 ηµx 2 συνx

′ = − =
3 3συν x ηµ x π

x (0, )
22 ηµxσυνx

− ∀ ∈  

Το πρόσηµο της f ′ είναι το ίδιο µε το πρόσηµο του 3 3συν x ηµ x−  που είναι πάλι το 

ίδιο µε το πρόσηµο του 3 3συν x ηµ x− που είναι πάλι το ίδιο µε το πρόσηµο του 
συνx ηµx συνx(1 εφx)− = −  που είναι πάλι το ίδιο µε το πρόσηµο του 1 εφx− . 
Το πρόσηµο της f ′  και η µονοτονία της f δίνονται από τον παρακάτω πίνακα. 
 

x 0                
π

4
               

π

2
 

f  ́ (x) + - 

f (x) ↗ ↘ 

  

Η f λοιπόν παρουσιάζει πράγµατι µέγιστο στο 
π

4
 ίσο µε 4π

f ( ) 8
4
=  

Άρα 

π π

2 2
4 4

0 0

π
f(x)dx 8dx 8

2
< =∫ ∫  

Μπορούµε να κάνουµε την άσκηση δυσκολότερη αν χρησιµοποιήσουµε τον τύπο 
β β

α α
f (x)dx f(α β x)dx= + −∫ ∫  (θα τον αποδείξουµε στην επόµενη ενότητα) 

Η άσκηση µπορεί να πάρει την παρακάτω µορφή: 
 

Να αποδειχθεί ότι 
π

2
4

0

πηµx dx 8
4
<∫  

                                                        
2 Μια πολύ γρήγορη απόδειξη µπορεί να γίνει αν στην ανισότητα των δυνάµεων 

4 4 4α β α β
2 2

+ +
≤

    
α,β∀ ∈ �  θέσουµε όπου α ηµx=  και β συνx=  
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Σελ. 8 

Για την απόδειξη αυτής της σχέσης παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο  

είναι 
π π

2 2

0 0

πηµx dx ηµ( x) dx
2

= − =∫ ∫
π

2

0

συνx dx∫  

Εποµένως η σχέση που αποδείξαµε  ( )
π

2
4

0

πηµx συνx dx 8
2

+ <∫  γράφεται 
π

2
4

0

π
2 ηµx dx 8

2
< ⇒∫

π

2
4

0

πηµx dx 8
4
<∫  

 
Θεώρηµα 2ο  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  και ισχύει m f(x) M x [ α,β]≤ ≤ ∀ ∈ , 

τότε 
β β

2

α α
f (x)dx (m M) f(x)dx mM( β α) 0− + + − ≤∫ ∫  

 
Απόδειξη 
Ισχύει f (x) m 0− ≥  και f (x) M 0 x [α,β]− ≤ ∀ ∈ , άρα 

[f(x) m] [f(x) M] 0− ⋅ − ≤ ⇒ 2f (x) (m M)f (x) mM 0− + + ≤  
Με ολοκλήρωση από α ως β της τελευταίας σχέσης προκύπτει η ζητούµενη. 
 
Η πρόταση αυτή χρησιµοποιείται συνήθως όταν µας δίνεται η τιµή ενός από τα δύο 

ολοκληρώµατα  
β

α
f (x)dx∫ , 

β
2

α
f (x)dx∫  και ζητείται µια ανισότητα για το άλλο 

ολοκλήρωµα όπως δείχνουµε στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
 
Παράδειγµα 

Για την συνεχή συνάρτηση f ισχύει 1 f (x) 3 x [1,2]− ≤ ≤ ∀ ∈  και 
2

1

f (x)dx 1=∫  

Να αποδειχθεί ότι 
2

2

1

f (x)dx 5≤∫  

Απόδειξη 
x [1,2]∀ ∈  είναι:  

f (x) 1 f (x) 1 0≥ − ⇒ + ≥  και  
f (x) 3 f (x) 3 0≤ ⇒ − ≤  
Με πολ/µό κατά µέλη βρίσκουµε 
(f (x) 1)(f (x) 3) 0+ − ≤ ⇒ 2f (x) 2 f(x) 3 0− − ≤ ⇒

2
2

1

(f (x) 2f (x) 3)dx 0− − ≤ ⇒∫
2 2 2

2

1 1 1

f (x)dx 2 f (x)dx 3 1dx 0− − ≤ ⇒∫ ∫ ∫ 2
2

1

f (x)dx 2 3 0− − ≤ ⇒∫ 2
2

1

f (x)dx 5≤∫  
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Σελ. 9 

Θεώρηµα 3ο: Ανισότητα Schwarz 
Η ανισότητα αυτή είναι αντίστοιχη της ανισότητας B.C.S (Bunyakovsky – Cauchy – 
Schwarz) της άλγεβρας σύµφωνα µε την οποία:  

1 2 ν 1 2 να ,α ,...,α ,β ,β ,...,β∀ ∈�  ισχύει: 
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 ν ν 1 2 ν 1 2 ν(α β α β ... α β ) (α α ... α )(β β ... β )+ + + ≤ + + + + + +  

Το ίσον ισχύει όταν υπάρχει λ∈� , τέτοιος ώστε: 1 1 2 2 ν να λβ ,α λβ ,...,α λβ= = = ή 

υπάρχει λ∈�  τέτοιος ώστε 1 1 2 2 ν νβ λα ,β λα ,...,β λα= = =  

 
Η ανισότητα Schwarz στα ολοκληρώµατα έχει ως εξής: 
 
Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [α,β]  τότε 

2β β β
2 2

α α α
f (x)g(x)dx f (x)dx g (x)dx

     ≤ ⋅               ∫ ∫ ∫     (1) 

Το ίσον ισχύει όταν υπάρχει λ∈� , τέτοιος ώστε f (x) λg(x) x [α,β]= ∀ ∈  ή 
g(x) 0 x [α,β]= ∀ ∈  
 
Απόδειξη 
Για την συνάρτηση h(x) f (x) λg(x)= −  ισχύει 2h (x) 0 x [α,β]≥ ∀ ∈ , άρα και 
β

2

α
h (x)dx 0≥ ⇒∫ ( )β

2 2 2

α
f (x) 2λf (x)g(x) λ g (x) dx 0− + ≥ ⇒∫

β β β
2 2 2

α α α
g (x)dx λ 2 f (x)g(x)dx λ f (x)dx 0

     − + ≥               ∫ ∫ ∫    (2) 

• Αν 
β

2

α
g (x)dx 0=∫  οπότε g(x) 0 x [α,β]= ∀ ∈  τότε η (1) ισχύει ως ισότητα. 

• Αν 
β

2

α
g (x)dx 0>∫ , το 1ο µέλος της (2) είναι τριώνυµο 2ου βαθµού ως προς λ και 

για να ισχύει η (2) λ∀ ∈�  πρέπει και αρκεί η διακρίνουσα του τριωνύµου να 
είναι 0≤ , δηλαδή 

2β β β
2 2

α α α
4 f (x)g(x)dx 4 g (x)dx f (x)dx 0
    − ≤ ⇒            ∫ ∫ ∫

2β β β
2 2

α α α
f (x)g(x)dx g (x)dx f (x)dx

     ≤               ∫ ∫ ∫  

Το ίσον ισχύει όταν g(x) 0 x [α,β]= ∀ ∈ ή h(x) f (x) λg(x) 0 x [α,β]= − = ∀ ∈ , δηλαδή 
f (x) λg(x) x [α,β]= ∀ ∈  

Η παραπάνω ανισότητα είναι ιδιαίτερα χρήσιµη σε περιπτώσεις όπου τα προηγούµενα 
ανισοτικά θεωρήµατα δίνουν ευρύτερα όρια από αυτά που ζητά η άσκηση για µια 
ανισότητα όπως δείχνουµε στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
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Σελ. 10 

Παράδειγµα  

Να αποδειχθεί ότι: 
1

2
0

1 3
dx

x 1 4
>

+∫  

Απόδειξη  

Η συνάρτηση 
2

1
u(x)

x 1
=
+

 είναι συνεχής και γν. φθίνουσα στο διάστηµα [0,1] , άρα η 

ελάχιστη τιµή της είναι η 
1

u(1)
2
= , ισχύει δηλαδή 

1
u(x) x [0,1]

2
≥ ∀ ∈  

Εποµένως και 
1 1

0 0

1 1
u(x)dx dx

2 2
≥ =∫ ∫  

Η ανισότητα αυτή είναι σωστή, αλλά δεν αποδεικνύει το ζητούµενο. Χρειαζόµαστε µια 
πιο ενισχυµένη ανισότητα.  
Θα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα του Schwarz  

2β β β
2 2

α α α
f (x)g(x)dx f (x)dx g (x)dx

     ≤ ⋅               ∫ ∫ ∫      (1) 

για τις συναρτήσεις 
2

1
f (x)

x 1
=

+
 και 2g(x) x 1= +  στο διάστηµα [α,β] [0,1]=  

Είναι:  
• 

1 1

0 0

f (x)g(x)dx 1dx 1= =∫ ∫  

• 
1 1

2
2

0 0

1
f (x)dx dx

x 1
=

+∫ ∫  

• 
1 1

2 2

0 0

g (x)dx (x 1)dx= + =∫ ∫
13

0

x 4
x

3 3

 + =    

Η (1) γίνεται: 
1

2
0

1 4
1 dx

x 1 3

 < ⋅ ⇒ + ∫ 1

2
0

1 3
dx

x 1 4
>

+∫  

Το = δεν ισχύει επειδή δεν υπάρχει λ∈�ώστε να ισχύει f (x) λg(x) x [0,1]= ∀ ∈  

Πράγµατι, για x 0= προκύπτει λ 1= , ενώ για x 1=  προκύπτει 1λ
2
=  

 
Παρατήρηση 

Η ανισότητα που αποδείξαµε είναι πολύ ισχυρή, δηλαδή η τιµή 
3

0,75
4
=  είναι πολύ 

κοντά στην ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος  που είναι ίση µε π 0,785
4
�

3 

 
 

                                                        

3 Ισχύει 
1

1

02

0

1 π π π 3
dx [τοξεφx] τοξεφ τοξεφ0 0

x 1 4 4 4 4
= = − = − = >

+
∫  
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Σελ. 11 

Κυρτότητα και ανισότητες 
 
Όπως είπαµε, η πλειονότητα των ανισοτήτων στα ολοκληρώµατα στηρίζεται στην 
ολοκλήρωση αλγεβρικών ανισοτήτων που αποδεικνύονται µε διάφορους τρόπους.  
Πολλές ανισότητες αποδεικνύονται µε το θεώρηµα Μέσης Τιµής του διαφορικού 
λογισµού, άλλες µε την µονοτονία, άλλες µπορούν να αποδειχθούν µε την κυρτότητα 
(ανισότητα Jensen) κ.λ.π. 
Πολλές µπορούν να αποδειχθούν χωρίς τη χρήση θεωρηµάτων της Ανάλυσης.  
Π.χ αν στην γνωστή ανισότητα 2 2α β 2αβ+ ≥  θέσουµε όπου α και β δύο τυχαίες 
συναρτήσεις, έχουµε µια ανισότητα µεταξύ συναρτήσεων. 
Υπάρχει απειρία ανισοτήτων που µπορούν να αποδειχθούν µε διάφορες µεθόδους. 
Ολοκληρώνοντάς τες βρίσκουµε απειρία άλλων ανισοτήτων. 
 
Τέτοιο ήταν το παράδειγµα 2 στο οποίο ολοκληρώσαµε την γνωστή ανισότητα 

te 1 t≥ +  στο διάστηµα [0, x]  για να καταλήξουµε στην ανισότητα 
2

x x
e 1 x

2
≥ + +  

 
Μια κατηγορία ανισοτήτων στηρίζεται στην κυρτότητα. Το σχετικό θεώρηµα είναι το 
εξής (περιέχεται ως σχόλιο στο σχολικό βιβλίο στην ενότητα ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ- ΣΗΜΕΙΑ 
ΚΑΜΠΗΣ): 
 
Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή στο διάστηµα ∆ [α,β]=  και y λx µ= +  είναι η 
εφαπτοµένη της fc  στο τυχαίο σηµείο 0x ∆∈ , τότε f (x) λx µ x ∆≥ + ∀ ∈ . 

Το = ισχύει για 0x x=  
Η ανισότητα ισχύει µε την αντίθετη φορά όταν η  f είναι κοίλη στο ∆. 
 
Ολοκληρώνοντας την σχέση αυτή στο διάστηµα ∆ προκύπτει η ανισότητα  
β β

α α
f (x)dx (λx µ)dx> +∫ ∫  

 
Το = δεν ισχύει, αφού η f είναι κυρτή και δεν ισχύει f (x) λx µ x ∆= + ∀ ∈   
 
Γεωµετρικά, για συνάρτηση θετική στο [α,β] , η 
ανισότητα αυτή δηλώνει ότι το εµβαδόν του 
µικτογράµµου χωρίου ΑΒΓ∆ είναι µεγαλύτερο 
από το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΕΖ (βλ. 
διπλανό σχήµα).  
Στην ιδιότητα αυτή στηρίζονταν η λύση  στο 4ο 
θέµα των Πανελλαδικών του 2015, όπου µεταξύ 
άλλων ζητούνταν να αποδειχθεί ότι µια εξίσωση 
που περιείχε ολοκληρώµατα είχε µια τουλάχιστον 
ρίζα στο διάστηµα (2,3). Η λύση γίνονταν µε το θεώρηµα Bolzano, χρειάζονταν όµως 
ανισότητα για κάποιο ολοκλήρωµα η οποία αποδεικνύονταν µε την βοήθεια του 
παραπάνω θεωρήµατος, ολοκληρώνοντας δηλαδή µια σχέση της µορφής f (x) λx µ≥ +  
στο διάστηµα [2,3]. 
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Σελ. 12 

Λόγω της πολυπλοκότητας και των πολλών ερωτηµάτων του θέµατος αυτού δίνουµε 
ένα απλούστερο 
 
Παράδειγµα 

∆ίνεται η συνάρτηση 
xe

f (x)
x
= .  

α) Να βρεθεί η εφαπτοµένη της fc  στο σηµείο 0x 2= . 

β) Να αποδειχθεί ότι η f είναι κυρτή στο διάστηµα (0, )+∞  και ότι 
3 x

2

1

e
dx e

x
>∫  

 
Απόδειξη 

α) Είναι 
x x

2

xe e
f (x)

x

−′ = ⇒
2e

f (2)
4

′ =  

Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο 0x 2=  είναι: 
y f (2) f (2)(x 2)′− = − ⇔

2e
y x

4
=  

 

β) Είναι:  
2 x

3

(x 2x 2)e
f (x) 0 x (0, )

x

− +′′ = > ∀ ∈ +∞ , άρα η f είναι κυρτή στο (0, )+∞ , 

άρα και στο [1,3]  και εποµένως ισχύει 
2e

f (x) x x [1,3]
4

≥ ∀ ∈ . 

Ολοκληρώνοντας την τελευταία στο [1,3]  έχουµε: 
3 3x 2

1 1

e e
dx xdx

x 4
> =∫ ∫

332 2 2
2

11

e e x
xdx e

4 4 2

 
 = =
 
 

∫  

 
 

Μια χρήσιµη µέθοδος προσέγγισης της τιµής του 
β

α
f (x)dx∫  

Έστω ότι θέλουµε να αποδείξουµε µια 

ανισότητα της µορφής 
β

α
κ f (x)dx λ≤ ≤∫  

Έχουµε πει ότι αν για την συνάρτηση f ισχύει 
m f (x) M x [α,β]≤ ≤ ∀ ∈ , τότε ισχύει και 

β

α
m(β α) f (x)dx Μ(β α)− ≤ ≤ −∫      (1) 

Η πιο ενισχυµένη ανισότητα που µπορούµε να 
πάρουµε εφαρµόζοντας τη σχέση αυτή είναι να 
επιλέξουµε  
m min f στο [α,β]=  και  
Μ max f στο [α,β]=  
Οι τιµές αυτές υπάρχουν διότι η f είναι συνεχής στο [α,β]  



Νικ. Ιωσηφίδης: Ανισότητες στα ολοκληρώµατα. Συνάρτηση που ορίζεται από ολοκλήρωµα 
 

Σελ. 13 

Για συνάρτηση f µε f (x) 0 x [α,β]≥ ∀ ∈ , η παραπάνω σχέση σηµαίνει ότι το εµβαδόν 
του χωρίου που περικλείεται µεταξύ των f , x xc ′  και των κατακορύφων x α=  και 
x β= περιέχεται µεταξύ των εµβαδών των ορθογωνίων ΑΒΓ∆  και  ΑΒΕΖ, δηλαδή η 
σχέση (1) γράφεται  

β

α
εµβ(ΑΒΓ∆) f (x)dx εµβ(ΑΒΕΖ)≤≤ ∫            (2)  

(Σχεδιάσαµε µια γν. αύξουσα και θετική συνάρτηση για να γίνει πιο εύκολα κατανοητή 
η γεωµετρική ερµηνεία που αναπτύσσουµε). 
Τα όρια m(β α)− και M(β α)−  πολλές φορές δεν είναι τα καταλληλότερα, δηλαδή 
θέλουµε να περιορίσουµε το ολοκλήρωµα ανάµεσα σε πιο στενά όρια. 
Χωρίζουµε τότε το διάστηµα [α,β]  µε το 
τυχαίο σηµείο γ σε δύο διαστήµατα [α,γ]  και 
[γ,β]  και γράφουµε:  
β γ β

α α γ
f (x)dx f (x)dx f (x)dx= +∫ ∫ ∫  

Σε καθένα από τα διαστήµατα [α,γ]  και 
[γ,β]  εφαρµόζουµε την ανισότητα (2) 

γ

α

εµβ(ΑΜΗ∆) f (x)dx εµβ(ΑΜΘΛ)≤ ≤∫  

β

γ
εµβ(ΜΒΚΘ) f (x)dx εµβ(ΜΒΕΙ)≤ ≤∫  

Με πρόσθεση κατά µέλη των παραπάνω ανισοτήτων βρίσκουµε 
β

α
εµβ(ΑΜΗ∆) εµβ(ΜΒΚΘ) f (x)dx εµβ(ΑΜΘΛ) εµβ(ΜΒΕΙ)+ ≤ ≤ +∫  

Η τελευταία ανισότητα είναι πιο ισχυρή (δηλ. δίνει πιο στενά όρια) από την (2), αφού 
στο αριστερό µέλος της έχει προστεθεί το εµβαδόν του ορθογωνίου ΗΓΚΘ  ενώ από το 
δεξιό µέλος έχει αφαιρεθεί το εµβαδόν του ορθογωνίου ΛΘΙΖ. 
 
Τα σηµεία της διαίρεσης µπορεί  να είναι και περισσότερα και τότε η ανισότητα που 
προκύπτει µε τον παραπάνω τρόπο είναι γενικά  πιο ισχυρή.  
 
∆ηλαδή, έστω f µια αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και 

0 1 2 νD x α x x ... x β)(= = < < < < = µια διαµέριση του ∆ σε διαστήµατα ίσου πλάτους 
β α∆x ν
−

=  

Έστω  i i 1m f (x ), i 1,2,...,ν
−

= = οι ελάχιστες τιµές της f στα αντίστοιχα διαστήµατα 

 i iΜ f (x ), i 1,2,...,ν= =  οι µέγιστες τιµές της f στα αντίστοιχα διαστήµατα 

Εφαρµόζουµε την (1) σε καθένα από τα διαστήµατα i 1 ix , x ][
−
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Σελ. 14 

1

0

x

1 1

x α

β α β α
m f (x)dx Mν ν

=

− −
⋅ ≤ ≤ ⋅∫  

2

1

x

2 2

x

β α β α
m f (x)dx Mν ν

− −
⋅ ≤ ≤ ⋅∫  

………………………………… 
ν

ν 1

x β

ν ν
x

β α β α
m f (x)dx Mν ν

−

=− −
⋅ ≤ ≤ ⋅∫  

Με πρόσθεση κατά µέλη των παραπάνω ανισοτήτων βρίσκουµε 
 

0 1 ν 1

β α
f (x ) f (x ) f (x )ν −

− + + ⋅⋅ ⋅ + ≤  
β

α
f (x)dx ≤∫ 1 2 ν

β α
f (x ) f (x ) f (x )ν

− + + ⋅⋅ ⋅ +    (3) 

 
Αν η f είναι φθίνουσα στο ∆ η (3) ισχύει µε την αντίθετη φορά, δηλ.  
 

1 2 ν

β α
f (x ) f (x ) f (x )ν

− + + ⋅⋅ ⋅ + ≤  
β

α
f (x)dx ≤∫ 0 1 ν 1

β α
f (x ) f (x ) f (x )ν −

− + + ⋅⋅ ⋅ +   (4) 

 
Με την µέθοδο αυτή µπορούµε να προσεγγίσουµε οσοδήποτε την τιµή ενός 
ολοκληρώµατος, δηλαδή να περιορίσουµε το ολοκλήρωµα ανάµεσα σε οσοδήποτε 
στενά όρια. 
Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει και από τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος 
σαν το κοινό όριο των κατώτερων και ανώτερων αθροισµάτων της f στο διάστηµα ∆. 
 
Παραδείγµατα 

1) Να αποδειχθεί ότι 
3

2

1

x 3 dx 7 12+ < +∫  

Απόδειξη 

Η συνάρτηση 2f (x) x 3= +  είναι γν. αύξουσα στο [1,3]  µε µέγιστη τιµή την 

f (3) 12= , δηλαδή f (x) 12 x [1,3]≤ ∀ ∈ ⇒
3 3

2

1 1

x 3 dx 12 dx 2 12+ < =∫ ∫  

Όµως 7 12 2 12+ <  και η ανισότητα δεν αποδείχθηκε. 
 
∆ιαιρούµε το διάστηµα [ ]1,3 µε το σηµείο 2 σε δύο διαστήµατα και εφαρµόζουµε την 
προηγούµενη ανισότητα σε καθένα από τα διαστήµατα [1,2]και [2,3]. 

Στο διάστηµα [1,2]η µέγιστη τιµή της f είναι η f (2) 7=  και στο διάστηµα [2,3] η 

µέγιστη τιµή της f είναι η f (3) 12= . 

Είναι: 
2

2

1

x 3 dx 7 (2 1) 7+ < ⋅ − =∫  

και 
3

2

2

x 3 dx 12 (3 2) 12+ < ⋅ − =∫  



Νικ. Ιωσηφίδης: Ανισότητες στα ολοκληρώµατα. Συνάρτηση που ορίζεται από ολοκλήρωµα 
 

Σελ. 15 

Με πρόσθεση κατά µέλη βρίσκουµε 
3

2

1

x 3 dx 7 12+ < +∫  και η ανισότητα 

αποδείχθηκε. 
 

2) Να αποδειχθεί ότι   
π

π

6

13 3 3 ηµx 14 3 3
dx

30 8 x 15 8
+ < < +∫  

Απόδειξη 

Βρίσκουµε την µονοτονία της ηµx
f (x)

x
=  στο 

π∆ ,π]
6

[=  

2

xσυνx ηµx
f (x)

x

−′ =          

Θέτουµε g(x) xσυνx ηµx, x [0,π]= − ∈  
g (x) συνx xηµx συνx xηµx 0 x (0,π)′ = − − = − < ∀ ∈  άρα η g είναι γν. φθίνουσα στο 

[0,π] , εποµένως g(x) g(0) 0 x (0,π)< = ∀ ∈ , εποµένως  και π
x ( ,π)

6
∀ ∈  

Άρα είναι και  π
f (x) 0 x ( ,π)

6
′ < ∀ ∈  και η f είναι γν. φθίνουσα στο 

π
,π]

6
[  

∆ιαιρούµε το διάστηµα 
π∆ [ , π]
6

=  σε 5 ίσα διαστήµατα  
π 2π

, ] ,
6 6

[  
2π 3π

, ] ,
6 6

[  

3π 4π
, ] ,

6 6
[  

4π 5π
, ] ,

6 6
[ 5π

,π]
6

[  και εφαρµόζουµε την σχέση (4) της µεθόδου που 

αναπτύξαµε. 
 
Θα έχουµε: 
 
π 2π 3π 4π 5π

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( π)
6 6 6 6 6
 + + + + ≤  

π

π

6

ηµx
dx

x
≤∫

π π 2π 3π 4π 5π
f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

6 6 6 6 6 6
 + + + +    

 
Αντικαθιστώντας τις τιµές της f βρίσκουµε τελικά 
 

π

π

6

13 3 3 ηµx 14 3 3
dx

30 8 x 15 8
+ < < +∫  

Ή προσεγγιστικά 
π

π

6

ηµx
1,083 dx 1,583

x
< <∫  

Σηµείωση: Η τιµή του ολοκληρώµατος είναι 1,336 
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Σελ. 16 

Η συνάρτηση 
x

α

G(x) f (t)dt= ∫  

Το ορισµένο ολοκλήρωµα 
β

α
f (t)dt∫  ορίστηκε στο σχολικό βιβλίο στην περίπτωση που η 

συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τα α και β.  

Στην περίπτωση α β= ορίστηκε 
β

α
f (t)dt 0=∫  

Το ολοκλήρωµα 
β

α
f (t)dt∫ είναι ένας πραγµατικός αριθµός που εξαρτάται από τη 

συνάρτηση f και τα άκρα α και β του διαστήµατος. 
Αν εποµένως διατηρήσουµε το άκρο α σταθερό ενώ το άκρο β παίρνει τιµές από ένα 
σύνολο, τότε ορίζεται µια συνάρτηση της οποίας η τιµή για δεδοµένη συνάρτηση και 
δεδοµένο α, εξαρτάται µόνο από το επάνω όριο β. 

Ορίζεται δηλαδή µια συνάρτηση µε τύπο  
x

α

F(x) f (t)dt= ∫  

Ανάλογα ορίζεται και η σύνθετη συνάρτηση 
β(x )

α(x)

F(x) f (t)dt= ∫  

Σύµφωνα µε τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος του σχολικού βιβλίου, η 

συνάρτηση 
x

α

F(x) f (t)dt= ∫ ορίζεται όταν η f ορίζεται και είναι συνεχής στο διάστηµα 

µεταξύ των δύο ορίων του ολοκληρώµατος 4.  
∆ηλαδή για το 

β

α
f (t)dt∫ θα θεωρούµε αυτόµατα ότι η f είναι συνεχής στο διάστηµα 

µε άκρα τα α και β. 
 
Το πρώτο πρόβληµα που θα µελετήσουµε είναι η εύρεση του πεδίου ορισµού µιας 
συνάρτησης σαν τις παραπάνω.  Θα στηριχτούµε αποκλειστικά στον ορισµό του 
ορισµένου ολοκληρώµατος του σχολικού βιβλίου. 
 
 

Πεδίο ορισµού της 
x

α

G(x) f(t)dt= ∫  

Για να ορίζεται η συνάρτηση G πρέπει το x να παίρνει τέτοιες τιµές, ώστε η f να 
ορίζεται και να είναι συνεχής στο διάστηµα µε άκρα τα α και x. 
 
Παραδείγµατα 
 
Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων: 
                                                        

4 Το 
β

α

f (t) dt∫  µπορεί να οριστεί και σε ασυνεχείς συναρτήσεις, αλλά εδώ θα µελετήσουµε µόνο 

ολοκληρώµατα όπου η f είναι συνεχής στο διάστηµα µεταξύ των ορίων του ολοκληρώµατος 
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Σελ. 17 

1) 
x

2

G(x) t 1 dt= −∫  

Λύση 
Η συνάρτηση f (t) t 1= −  έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα A [1, )= +∞ και είναι 
συνεχής σ’ αυτό. 
Το κάτω όριο 2 A∈ . Εποµένως πρέπει και αρκεί και το επάνω όριο να βρίσκεται στο 
ίδιο διάστηµα ώστε η συνάρτηση G να ορίζεται και να είναι συνεχής στο διάστηµα 
µεταξύ των δύο ορίων. 
Άρα το πεδίο ορισµού της G είναι το B A [1, )= = +∞  
 

2)  
−

=

−
∫x 2
2

1
G(x) dt

t 1
 

Λύση 

Το πεδίο ορισµού της 
2

1
f (t)

t 1
=

−

 είναι το A ( , 1) (1, )= −∞ − ∪ +∞ και η f είναι 
συνεχής σε καθένα από τα δύο διαστήµατα ( , 1)−∞ −  και (1, )+∞ . 
Το κάτω άκρο 2 ( , 1)− ∈ −∞ − . Εποµένως πρέπει και αρκεί και το άνω άκρο x να ανήκει 
στο ίδιο διάστηµα, δηλ. πρέπει και αρκεί x ( , 1)∈ −∞ − . 
Εποµένως το πεδίο ορισµού της G είναι το B ( , 1)= −∞ −  
(αν x ( , 1)∉ −∞ − , π.χ x 3= , η συνάρτηση f δεν ορίζεται στο [ 2,3]− και το ολοκλήρωµα 
δεν έχει νόηµα). 
 
 

Πεδίο ορισµού της 
β(x)

α
G(x) f (t)dt= ∫  

Για να ορίζεται η συνάρτηση 
β(x )

α
G(x) f (t)dt= ∫ , πρέπει πρώτα να ορίζεται το πάνω όριο, 

πρέπει δηλαδή να υπάρχει το β(x) .  
Αν λοιπόν Β είναι το πεδίο ορισµού της συνάρτησης β, πρέπει x B∈ . 
Επιπλέον πρέπει η f να ορίζεται και να είναι συνεχής στο διάστηµα µεταξύ των δύο 
ορίων. 
Το πεδίο ορισµού της G είναι το σύνολο των τιµών του x για τις οποίες 
συναληθεύουν οι παραπάνω σχέσεις. 
 

Η συνάρτηση 
β

α(x)

G(x) f (t)dt= ∫  γράφεται ως 
α (x )

β
G(x) f (t)dt= − ∫  και το πεδίο ορισµού 

της βρίσκεται µε τον ίδιο τρόπο. 
 
Παραδείγµατα 
 
Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων 
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Σελ. 18 

1) 
1

2x 3

G(x) t 1 dt
−

= +∫  

Η G γράφεται 
2x 3

1

G(x) t 1 dt
−

= − +∫  

Το πάνω όριο ορίζεται για κάθε x∈� .  

Η συνάρτηση f (t) t 1 dt= + έχει πεδίο ορισµού το A [ 1, )= − +∞  και είναι συνεχής σ’ 
αυτό. 
Το κάτω όριο 1 A∈ .  
Εποµένως πρέπει και αρκεί 2x 3 [ 1, )− ∈ − +∞ ⇔  2x 3 1− ≥ − ⇔ x 1≥  
Άρα πεδίο ορισµού της G είναι το B [1, )= +∞  
 

2)  
x 2

1

t
G(x) dt

t 2
=

−
∫  

Για να ορίζεται η G πρέπει να ορίζεται πρώτα το πάνω όριο, άρα πρέπει x 0≥   (1) 

Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 
2t

f (t)
t 2

=
−

 είναι το A ( ,2) (2, )= −∞ ∪ +∞  και η f 

είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήµατα ( ,2)−∞  και (2, )+∞ . 
Επειδή το κάτω όριο ανήκει στο διάστηµα ( ,2)−∞  πρέπει και το πάνω όριο να ανήκει 
στο ίδιο διάστηµα του πεδίου ορισµού της f, δηλαδή πρέπει x ( , 2)∈ −∞ ⇔  

0 x 2≤ < ⇔ 0 x 4≤ <        (2) 
Οι (1) και (2) συναληθεύουν όταν 0 x 4≤ < , άρα το πεδίο ορισµού της G είναι το 
B [0,4)=  
 
 

Πεδίο ορισµού της 
β(x)

α(x)

G(x) f (t)dt= ∫  

Για να ορίζεται η G πρέπει να ορίζονται τα δύο όρια α(x)  και β(x) και η 
συνάρτηση f να ορίζεται και να είναι συνεχής µεταξύ των δύο ορίων. Οι τιµές του x 
για τις οποίες συναληθεύουν όλες αυτές οι σχέσεις αποτελούν το πεδίο ορισµού της 
G. 
 
Παραδείγµατα 
Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1) 
3x 2

2x 1

ηµt
G(x) dt

t 3

+

−

=
−

∫  

Λύση 
Τα δύο όρια του ολοκληρώµατος ορίζονται για κάθε x∈�  

Πρέπει τώρα να ορίζεται η  και η 
ηµt

f (t)
t 3

=
−

 και να είναι συνεχής µεταξύ των δύο 

ορίων. 
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Σελ. 19 

Το πεδίο ορισµού της f είναι το A ( ,3) (3, )= −∞ ∪ +∞  και η f είναι συνεχής σε καθένα 
από τα διαστήµατα αυτά. 
Πρέπει λοιπόν   
{ }2x 1 ( ,3) και 3x 2 ( ,3)− ∈ −∞ + ∈ −∞   ή  { }2x 1 (3, ) και 3x 2 (3, )− ∈ +∞ + ∈ +∞  

Το 1ο σύστηµα των ανισώσεων αληθεύει όταν 1
x

3
< , ενώ το 2ο σύστηµα αληθεύει όταν 

x 2>  

Έτσι, το πεδίο ορισµού της G είναι το 
1

B ( , ) (2, )
3

= −∞ ∪ +∞  

 

2) 
x t

ln(x 1)

e
G(x) dt

t t 2+

=
+∫  

Λύση 
Το κάτω όριο ορίζεται όταν x 1> −       (1) 
Το πάνω όριο ορίζεται όταν x 0≥       (2) 

Η συνάρτηση 
te

f (t) dt
t t 2
=

+
 έχει πεδίο ορισµού το A ( 2,0) (0, )= − ∪ +∞ και είναι 

συνεχής σε καθένα από τα διαστήµατα αυτά. 
Για να ορίζεται η G πρέπει και τα δύο όρια ολοκλήρωσης να ανήκουν στο ίδιο 
διάστηµα του πεδίου ορισµού της f. 
Πρέπει δηλαδή 

{ }ln(x 1) ( 2,0) και x ( 2,0)+ ∈ − ∈ −   ή  { }ln(x 1) (0, ) και x (0, )+ ∈ +∞ ∈ +∞  

Το πρώτο σύστηµα είναι αδύνατο επειδή x 0 x 0≥ ∀ ≥  
Το δεύτερο σύστηµα  

{ }ln(x 1) (0, ) και x (0, )+ ∈ +∞ ∈ +∞ ⇔ { }ln(x 1) 0 και x 0+ > > ⇔  

{ }x 1 1 και x 0 x 0+ > > ⇔ >       (3) 

Το σύστηµα των ανισώσεων (1), (2), (3) αληθεύει όταν x 0>  
Εποµένως το πεδίο ορισµού της G είναι το B (0, )= +∞  
 
 

Πεδίο ορισµού της 
λ

κ
G(x) f (x,t)dt= ∫  

Έστω µια συνεχής συνάρτηση f : A → �  και 
λ

κ

G(x) f (x, t)dt= ∫  

Για την συνάρτηση που βρίσκεται µέσα στο ολοκλήρωµα µεταβλητή είναι το t (αυτό 
δηλώνεται από το dt. Το x θεωρείται σταθερά). 
Η εύρεση του πεδίου ορισµού της συνάρτησης G ακολουθεί τους ίδιους κανόνες. 
∆ηλαδή πρέπει πρώτα να ορίζεται η σύνθετη συνάρτηση f (x, t) µε µεταβλητή το t. 
Κατόπιν πρέπει η  f (x, t) να συνεχής στο διάστηµα µεταξύ των ορίων κ και λ. 
Οι περιορισµοί αυτοί δίνουν το πεδίο ορισµού της G. 
 
 



3ο Σεµινάριο ∆ιδακτικής Ο.Ε.Φ.Ε, Θεσσαλονίκη 19-12-2015 
 

Σελ. 20 

Παράδειγµα 
Έστω η συνάρτηση  f : [0, )+∞ → � .  

Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 
2

2

1

G(x) f (x 2t)dt= −∫  

Λύση 
Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού της σύνθετης συνάρτησης 2f (x 2t)−  µε µεταβλητή το t 
και x σταθερό. 
Πρέπει το 2x 2t− να ανήκει στο πεδίο ορισµού της f, δηλ. πρέπει 

2x 2t [0, )− ∈ +∞ ⇔ 2x 2t 0− ≥ ⇔
2x

t
2
≤  

∆ηλαδή το πεδίο ορισµού της 2f (x 2t)−  είναι το 
2x

A ( , ]
2

= −∞  

Πρέπει και αρκεί επιπλέον η 2f (x 2t)−  να είναι συνεχής στο διάστηµα [1,2] , άρα 

πρέπει οι αριθµοί 1 και 2 να βρίσκονται στο διάστηµα 
2x

( , ]
2

−∞ . 

Πρέπει και αρκεί προς τούτο να ισχύει 
2x

2
2

≤ ⇔ 2x 4 0− ≥ ⇔ (x 2 ή x 2)≤ − ≥  

Εποµένως το πεδίο ορισµού της G είναι το B ( , 2] [2, )= −∞ − ∪ +∞  
 
Παρατήρηση 
∆ίνουµε µια άλλη λύση η οποία φαινοµενικά είναι όρθή, έχει όµως ένα σφάλµα το 
οποίο και θα εξηγήσουµε. 
Εκτελούµε τον µετασχηµατισµό 2x 2t u− = , άρα 

1
dt du

2
=−  

Όταν 2t 1 u x 2= ⇒ = −  και  όταν 2t 2 u x 4= ⇒ = −  , άρα  
2

2

x 4

x 2

1
G(x) f (u)du

2

−

−

=− ∫  

Το πεδίο ορισµού της G τώρα µπορεί να βρεθεί πιο γρήγορα. Πρέπει τα δύο όρια του 
ολοκληρώµατος να βρίσκονται στο διάστηµα [0, )+∞ . 

Προς τούτο πρέπει και αρκεί 2x 4 0 (x 2 ή x 2)− ≥ ⇔ ≤− ≥  
Άρα το πεδίο ορισµού της G είναι το B ( , 2] [2, )= −∞ − ∪ +∞  
Το αποτέλεσµα είναι το ίδιο µε την προηγούµενη λύση, όµως η λύση αυτή δεν είναι 
ορθή για τον εξής λόγο:  
Κάθε πράξη που γίνεται στο αρχικό ολοκλήρωµα για να φτάσουµε στο τελικό 

ολοκλήρωµα 

2

2

x 4

x 2

1
G(x) f (u)du

2

−

−

=− ∫  για να είναι επιτρεπτή πρέπει να γίνεται µέσα στο 

πεδίο ορισµού της G. Το πεδίο ορισµού πρέπει να προηγείται κάθε πράξης, αλλιώς 
κάποιες πράξεις ίσως δεν είναι επιτρεπτές. 
∆είχνουµε µε πιο απλό αντιπαράδειγµα το λάθος στον παραπάνω συλλογισµό. 
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Σελ. 21 

Αντιπαράδειγµα 

∆ίνονται οι συναρτήσεις 2

2
f (x)

x
=  και 1

g(x)
x
= . Να βρεθεί η συνάρτηση g f�  

Ο τύπος της g f�  είναι 
2

2

1 x
(g f )(x) g(f (x))

2 2
x

= = =�  

Το πεδίο ορισµού της 
2x

h(x)
2

=  είναι το � , αν δηλαδή δεν λάβουµε υπόψη τα πεδία 

ορισµού των f  και g  βρίσκουµε ως πεδίο ορισµού της g f�  το � . 
 
Όµως: Τα πεδία ορισµού των f και g είναι τα Α και Β αντίστοιχα µε *Α Β= = �  
Η g f� έχει εξ ορισµού πεδίο ορισµού το σύνολο 

Γ {x A και f (x) B}= ∈ ∈ =
*{x 0 και f (x) 0}≠ ≠ = �  και όχι το �  

Το σφάλµα στην εύρεση του πεδίου ορισµού της g f�  από τον τύπο
2x

(g f )(x)
2

=�  

είναι ότι οι πράξεις που οδήγησαν στον τελικό αυτό τύπο της g f�  δεν είναι επιτρεπτές 
όταν x 0= .   
 
 

Παραγώγιση της συνάρτησης  
x

α

G(x) f (t)dt= ∫  

Φέτος (2015-16) η παραγώγιση της συνάρτησης G είναι ένα διφορούµενο θέµα. Ενώ 
δηλαδή θα θεωρούµε γνωστό το ότι η συνάρτηση αυτή είναι παράγουσα της f, οι 
οδηγίες προς τους καθηγητές από το Υπουργείο Παιδείας λένε ότι δεν θα διδαχθούν 
ασκήσεις που αναφέρονται στην παραγώγιση των συναρτήσεων 

x

α

F(x) f (t)dt= ∫  και 
β(x )

α
G(x) f (t)dt= ∫ . 

Για τον λόγο αυτόν δεν θα δώσουµε εδώ παραδείγµατα παραγώγισης. 
 
 
 

Μέθοδοι ολοκλήρωσης 
 
Το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης µπορεί να γίνει µε εύρεση µιας αρχικής της. 
Αν δηλ. F είναι µια αρχική της f στο [α,β]  (οποιαδήποτε αρχική), τότε 

[ ]
β

β
α

α
f (x)dx F(x) F(β) F(α)= = −∫  

Υπάρχουν πολλές µέθοδοι (τρόποι) για την εύρεση ενός ορισµένου ολοκληρώµατος. 
Στο σχολικό βιβλίο δεν αναφέρονται οι µέθοδοι αυτές, υπάρχουν όµως σχετικές 
ασκήσεις για τις οποίες ο µαθητής πρέπει µόνος του να τις επινοήσει. 
 
Π.χ. άσκηση 2 της Γ΄ οµάδας 
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i) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 

1
2

1 2
0

1
I dx

x 1
=

−
∫  

ii)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 

π

2

2
π

3

1
I dx

ηµx
= ∫  

Για τη λύση του (i) ερωτήµατος o µαθητής πρέπει να σκεφτεί ότι υπάρχουν 
α,β :∈�

2

1 α β
x 1 x 1 x 1

= +
− − +

   x 1∀ ≠ ±  

και κατόπιν να ολοκληρώσει τη σχέση αυτή από 0 ως 1

2
. 

Με ποια λογική όµως θα σκεφτεί κάτι τέτοιο; 
 
Υπάρχει σχετικό παράδειγµα στο σχολικό βιβλίο στα αόριστα ολοκληρώµατα που 
φέτος (τα αόριστα ολοκληρώµατα) είναι εκτός ύλης. Πιο συγκεκριµένα ζητείται να 

υπολογιστεί το 
2

2x 1
dx

x 5x 6

+

− +∫  

Στη λύση που ακολουθεί αναφέρεται κατά λέξη: 

“ Αναζητούµε πραγµατικούς Α, Β έτσι ώστε να ισχύει 
2

2x 1 A B

x 5x 6 x 2 x 3

+
= +

− + − −
” 

Για τον µαθητή η σκέψη αυτή είναι εντελώς παράλογη. Ο µαθητής ποτέ δεν διδάχτηκε  
ότι κάτι τέτοιο, στη συγκεκριµένη περίπτωση είναι δυνατό. Η ανάλυση κλάσµατος σε 
άθροισµα απλούστερων κλασµάτων είναι µια ξεχωριστή θεωρία για την οποία ποτέ δεν 
άκουσε κάτι σχετικό. Το λυµένο παράδειγµα του βιβλίου δεν του δίνει την βεβαιότητα 

ότι αυτό µπορεί να γίνει και για το κλάσµα 
2

1

x 1−
 

Ο υπολογισµός κατόπιν του 

π

2

2
π

3

1
I dx

ηµx
= ∫  µπορεί να γίνει ως εξής:  

π π

2 2

2 2
π π

3 3

1 ηµx
I dx dx

ηµx ηµ x
= = =∫ ∫

π

2

2
π

3

ηµx
dx

1 συν x
=

−
∫

π

2 συνx y

2
π

3

(συνx)
dx

1 συν x

=′− =
−∫  

1
0 2

2 2
1 0
2

1 1
dy dy

1 y y 1
− = − =

− −
∫ ∫

1

2

12
0

1
dx I

x 1
− = −

−
∫  

Ο τρόπος υπολογισµού του 2I  ακόµη και στα Πανεπιστηµιακά βιβλία δίνεται ως 
µέθοδος ολοκλήρωσης. ∆εν είναι δυνατόν να ζητούµε από τους µαθητές να τον 
σκεφτούν µόνοι τους. 
Το ότι δεν υπάρχει κάτι εκτός θεωρίας σχολικού βιβλίου δεν αρκεί για να ζητούµε από 
τους µαθητές να σκεφτούν µια τέτοια λύση. 
Είναι γνωστό ότι κάθε θεωρία µπορεί να προκύψει µε την βοήθεια των ορισµών και 
προηγούµενων θεωριών, αλλά είναι παράλογο να ζητούµε από τους µαθητές να λύσουν 
π.χ µια άσκηση που στηρίζεται στο Πυθαγόρειο θεώρηµα που δεν έχουν διδαχθεί 
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ακόµη, επειδή το Πυθαγόρειο θεώρηµα µπορεί να αποδειχθεί µε την βοήθεια των 
οµοίων τριγώνων που έχουν ήδη διδαχθεί. 
Η έλλειψη µεθόδων ολοκλήρωσης κάνει ακόµη και τις εύκολες ασκήσεις πολύ 
δύσκολες. 
Π.χ για κάποιον που διδάχθηκε ως µέθοδο τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος 
β

ν

α
ηµ xdx∫  όταν ο ν είναι περιττός, ο υπολογισµός του 

π

3
5

0

ηµ xdx∫  είναι µια υπόθεση 

ρουτίνας.  
π π

3 3
5 4

0 0

ηµ xdx ηµ x ηµxdx= ⋅ =∫ ∫

π

3
2 2

0

(ηµ x) ηµxdx=∫

π

3 συνx y
2 2

0

(1 συν x) (συνx) dx
=

′− − =∫
1

2
2 2

1

(1 y ) dy− −∫  κ.λ.π  

Για κάποιον που δεν διδάχθηκε την αναφερόµενη µέθοδο, είναι πολύ δύσκολο να 
σκεφτεί τον τρόπο υπολογισµού. 
Στο σχολικό βιβλίο αναφέρονται δύο µέθοδοι ολοκλήρωσης. Η ολοκλήρωση κατά 
παράγοντες και η ολοκλήρωση µε αλλαγή µεταβλητής (αντικατάσταση µε νέα 
µεταβλητή). 
Σε κάθε άλλη περίπτωση, για τον υπολογισµό ενός ολοκληρώµατος, πρέπει ο µαθητής  
να “µαντέψει” µια αρχική F και να χρησιµοποιήσουµε κατόπιν το θεµελιώδες θεώρηµα 

του ολοκληρωτικού λογισµού  
β

α
f (x)dx F(β) F(α)= −∫  

 
Παραλείπουµε την ολοκλήρωση κατά παράγοντες και δείχνουµε την ολοκλήρωση µε 
αλλαγή µεταβλητής που παρουσιάζει και το µεγαλύτερο ενδιαφέρον και δυσκολίες. 
 
 
 

Αλλαγή µεταβλητής στο ορισµένο ολοκλήρωµα 
 
Ισχύει το εξής θεώρηµα: 
 
Αν η συνάρτηση g έχει συνεχή παράγωγο στο ∆ [α,β]= ,η f είναι συνεχής στο g(∆)  
και α,β g(∆)∈  τότε  
β g(β )

α g(α )

f (g(x))g (x)dx f (u)du′ =∫ ∫   ή το ίδιο  
β g(β )

α g(α )

f (g(x))g (x)dx f(x)dx′ =∫ ∫        (1) 

Ερωτήµατα δηµιουργούνται για την αντίστροφη διαδικασία. Αν δηλαδή και µε ποιες 
προϋποθέσεις µπορούµε να γράψουµε 

2

1

u β

u α
f (u)du f (g(x))g (x)dx′=∫ ∫  θέτοντας  

όπου u g(x)= . Τα α και β βρίσκονται από τις σχέσεις 1g(α) u= , 2g(β) u=  
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Μια τέτοια αλλαγή γίνεται στο σχολικό βιβλίο για τον υπολογισµό του εµβαδού 
κύκλου. Η εφαρµογή αυτή είναι εκτός εξεταστέας ύλης, αξίζει όµως να δούµε πότε η 
αλλαγή αυτή είναι επιτρεπτή. Το πρόβληµα εντοπίζεται στην περίπτωση που η 
συνάρτηση g δεν είναι 1-1, οπότε η εξίσωση 1g(x) u=  µπορεί να έχει περισσότερες από 

µια λύσεις.  
Η προηγούµενη πρόταση του σχολικού βιβλίου ισχύει και στην περίπτωση αυτή, 
οποιαδήποτε και αν είναι τα όρια α, β , αρκεί να πληρούν τις σχέσεις 1u g(α)= , 

2u g(β)=
5 και τις προϋποθέσεις που αναφέραµε για την σχέση (1). 

 
Αποδεικνύεται δηλαδή ότι η τιµή του ολοκληρώµατος είναι η ίδια όπως και αν 
επιλεγούν τα όρια α και β, αρκεί να ισχύουν οι προϋποθέσεις που αναφέραµε.6  
 
Στην περίπτωση όπου g(∆) [α,β]⊃  αποδεικνύεται ότι µπορούµε να επεκτείνουµε την f 
στο διάστηµα g(∆)  ώστε η επέκταση 1f  να είναι συνεχής (αυτό µπορεί να γίνει µε 
άπειρους τρόπους). Αν 1f είναι οποιαδήποτε συνεχής επέκταση της f, αποδεικνύεται 
τότε ότι 

2

1

u β

1

u α
f (u)du f (g(x))g (x)dx′=∫ ∫  

 
∆ίνουµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής του παραπάνω θεωρήµατος 
 
Παράδειγµα 1ο  

Να υπολογιστεί το 
4

2

0

I x 9 x dx= +∫  

Λύση 
Θα υπολογίσουµε το Ι µε το θεώρηµα της αντικατάστασης. Θα γράψουµε την 
συνάρτηση 2h(x) x 9 x= +  µε την µορφή f (g(x))g (x)′  για να εφαρµόσουµε τον τύπο 
β g(β)

α g(α )

f (g(x))g (x)dx f (u)du′ =∫ ∫       (1) 

Είναι 2x 9 x+ = 2 21 1
9 x (9 x ) f (g(x))g (x)

2 2
′ ′+ + =  όπου f (x) x=  και 

2g(x) 9 x= +  

                                                        
5 Βλέπε σχετικά:  
α) ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ Θ. Καζαντζή, εκδόσεις ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΒΙΒΛΙΟΘΗΚΗ, σελ. 177-184 
 
β) https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpYTB4NlJJeGp5U3c/edit?pli=1 
Αντώνης Κυριακόπουλος- Γιώργος Τασσόπουλος:  ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ ΣΤΑ 
ΟΡΙΣΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΚΑΙ ΜΙΑ ΑΝΑΦΟΡΑ ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ 

β

α

g(x) f (x, t)dt= ∫   

6 Συζητήσεις πάνω στο θέµα αυτό έχουν γίνει στο mathematica όπου υπάρχει διάσταση απόψεων για το 
αν θα πρέπει η g να είναι 1-1 ή όχι.  Βλέπε σχετικά    
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=54&t=12539 
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Για να εφαρµοστεί ο τύπος (1) πρέπει να ισχύουν οι προϋποθέσεις της θεωρίας, πρέπει 
δηλαδή η παράγωγος της 2g(x) 9 x= +  δηλαδή η g (x) 2x′ = να είναι συνεχής στο 

[α,β] [0,4]=  που πράγµατι είναι και η f (x) x=  να είναι συνεχής στο 
g([0,4]) [9,25]=  που πράγµατι είναι. 

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε 
2525 25 1 3

2 2

9 9 9

1 1 1 2 98
I u du u dx u

2 2 2 3 3

 
 = = = =
 
 

∫ ∫  

Παράδειγµα 2ο  

Να υπολογιστεί το 
ρ

2 2

ρ

I ρ x dx
−

= −∫  όπου ρ 0>  

Λύση 
Όπως αναφέραµε πριν, ο ολοκλήρωµα αυτό υπολογίζει το εµβαδόν του µισού κύκλου 

2 2 2x y ρ+ = . Θα δείξουµε εδώ πως µπορεί να υπολογιστεί µε την µέθοδο της 
αντικατάστασης εφαρµόζοντας τον τύπο 

β g(β)

α g(α)
f (g(x))g (x)dx f (x)dx′ =∫ ∫  από το 2ο 

µέλος προς το 1ο . 

Πρέπει να θέσουµε την 2 2f (x) ρ x= −  στη µορφή f (g(x))g (x)′  για να εφαρµόσουµε 
τον παραπάνω τύπο. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) ρηµx= , 
π π

x ∆ [ , ]
2 2

∈ = −  

Είναι π
g( ) ρ

2
− =−  , 

π
g( ) ρ

2
=  και g(∆) [ ρ,ρ]= −  

Η g είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και η παράγωγός της g (x) ρσυνx′ =  είναι συνεχής στο 
∆ 

Η συνάρτηση 2 2f (x) ρ x= −  είναι συνεχής στο g(∆) [ ρ,ρ]= − . 

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε  
π

g( )ρ 2
2 2

πρ g( )
2

I ρ x dx f (x)dx
−

−

= − = =∫ ∫

π

2

π

2

f (g(x))g (x)dx

−

′ =∫

π

2
2 2 2

π

2

ρ ρ ηµ x (ρηµx) dx

−

′− =∫    

π

2
2

π

2

ρ συνxσυνxdx

−

=∫

π

2
2 2

π

2

ρ συν xdx

−

=∫

π

2
2

π

2

1 συν2xρ dx
2

−

+
⋅ =∫  

π π

2 22 2

π π

2 2

ρ ρ
1dx συν2xdx

2 2
− −

+ =∫ ∫ [ ]
π2 2
2
π

2

πρ ρ ηµ2x
2 4 −

+ =

2πρ
2

 

 

Στην παραπάνω λύση γράψαµε τα όρια –ρ και ρ µε τη µορφή 
πρ g( )
2

− = −  και 
πρ g( )
2

= .  
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Με τον τρόπο αυτόν τα όρια του νέου ολοκληρώµατος ήσαν τα 
π

2
−  και π

2
.  

Μπορούµε όµως να γράψουµε και 3πρ g( )
2

− =  καθώς και 5πρ g( )
2

=  ή ακόµη να 

επιλέξουµε και άλλες τιµές για τα νέα όρια. Σύµφωνα µε όσα είπαµε, η τιµή του 
ολοκληρώµατος θα είναι η ίδια, δηλαδή δεν έχει σηµασία αν η συνάρτηση g είναι 1-1 ή 
όχι. Η πρόταση ισχύει.  
Ενδεικτικά θέτουµε στο ολοκλήρωµα του 1ου µέλους τα όρια 

3π
2

 και π
2

 για να δούµε 
αν η τιµή του ολοκληρώµατος θα είναι πάλι η ίδια. Οι προϋποθέσεις ισχύουν και για 
νέα όρια και έχουµε: 

π

2
2

3π

2

J ρ συνx συνxdx= =∫

3π

2
2

π

2

ρ συνx συνxdx− =∫
3π

2
2 2

π

2

ρ συν xdx =∫
3π

2
2

π

2

1 συν2xρ dx
2

+
=∫

3π 3π
2 22 2

π π

2 2

ρ ρ
1dx συν2xdx

2 2
+ =∫ ∫ [ ]3π2 2 2

2
π

2

πρ ρ πρηµ2x
2 4 2
+ =  

 
Παράδειγµα 3ο  
Στο παράδειγµα αυτό η συνάρτηση g στην αντικατάσταση u g(x)= δεν είναι 1-1 και 
υπάρχουν 4 δυνατοί τρόποι επιλογής των νέων ορίων α και β για το ολοκλήρωµα 
β

α
f (g(x))g (x)dx′∫ . Θα δείξουµε ότι και στις 4 περιπτώσεις η τιµή του ολοκληρώµατος 

2

1

u β

u α
I f (u)du f (g(x))g (x)dx′= =∫ ∫  είναι η ίδια. 

Χαλαρώνουµε την αυστηρότητα και τον έλεγχο των προϋποθέσεων οι οποίες όµως 
ισχύουν για να δώσουµε έµφαση στο ότι η τιµή του ολοκληρώµατος είναι ανεξάρτητη 
της επιλογής των νέων ορίων. 
 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα = ∫
10
3

5
2

I udu  

α) Με εύρεση µιας αρχικής της =f (u) u  

β) Με την αντικατάσταση = +
1

u x
x

 

 
Λύση 

α)  

10 10
3 2 3

55
22

u 1 100 25 175
I udu ( )

2 2 9 4 72

 
 = = = − =
 
 

∫  

β) Θέτουµε 1
u x

x
= + ⇒

2

1 1
du (x ) dx (1 )dx

x x
′= + = −  
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Όταν 25 1 5
u x 2x 5x 2 0

2 x 2
= ⇔ + = ⇔ − + =  

Οι ρίζες της εξίσωσης αυτής είναι οι 1 2

1
α , α 2

2
= =  

Όταν 210 1 10
u x 3x 10x 3 0

3 x 3
= ⇔ + = ⇔ − + =  

Οι ρίζες της εξίσωσης αυτής είναι οι 1 2

1β , β 3
3

= =  

Η συνάρτηση 
1

g(x) x
x

= +  δεν είναι λοιπόν 1 1− . 

Ονοµάζουµε α οποιαδήποτε των ριζών 1α  και 2α  και β οποιαδήποτε των ριζών 1β  και 
2β .  

Σύµφωνα µε τον τύπο της αλλαγής µεταβλητής για το ορισµένο ολοκλήρωµα είναι: 
10

β3

5 α
2

I udu f (g(x))g (x)dx′= = =∫ ∫
β

2

α

1 1
(x )(1 )dx

x x
+ − =∫

β 2 2

2

α

x 1 x 1
dx

x x

+ −
⋅ =∫

β 4

3

α

x 1
dx

x

−

=∫
β

3

α
(x x )dx−

− =∫
β

2
2
α

1 1
x

2 x

 
 + =
  

2 2
2 2

1 1 1β α
2 β α
      + − +         

 

Υπάρχουν 4 δυνατοί συνδυασµοί για τις τιµές των α και β. Για όλους αυτούς τους 
συνδυασµούς των α και β η τιµή του ολοκληρώµατος Ι είναι η ίδια, αφού οι 1α και 2α  

είναι αντίστροφοι, άρα η τιµή του 2
2

1
α
α

+  και για τις δύο τιµές του α είναι η ίδια και 

ίση µε 17

4
. Το ίδιο ισχύει και για την τιµή του 2

2

1 82β β 9
+ = . 

Έτσι για κάθε επιλογή των τιµών α και β η τιµή του ολοκληρώµατος είναι πάντοτε η 

ίδια και ίση µε 1 82 17 175
( )

2 9 4 72
− =   

 
 
Παράδειγµα 4ο  
Στο παράδειγµα αυτό η συνάρτηση g δεν είναι 1-1 και η f δεν ορίζεται σε ολόκληρο 
διάστηµα g(∆) . Υπάρχουν πάλι 4 τρόποι επιλογής των νέων ορίων α και β, αλλά 

χρειάζεται και επέκταση της f ώστε η νέα συνάρτηση 1f  να ορίζεται στο διάστηµα 

g(∆) . 
 

∆ίνεται η συνάρτηση →f : [0,3] �  µε = ∀ ∈2f (u) u u [0,3]  

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα = ∫3
0

I f (u)du  

α) Με εύρεση µιας αρχικής της f 
β) Με την αντικατάσταση = = −

2u g(x) x 2x 
 
Λύση 
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α) 
33 3

2

00

u
I u du 9

3

 
 = = =
 
 

∫  

β) Θέτουµε 2u x 2x du 2(x 1)dx= − ⇒ = −  

Όταν 2u 0 x 2x 0= ⇔ − = . Οι ρίζες αυτής είναι 1 2α 0, α 2= =  

Όταν 2u 3 x 2x 3= ⇔ − = .  Οι ρίζες αυτής είναι 1 2β 1, β 3=− =  

Η συνάρτηση g λοιπόν δεν είναι 1 1−  
Ονοµάζουµε α οποιαδήποτε των τιµών 1 2α , α  και β οποιαδήποτε των τιµών 1 2β , β  

Συνδυάζοντας κάθε τιµή του α µε κάθε τιµή του β δηµιουργούνται 4 κλειστά 
διαστήµατα της µορφής ∆ [α,β]=  ή ∆ [β,α]=  
Θα εξετάσουµε για ποια από τα διαστήµατα αυτά ισχύει ο τύπος της αλλαγής 
µεταβλητής 

2

1

u β

u α
f (u)du f (g(x))g (x)dx′=∫ ∫  

Το πρόβληµα εντοπίζεται στην περίπτωση που το διάστηµα [0,3]  είναι γνήσιο 
υποσύνολο του συνόλου g(∆) . 
Βρίσκουµε λοιπόν το  g(∆)  για κάθε δυνατό συνδυασµό των τιµών α και β. 

Είναι g (x) 2(x 1)′ = −  
Σχηµατίζουµε τον παρακάτω πίνακα µεταβολών της g. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τα 4 διαστήµατα µε άκρα τα α και β και τα αντίστοιχα σύνολα τιµών της g σε αυτά 
όπως προκύπτει από τον παραπάνω πίνακα είναι:  
α) 1 1 1 1∆ [β ,α ] [ 1,0] µε g(∆ ) g([ 1,0]) [0,3]= = − = − =  

β) 2 1 2 2∆ [α ,β ] [0,3] µε g(∆ ) g([0,1]) g([1,3])= = = ∪ = [ 1,0] [ 1,3] [ 1,3]− ∪ − = −  

γ) 3 1 2 3∆ [β ,α ] [ 1,2] µε g(∆ ) g([ 1,1]) g([1,2])= = − = − ∪ = [ 1,3] [ 1,0] [ 1,3]− ∪ − = −  

δ) 4 2 2 4∆ [α ,β ] [2,3] µε g(∆ ) g([2,3]) [0,3]= = = =  

 
Για τις περιπτώσεις (α) και (δ) επειδή η f είναι ορισµένη και συνεχής στο g(∆) [0,3]=   
εφαρµόζεται ο τύπος της αλλαγής και είναι: 
 
Για το 1∆ : 

3 1 1

0 0 0

Ι f (u)du f (g(x))g (x)dx h(x)dx
− −

′= = =∫ ∫ ∫  

όπου h(x) f (g(x))g (x)dx′= =
2 2(x 2x) 2(x 1)− − =

5 4 3 22x 10x 16x 8x− + −  

Μια αρχική της h στο �  είναι η 
6

5 4 3x 8
H(x) 2x 4x x

3 3
= − + −  

 
x 

g΄(x) 

g (x)

+o -o o o β =-1 
1 

α =0 
1 

α =2 β =3 
2 2 1 

- -- 
 

++ + 0 

+ο ο 
 

ο +ο -1 0 0 3 3 
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Σελ. 29 

Άρα I H( 1) H(0) 9 0 9= − − = − =  
 
Για το 4∆  

3 3

0 2

Ι f (u)du h(x)dx H(3) H(2) 9 0 9= = = − = − =∫ ∫  

 
Για τις περιπτώσεις (β) και (γ) επειδή g(∆) [ 1,3] [0,3]= − ⊃  δεν µπορούµε να 
εφαρµόσουµε άµεσα τον τύπο της αλλαγής. 
Θα εφαρµόσουµε τον τύπο της αλλαγής για µια επέκταση της f στο [ 1,3]−  ή και σε 
ευρύτερο σύνολο. 
 
Θα επιβεβαιώνουµε τον τύπο της αλλαγής στην περίπτωση αυτή επεκτείνοντας την f µε 
τρεις διαφορετικούς τρόπους. Η επέκταση 1f  της f µπορεί να είναι οποιαδήποτε, αρκεί 
να είναι συνεχής στο διάστηµα [ 1,3]− . 
 
1η επέκταση της f: 
Θεωρούµε την επέκταση 1f της f  στο �  µε = ∀ ∈2

1f (u) u u �  

Η f είναι συνεχής στο [ 1,3]−  και θα έχουµε: 
 
Για το 2∆  

3 3 3

1 1

0 0 0

Ι f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx′= = = =∫ ∫ ∫
3

0

h(x)dx=∫ H(3) H(0) 9 0 9− = − =  

 
Για το 3∆  

3 1 1

1 1

0 2 2

Ι f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx
− −

′= = = =∫ ∫ ∫
1

2

h(x)dx
−

=∫
Η( 1) Η(2) 9 0 9− − = − =  
 
∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση η τιµή του ολοκληρώµατος είναι η ίδια, ίση µε 9. 
 
 
2η επέκταση της f: 
Μια άλλη συνεχής επέκταση της f στο [ 1,3]−  είναι η 

∈ −=  ∈1 2

0 αν u [ 1,0]
f (x)

u αν u [0,3]
 

Για τη συνάρτηση αυτή, στο διάστηµα ∆ (οποιοδήποτε από τα 1 2 3 4∆ , ∆ , ∆ , ∆ ) είναι: 
β β β3

1 1 1

0 α α α
Ι f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx h (x)dx′= = = =∫ ∫ ∫ ∫  

Όπου 1 1h (x) f (g(x))g (x)′=  

 
Από τον πίνακα µεταβολών προκύπτουν τα εξής σύνολα τιµών για την 2g(x) x 2x= −  
g([ 1,0]) [g(0),g( 1)] [0,3]− = − =  
g([0,1]) [g(1),g(0)] [ 1,0]= = −  
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Σελ. 30 

g([1,2]) [g(1),g(2)] [ 1,0]= = −  
g([2,3]) [g(2),g(3)] [0,3]= =  
 

Εποµένως 1

h(x) αν x [ 1,0]

h (x) 0 αν x [0,2]

h(x) αν x [2,3]

 ∈ −

= ∈



∈

 

 
Για τα διαστήµατα 1∆  και 4∆  είναι όπως και πριν Ι 9=  
 
Για το 2∆  

3 3 3

1 1

0 0 0

Ι f (u)du f (u)du h (x)dx= = = =∫ ∫ ∫
2 3

1 1

0 2

h (x)dx h (x)dx+ =∫ ∫
2 3

0 2

0dx h(x)dx H(3) H(2) 9 0 9+ = − = − =∫ ∫  

 
Για το 3∆  

3 3 1

1 1

0 0 2

Ι f (u)du f (u)du h (x)dx
−

= = = =∫ ∫ ∫
2 0 2

1 1 1

1 1 0

h (x)dx h (x)dx h (x)dx
− −

− =− − =∫ ∫ ∫
0 2

1 0

h(x)dx 0dx H(0) H( 1) 0 9 9
−

− − =− + − = + =∫ ∫  

 
∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση είναι και πάλι =Ι 9  
 
 
3η επέκταση της f: 
Μια άλλη συνεχής επέκταση της f είναι η 

∈ −=  ∈1 2

u αν u [ 1,0]
f (u)

u αν u [0,3]
 

Θα είναι και πάλι 
β β3 3

1 1 1

0 0 α α
Ι f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx h (x)dx′= = = =∫ ∫ ∫ ∫  

όπου 2
1 1 1h (x) f (g(x))g (x) f (x 2x)2(x 1)′= = − −  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι: 1 2

h(x) αν x [ 1,0]

h (x) h (x) αν x [0,2]

h(x) αν x [2,3]

 ∈ −

= ∈



∈

 

Όπου 2 3 2
2h (x) (x 2x)2(x 1) 2x 6x 4x= − − = − +  

Μια αρχική της 2h  είναι η 
4

3 2x
G(x) 2x 2x

2
= − +  

Έχουµε λοιπόν για καθένα από τα διαστήµατα ∆ 
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Σελ. 31 

Για το διάστηµα 1∆  
3 3 1 1

1 1

0 0 0 0

Ι f (u)du f (u)du h (x)dx h(x)dx
− −

= = = = =∫ ∫ ∫ ∫ Η( 1) Η(0) 9 0 9− − = − =  

 
Για το διάστηµα 2∆  

3 3 3

1 1

0 0 0

Ι f (u)du f (u)du h (x)dx= = = =∫ ∫ ∫
2 3

1 1

0 2

h (x)dx h (x)dx+ =∫ ∫
2 3

2

0 2

h (x)dx h(x)dx+ =∫ ∫ G(2) G(0) H(3) H(2)− + − = 0 0 9 0 9− + − =  

 
Για το διάστηµα 3∆  

3 3 1

1 1

0 0 2

Ι f (u)du f (u)du h (x)dx
−

= = = =∫ ∫ ∫
2

1

1

h (x)dx
−

− =∫
0 2

1 1

1 0

h (x)dx h (x)dx
−

− − =∫ ∫
0 2

2

1 0

h(x)dx h (x)dx
−

− − =∫ ∫ H(0) H( 1) G(2) G(0)− + − − + = 0 9 0 0 9− + − + =  

 
Για το διάστηµα 4∆  

3 3 3

1 1

0 0 2

Ι f (u)du f (u)du h (x)dx= = = =∫ ∫ ∫
3

2

h(x)dx=∫ Η(3) Η(2) 9 0 9− = − =  

 
Και πάλι, όπως αναµένονταν, η τιµή του ολοκληρώµατος είναι πάντοτε η ίδια για 
οποιαδήποτε επιλογή των ορίων α και β. 
 
 
 
Αποδεικνύουµε τώρα µερικά θεωρήµατα που αφορούν την αλλαγή της µεταβλητής και 
είναι χρήσιµα για τη λύση πολλών ασκήσεων. 
 
Τονίζουµε ότι για το σχολικό βιβλίο το dx είναι µέρος του συµβολισµού του 
ολοκληρώµατος και δεν έχουν νόηµα πράξεις που περιέχουν το dx. 
Παλαιότερα το σύµβολο dx παρίστανε το διαφορικό του x και το dy το διαφορικό της 
συνάρτησης και τότε οι πράξεις µεταξύ διαφορικών και συναρτήσεων είχαν νόηµα. 
 
Για τις αποδείξεις των θεωρηµάτων αποφύγαµε τον αυστηρό τρόπο εφαρµογής του 
θεωρήµατος που περιγράψαµε στο 1ο και 2ο παράδειγµα και παραλληλιστήκαµε µε τον 
τρόπο εφαρµογής του θεωρήµατος του σχολικού βιβλίου για να γίνουν πιο εύκολα 
κατανοητά τα θεωρήµατα που ακολουθούν.  
Ο παραλληλισµός αυτός βοηθά την εφαρµογή του παραπάνω θεωρήµατος και στις  
απλές περιπτώσεις που περιγράφουµε παρακάτω δεν δηµιουργεί λάθη. 

Κατά την εφαρµογή του τύπου 
β δ

α γ
f (x)dx f (g(y))g (y)dy′=∫ ∫ είναι σαν να αντικαθιστούµε 

το x µε το g(y)και το dxµε το g (y)dy′ τα οποία όπως είπαµε δεν έχουν νόηµα 
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σύµφωνα µε την θεωρία του σχολικού βιβλίου. 
Τα νέα όρια γ και δ βρίσκονται από τις σχέσεις g(γ) α=  και g(δ) β=  
 
Οι περιορισµοί για να ισχύει η παραπάνω ισότητα ισχύουν στα θεωρήµατα που 
αναφέρουµε παρακάτω και δεν θα ελέγχονται. 
 
Θεώρηµα 1ο (Βασική πρόταση) 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ [α,β]= , τότε  
• x [α,β] α β x ∆∀ ∈ ⇒ + − ∈  και  
• 

β β

α α
f (x)dx f (α β x)dx= + −∫ ∫  

 
Απόδειξη 
x [α,β] α x β α x β∈ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≥ − ≥ − ⇒ β α β x α≥ + − ≥ ⇒ α α β x β≤ + − ≤ ⇒
α β x ∆+ − ∈  
Θέτουµε τώρα x α β y= + − ⇒ dx dy= −  
Όταν x α y β= ⇒ =  και  
Όταν x β y α= ⇒ =  

Άρα 
β α

α β
f (x)dx f (α β y)( dy)= + − − =∫ ∫ β

α
f (α β x)dx+ −∫  

Ειδικές περιπτώσεις 
• Αν f συνεχής στο [0,α] , τότε 

α α

0 0

f (x)dx f (α x)dx= −∫ ∫  

• Αν f συνεχής στο [ α,α]− , τότε 
α α

α α

f (x)dx f ( x)dx
− −

= −∫ ∫  

Για να αποδείξουµε µια σχέση της µορφής  
β δ

α γ
f (x)dx g(x)dx=∫ ∫  δηλαδή ισότητα 

ολοκληρωµάτων µε διαφορετικά όρια, το σύνηθες είναι η αλλαγή µεταβλητής.  
∆εν αποκλείονται και άλλοι τρόποι, π.χ η διάσπαση του ολοκληρώµατος σε άθροισµα 

άλλων ολοκληρωµάτων σύµφωνα µε τον τύπο 
β γ βδ

α α γ δ
f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx= + +∫ ∫ ∫ ∫ , 

αλλά η αλλαγή µεταβλητής είναι το πλέον σύνηθες στις περιπτώσεις αυτές. 
Η αλλαγή µεταβλητής µπορεί να γίνει µε άπειρους τρόπους ώστε να δίνει τα νέα όρια 
στο ολοκλήρωµα. Πρέπει να επιλέγεται κάθε φορά εκείνη η αλλαγή που συµφωνεί και 
µε τα άλλα δεδοµένα του προβλήµατος. 
 
Στο θεώρηµα που µόλις αποδείξαµε, αν και έγινε αλλαγή της µεταβλητής, τα όρια στο 
νέο ολοκλήρωµα είναι τα ίδια µε τα αρχικά. Ασκήσεις που στηρίζονται στην αλλαγή 
αυτή (και είναι πάρα πολλές) θεωρούνται κατά κάποιο τρόπο “έξυπνες” επειδή τα νέα 
όρια που είναι ίδια µε τα αρχικά δεν παραπέµπουν στην αλλαγή της µεταβλητής. 
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Θεώρηµα 2ο  
Αν f : A → �  είναι άρτια και συνεχής και α Α∈ , τότε 
• 

0 α

α 0

f (x)dx f (x)dx
−

=∫ ∫   

• 
α α

α 0

f (x)dx 2 f (x)dx
−

=∫ ∫  

 
Απόδειξη 
Η γεωµετρική ερµηνεία των σχέσεων αυτών δίνεται από το διπλανό σχήµα.  
Το γράφηµα της f είναι συµµετρικό ως προς τον άξονα των y και τα εµβαδά των 
χωρίων ΑΟΖ∆ και ΟΒΓΖ είναι ίσα. 
  
∆ίνουµε τώρα την αλγεβρική απόδειξη 
των παραπάνω. 

Στο ολοκλήρωµα 
0

α

Ι f (x)dx
−

= ∫  

κάνουµε την αντικατάσταση 
x y dx dy= − ⇒ = −  

Άρα 
0

α

Ι f ( y)( dy)= − −∫ και επειδή 

f ( y) f (y)− = διότι η f είναι άρτια, βρίσκουµε τελικά 
α α

0 0

I f (y)dy f (x)dx= =∫ ∫  

Εποµένως 
α 0 α

α α 0

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
− −

= + =∫ ∫ ∫ α α

0 0

f (x)dx f (x)dx+ =∫ ∫ α

0

2 f (x)dx∫  

 
Θεώρηµα 3ο  
Αν f : A → �  είναι περιττή και συνεχής και α Α∈ , τότε 
• 

0 α

α 0

f (x)dx f (x)dx
−

= −∫ ∫  

• 
α

α

f (x)dx 0
−

=∫  

 
Απόδειξη: 
Η γεωµετρική ερµηνεία των 
σχέσεων αυτών δίνεται στο διπλανό 
σχήµα.  
Το γράφηµα της f είναι συµµετρικό 
ως προς την αρχή Ο των 
συντεταγµένων και τα εµβαδά των 
χωρίων ΟΑ∆ και ΟΒΓ είναι ίσα.  

Το 
α

0

f (x)dx∫  είναι το εµβαδόν του 
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Σελ. 34 

χωρίου ΟΒΓ, ενώ το 
0

α

f (x)dx
−

− ∫  είναι το εµβαδόν του ΟΑ∆. 

 
∆ίνουµε τώρα την αλγεβρική απόδειξη των παραπάνω. 

Στο ολοκλήρωµα 
0

α

Ι f (x)dx
−

= ∫  κάνουµε την αντικατάσταση x y dx dy= − ⇒ = −  

Άρα 
0

α

Ι f ( y)( dy)= − −∫ και επειδή f ( y) f (y)− = − διότι η f είναι περιττή, βρίσκουµε 
 

τελικά 
α α

0 0

I f (y)dy f (x)dx= − = −∫ ∫  

Εποµένως 
α 0 α

α α 0

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
− −

= + =∫ ∫ ∫ α α

0 0

f (x)dx f (x)dx 0− + =∫ ∫  

 
Θεώρηµα 4ο  
Αν η συνάρτηση f : →� �  είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο Τ, τότε 
α Τ Τ

α 0

f (x)dx f (x)dx
+

=∫ ∫  

 
Απόδειξη 
Η γεωµετρική ερµηνεία της 
παραπάνω πρότασης αποδίδεται 
µερικώς από το διπλανό σχήµα. 

Το 
α Τ

α

f (x)dx
+∫ παριστάνει το 

εµβαδόν του χωρίου ∆ΕΖΒΗ ενώ 

το 
T

0

f (x)dx∫  παριστάνει το 

εµβαδόν του χωρίου ΟΑΒΗΓ. Τα εµβαδά αυτά είναι ίσα διότι αποτελούνται από το 
κοινό µέρος ∆ΑΒΗ και τα ίσεµβαδικά χωρία ΑΕΖΒ και Ο∆ΗΓ. 
 
Η αλγεβρική απόδειξη της πρότασης ακολουθεί την γεωµετρική ερµηνεία και έχει ως 
εξής: 
α Τ Τ α T

α α Τ

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
+ +

= +∫ ∫ ∫       (1) 

Στο 2ο ολοκλήρωµα εκτελούµε τον µετασχηµατισµό x y T dx dy= + ⇒ =  

Είναι 
α Τ α

T 0

f (x)dx f (y T)dy
+

= +∫ ∫  και επειδή η f είναι περιοδική µε περίοδο Τ, άρα 

f (y T) f (y)+ = θα έχουµε 
α Τ α α

T 0 0

f (x)dx f (y)dy f (x)dx
+

= =∫ ∫ ∫  
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Σελ. 35 

Εποµένως η (1) γίνεται: 
α Τ Τ α

α α 0

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
+

= + =∫ ∫ ∫ T

0

f (x)dx∫  

 
∆ίνουµε τώρα µερικές απλές εφαρµογές των παραπάνω θεωρηµάτων. 
 

1)  Να δειχθεί ότι 
π π

2 2
ν ν

0 0

ηµ xdx συν xdx=∫ ∫ , *ν +∈�  

 
Απόδειξη 

Σύµφωνα µε το 1ο θεώρηµα θα έχουµε 
π π π

2 2 2
ν ν ν

0 0 0

πηµ xdx ηµ ( x)dx συν xdx
2

= − =∫ ∫ ∫  

2) Να αποδειχθεί ότι 
π

3

π

6

( ηµx συνx)dx 0− =∫  

Απόδειξη 

Ονοµάζουµε Ι το ολοκλήρωµα, δηλ. 

π

3

π

6

I ( ηµx συνx)dx= −∫  

Σύµφωνα µε το 1ο θεώρηµα έχουµε 
π

3

π

6

π π
I ηµ( x) συν( x ) dx

2 2

 = − − − =   ∫
π

3

π

6

( συνx ηµx)dx−∫  

∆ηλαδή Ι Ι Ι 0= − ⇒ =  
 

3) Να υπολογιστεί το 
2 2

2

x ηµxΙ dx
2 συνx

−

=
+∫  

Απόδειξη  

Η συνάρτηση 
2x ηµx

f (x)
2 συνx
=
+

 είναι περιττή, αφού 

2 2( x) ηµ( x) x ηµx
f ( x) f (x)

2 συν( x) 2 συνx
− −

− = = − = −
+ − +

 

Σύµφωνα εποµένως µε το 3ο θεώρηµα είναι I 0=  
 

4) ∆ίνεται η συνάρτηση 2f (x) 2x ln(x 1)= + + . Να υπολογιστεί το 
1

1

I xf (x)dx
−

= ∫  

 
Πανελλαδικές 2010, Θέµα Γ, ερώτηµα 4 

 
(Υπήρχαν και άλλα ερωτήµατα στο θέµα αυτό τα οποία παραλείψαµε) 
 
Λύση 
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Σελ. 36 

1 1
2 2

1 1

xf (x)dx (2x x ln(x 1)dx
− −

= + + =∫ ∫ 1 1
2 2

1 1

2x dx x ln(x 1)dx
− −

+ + =∫ ∫ 1 2I I+  (1) 

Όπου 
11 3

2
1

1 1

2x 4
I 2x dx

3 3
− −

 = = =  ∫  και 
1

2
2

1

I x ln(x 1)dx
−

= +∫  

 
Το 2I µπορεί να υπολογιστεί χωρίς τη χρήση των θεωρηµάτων που αναφέραµε ως εξής: 
Θέτουµε 2x 1 y+ = , άρα 2 1

(x 1) dx dy xdx dy
2

′+ = ⇒ =  

Όταν x 1 y 2= − ⇒ =  
Όταν x 1 y 2= ⇒ =  

Άρα  
1

2
2

1

I x ln(x 1)dx
−

= +∫ =
2

2

1
ln ydy 0

2
=∫  

 
Με τη βοήθεια του 3ου θεωρήµατος ο υπολογισµός είναι άµεσος. 
Η συνάρτηση 2g(x) x ln(x 1)= +  είναι περιττή, άρα 

1
2

2

1

I x ln(x 1)dx 0
−

= + =∫  

Η (1) τώρα δίνει 
1

1

4
xf (x)dx

3
−

=∫  

 
 
 

Ολοκλήρωµα αντίστροφης συνάρτησης 
 
Το ορισµένο ολοκλήρωµα της αντίστροφης µιας συνάρτησης f µπορεί να υπολογιστεί 
και αν ακόµη δεν γνωρίζουµε τον τύπο της αντίστροφης. 
Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος της αντίστροφης µιας συνάρτησης f πρέπει η 

1f − να είναι συνεχής.  
Η συνέχεια της 1f −  εξασφαλίζεται από το παρακάτω θεώρηµα το οποίο όµως δεν 
περιέχεται στο σχολικό βιβλίο.  
 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και αντιστρέψιµη, τότε η 1f −  είναι 
συνεχής στο f (∆) . 
 
Παρά το ότι το θεώρηµα αυτό δεν υπάρχει στο σχολικό βιβλίο, το 2003 τέθηκε στις 
Πανελλαδικές εξετάσεις ένα θέµα υπολογισµού εµβαδού στο οποίο απαιτούνταν η 
συνέχεια της αντίστροφης µιας συνάρτησης η οποία όµως δεν δίνονταν. 
Θεωρήθηκε αυθαίρετα από τους υποψήφιους ότι η 1f − είναι συνεχής και αυτή η λύση 
θεωρήθηκε πλήρης. 
 
Το θέµα αυτό είχε ως εξής: 
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Σελ. 37 

Έστω η συνάρτηση 5 3f (x) x x x= + + .  
Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της 1f − , τον άξονα των x και την ευθεία µε εξίσωση x 3= . 
 

Πανελλαδικές 2003 
Λύση 
Αποδεικνύεται εύκολα ότι η f είναι γν. αύξουσα, άρα 1-1, άρα ορίζεται η αντίστροφή 
της (αυτό ζητούνταν σε προηγούµενο ερώτηµα).  
Το πεδίο ορισµού της 1f − είναι το 

x x
f ( ) ( lim f (x), lim f (x))

→−∞ →+∞
= =� �  

Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της 1f
c

−
µε τον άξονα των x.  

Ζητούµε εκείνα τα x για τα οποία 1f (x) 0− = ⇔ 1f (f (x)) f (0)− = ⇔ x 0=  

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε 
3

1

0

E f (x)dx−

= ∫  

Είναι 4 2f (x) 5x 3x 1′ = + +  
Εκτελούµε τον µετασχηµατισµό x f (y) dx f (y)dy′= ⇒ =  
Όταν x 0 f (y) 0 f (0) y 0= ⇔ = = ⇔ =  
Όταν x 3 f (y) 3 f (1) y 1= ⇔ = = ⇔ =  
Εποµένως  

1
1

0

E f (f (y)) f (y)dy− ′= =∫ 1
4 2

0

y (5y 3y 1)dy+ + =∫ 1
5 3

0

(5y 3y y)dy+ + =∫
16 4 2

0

5y 3y y

6 4 2

 + + =  
5 3 1 25τ.µ
6 4 2 12
+ + =  

 
Ο τρόπος υπολογισµού του ορισµένου ολοκληρώµατος της αντίστροφης µιας 
συνάρτησης είναι αυτός που αναλύσαµε στο παραπάνω πρόβληµα. 
 
Το πρόβληµα µπορεί να λυθεί ευκολότερα αν χρησιµοποιήσουµε το παρακάτω 
θεώρηµα που ουσιαστικά υπολογίζει το ολοκλήρωµα της αντίστροφης µιας συνάρτησης 
f από το ολοκλήρωµα της f. 
 
Θεώρηµα 5ο 
Αν η συνάρτηση f : [ α,β] → �  είναι συνεχής και αντιστρέψιµη τότε:  
β f (β )

1

α f (α )

f (x)dx f (x)dx βf (β) αf (α)−+ = −∫ ∫  

Θεωρούµε γνωστό ότι η 1f −  είναι συνεχής στο διάστηµα ολοκλήρωσης. 
 
Απόδειξη 
Η απόδειξη θα γίνει όπως ακριβώς κάναµε στο προηγούµενο παράδειγµα. 
Στο 2ο ολοκλήρωµα εκτελούµε τον µετασχηµατισµό x f (y) dx f (y)dy′= ⇒ =  
Όταν x f (α) f (y) f (α) y α= ⇔ = ⇔ =  
Όταν x f (β) f (y) f (β) y β= ⇔ = ⇔ =  
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Σελ. 38 

Εποµένως 
f (β)

1

f (α )

f (x)dx−

=∫ β
1

α
f (f (y))f (y)dy− ′ =∫ β

α
yf (y)dy′ =∫ β

α
xf (x)dx′∫  

Άρα 
β f (β)

1

α f (α)
f (x)dx f (x)dx−+ =∫ ∫ β β

α α
f (x)dx xf (x)dx′+ =∫ ∫ [ ]

β

α
f (x) xf (x) dx′+ =∫ β

α
[xf (x)] dx′ =∫

[ ]βαxf (x) = βf (β) αf (α)−  

 
Με την χρήση του παραπάνω θεωρήµατος ο υπολογισµός του εµβαδού του 
προηγούµενου παραδείγµατος µπορεί να γίνει πιο σύντοµα. 
 
Πράγµατι:  
Θέλουµε να υπολογίσουµε το 

3
1

0

E f (x)dx−

= ∫  

Σύµφωνα µε το θεώρηµα είναι: 
f (1)1

1

0 f (0)

f (x)dx f (x)dx 1 f (1) 0 f (0) f (1) 3−+ = ⋅ − ⋅ = =∫ ∫     (1) 

Όµως: 
1 1

5 3

0 0

f (x)dx (x x x)dx= + + =∫ ∫
16 4 2

0

x x x

6 4 2

 + + =  
1 1 1 11

6 4 2 12
+ + =  και η (1) δίνει 

 
3

1

0

11 25
f (x)dx 3

12 12
−

= − =∫  

Είναι f
1 1f (x) 0 f (f (x)) f (0) x 0

↑− −≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  που ισχύει στο [0,3]  

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
3 3

1 1

0 0

25
E f (x)dx f (x)dx τ.µ

12
− −= = =∫ ∫  
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β

α
g(x) f (x, t)dt= ∫  
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