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����������  ���  �	�
	������ . 

 �   ���������  
x

�

f (t)dt�  

��� . ��	
��
� , ���
�������  – ������	��� , ������  
 

e-mail: iossifid@yahoo.gr 
 
���  �����	  
��	����  ��
�����  �����  	  �������	  ����������  ��  ���
�	����� . 
��  ������	���  ���  ���
�	�����  �����  ���  ��  ����	����  ������  ���  ���������
�� , 
����  ����
����  ��  ������	���  �����  �����  ������  ����  ���  ���������  ��	��  
��������  (!���
��  ����������� , "��
������� , ���������� ). 
#������  ���
���  ��  �	�����
����  ��������  ���  �����  $���%����  	  �������	  
�������  ��
����� . 
 
�� �
��  1�   
��  
  	!�"��
	
  f �����  	!��#��  	��  [� ,� ]  ���  f (x) 0�  x [� ,� ]� � , ����  
�

�

f (x)dx 0��          (1) 

& �������	  �	�  �����	�  ��
 ����  �����  ���  ���  �����  ���  ��������  
���
�	������ , �'�  �	����  ���  �������  Riemman  �R  �����  0� , ��  �����  
��  

�lim R 0� �
�

�

f (x)dx 0��  

(��  ���  ����  �����  ��
 ����  ���  ��  f (x) 0�  x [� ,� ]� � , ����  
�

�

f (x)dx 0��  

(�����
� ����  ��� : 
 
$�  = 	�
�  (1) �	#%��  �����  ����  f (x) 0�  x [� ,� ]� �  

#	����  ��  ������  ����  
��  ���  0x [� ,� ]�  ��  0f (x ) 0�  ����  
�

�

f (x)dx 0��  

�&���'
  
(�  ��  �	����  0x �����  ������
�  ���  �����������  � �� ,� , ����  ����  �	�  ���������  �	�  f 

������  �����	��  � [ � , � ] [ � ,� ]� � ���  �������  ��  0x ������  ����  

0f (x ) 0 x [ � , � ]� � �   

!����  ���  
� � ��

� � � �

f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx� � �� � � �     (2) 
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!�����  f (x) 0�  ���  ����������  [� , � ]  
��  [� ,� ]  ��  �����  
�

�

f (x)dx 0��  
��  

�

�

f (x)dx 0�� ,���  
�

�

f (x)dx 0��  �'�  ���  [ � , � ]  �����  f (x) 0� ,  

!�������  ���  �	�  (2) ��
 ����  
�

�

f (x)dx 0��  

(�  0x ��  ����  ������  ����  �����	��  � [� , � ] [ � ,� ]� �  ������  ����  f (x) 0�  
x �� � . 

!����  ����  
� ��

� � �

f (x)dx f (x)dx f (x)dx 0� � �� � �  

)����  	  �������	  ��  0x ��   
 
�(��)������  
1) (�  � ��  (�����  ��  �����	��  ���
����	�  �����  ��  [� , � ] , 	  ������	��  ��� ��  ��  

�	�  �������	  '�� , �	����  ��  f (x) 0 x [� ,� ]� � � , ����  
�

�

f (x)dx 0��  

2) *�  �������'�  ���  ���������  ���  ��� �� . 

(�  �	����  
�

�

f (x)dx 0��  ���  ��� ��  

��������
�  ���  f (x) 0 x [� ,� ]� � �  
& �������	  �����  ��  �����  ��  ���  
������������� , �����  � 
���  ����  ��  ��  
��	�� �����  
��  �������
� . 
+��  �������  �����  �����  
�

1 2 3
�

f (x)dx E E E 0� � � ��  ����  1 2 3� , � , �  ��  

��$���  ���  �������� , ����  �����  f (x) 0 x (� ,� )� � � . 
 
*�  ���	��  ����  ������  ���  �����
�  $�$���  
��  �����  ��  �	�������	���  ����  
�������	 .  
*�  ��������  
��  ��  ��������  ���  �
������ �  ���  �������  ���  �����
�  $�$���  
(
�����  �������  ��  ��
����� ) 
��  �����  ��  ������
� �����  ���  ����  ���	���  ���  
��  
�����  ���	  ���� . & �������	  ��  �������  ����  ��	�  �������	  �	�  ��
	�	�  ��  
����  ����� . #�����������  ��  ��������  
��  ��  ��������  ����  
��  �������  ���  
����������  ���� . 
 
(���	����  

1) ��  f 	!��#��  	��  [� ,� ] , ����  
�

2

�

f (x)dx 0��  ���  
�

�

f (x) dx 0�� . 

$�  �	��  ���  	���  %�  &���&� 	���  �	#%��  ����  f (x) 0 x [� ,� ]� � �  
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2) ��  f 	!��#��  	!�"��
	
  	��  �"	�
��  * , � ,� �� ,  f (x) 0 x �� � � , !&"�#��  +��  

��!�"#�	���  0x ��  ��  0f (x ) 0�  ���  
�

�

f (x)dx 0�� , ����  � ��  

3) ��  
  	!�"��
	
  f �����  	!��#��  	��  [� ,� ]  ���  f (x) 0�  x [� ,� ]� � , ����  
�

�

f (x)dx 0��  

$�  = �	#%��  �����  ����  f (x) 0�  x [� ,� ]� �  
 
�&���'
  
('�  f (x) 0� x [� ,� ]� � � f (x) 0� � x [� ,� ]� � , ��  � �'���  ��  ��  ���	��  ��  

�����  
��  
�

�

f (x)dx 0� � ��
�

�

f (x)dx 0��  

*�  ����  ��� ��  ����  f (x) 0 x [� ,� ]� � � �  �  ���� ����  f (x) 0 x [� ,� ]� � �  
 
4) ��  ��  	!�����	���  f ���  g  �����  	!��#���  	��  �"	�
��  [� ,� ]  ���  �	#%��  

f (x) g(x)�  x [� ,� ]� � , ����  
� �

� �

f (x)dx g(x)dx�� � .  

$�  �	��  �	#%��  ����  f (x) g(x) x [� ,� ]� � �  
 
�&���'
  
f (x) g(x)� x [� ,� ]� � � f (x) g(x) 0 x [� ,� ]� � � �   
+ �'���  ��������  ��  ��  1�  ���	��  ��  ����� : 
�

�

[f (x) g(x)]dx 0� � ��
� �

� �

f (x)dx g(x)dx 0� � �� �
� �

� �

f (x)dx g(x)dx�� �  

*�  = ��� ��  ����  f (x) g(x) 0 x [� ,� ]� � � � � f (x) g(x) x [� ,� ]� � �  
 
*
���  ��  ���  &��,&��+	���  ��!  ����������  �&���%��  ��  �����
� 	�!��  ���  
���	��
�� .  
��  �
�   ����
��  �!��  �&�����%����  
  &�������
��  ���  ���	���� �  	#+	���  
����'%  �����
���"��� . 
 
!���
�  �������	  �����  �	�  �����	���  �����  	  ������	  
 
5) ��  f 	!��#��  	!�"��
	
  	��  [� ,� ]  ���  �	#%��  m f(x) M x [ � ,� ]� � � � , ����  

�

�

m(� � ) f (x)dx M( � � )� � � ��  

�&���'
  
���
�	�������  �	�  ����	  

m f (x) M x [ � ,� ]� � � � �
� � �

� � �

mdx f (x)dx � dx� � �� � �
�

�

m(� � ) f (x)dx M(� � )� � � �� *�  ����  ��� ��  ����  f (x) m � x [� ,� ]� � � �  
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�(��)����)  
*�  �������'�  ���  �������  ���������  3, 4, 5 ���  ��� ��� . 
� .�   (������  4):  
(�  ��  ����������  f 
��  g  �����  ��������  ���  �����	��  [� ,� ]  
��  ��� ��  
� �

� �

f (x)dx g(x)dx�� �  ���  ��
 ����  ���  f (x) g(x)�  x [� ,� ]� � . 

 
*�  �����������  ���  �
������ �  �����  ����  ������  �������  ��  ��������  ����  �	�  
�'�����  ���  ���	����� . 
 
(�����-����  

1) ��  �&���#���  ���  
2

1
x

0

4
e dx e

3
� ��  

�&���'
  

& �����	�	  
2xf (x) e� ��  �������  ���  � ����  ���
�  F ���  � , ��  
��  ���  [0,1] . 

)���  ����  ���  �����  ��  �
'�����  ���������  ���  �����������  ����������  
��  ��  

���
�����  
2

1
x

0

e dx�  ���  �����  ��  �����������  ��  F(1) F(0)� 1. 

,��  �	�  �������	  �	�  ��
	�	�  �����  ��  ���
�	������  
�����	�	  ������	�� . 
 
& ���	  �
��	  �����  ��  ���
�	������  �	�  ������	��  m f (x) M� �  ����  m 
��  �  
	  �������	  
��  	  ������	  ����  �	�  f ���  [0,1] . 

,��  
���  x [0,1] 0 x 1� � � � �
22 x0 x 1 1 e e� � � � � �   

2
1 1 1

x

0 0 0

1dx e dx edx� �� � �   

*�  = ���  ��� ��  ����  �	�  ���
����	  �����  ���  ��� ��  
����  ���  ���  ����	���   
2 2x xe 1 � e e� �  ���  
���  x [0,1]�  

-�  
2

1
x

0

1 e dx e� ��  

*�  ���  �
����  �	�  %	�� ���	�  ������	���  ����  ����������  , ���  ����  
��  ��  ���� . 

& ������	��  
2

1
x

0

e dx 1��  �����  ���  ����� , ����  ���  ������
� ��  ��  %	�� ���� .  

.���%����  ��  ���
�	������  ���  ������	��  �	�  ��'��  
2xe g(x)� ����  	  �����	�	  

g(x) ���  �����  	  ������  �����	�	  1, ����  ������  
��  �����  ����� ����  ���  1 ���  

�����	��  [0,1] . ���  ������  �����	�	  �����  	  21 x� , �	����  ��� ��  
2x 2e 1 x� �   

(��
 ����  ���  �	�  ������  ������	��  xe 1 x� �  ��  �������  ����  x ��  2x ). 

                                                        
1 ������� , ��  	
�����	�  ��  �
��������	�  �����  ��  ��������	�  ���� , ���  ��  ��������  	��  
���������  ����� , ����  	��  ������� . ��  ���  ��������  ���������  ���  ���  ������� , ��	�����  ���  �  ��  
��������	�  ���  �
����������  �  �
����������  
��  ������ . 
����������  	�  ���  �������  “�
�������  ���  �
�����  �  ������   ��� …”, ��  ������  !�!���  �����  ���  �  �  ���  
	
����  ��  �
��������� . ��  	
�����  ��  �
���������  �����  ��  	�"  �������  ��  !��	�  
���  �����  ��  �  
	�  ���  ���	���  ��������  
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& ���
����	  �	�  ����	�  
2x 2e 1 x� �  ���  0 ��  1 ���  �����  ������  ���  ��  �����  �	�  

%	�� ���	  ����	 , ����  ������  ��  �����  ���  ���  ���������	  ������	��  ���  �	�  
2

1
x

0

e dx 1�� . #�
���%����  ������  �����  �	�  ���
����	 , �	� . 
2x 2e 1 x� � �  

2
1 1

x 2

0 0

e dx (1 x )dx� � �� �
13

0

x 4
x

3 3

� �
� �� �

� �
 
��  ��������	
�  
��  ��  ����  �
����  �	�  

������	��� . 
 
*���%����  ���  ���  ������  �����  ���  ��  
�����$����  ����  ������	��  �����  ��  
���
�	������  ���  ��  '�������  ��	  %	�� ���	  ����	 . /������  
��  ���  �����������  
������	���  ���  ��  ���  ���
�	������  ��  $� ��  ���  �����  ���  ���  ��  ���
����� . 

���� ��  � .�  ��  �����������  ���   ($����  �������  ��������� ) 
2

x x
e 1 x

2
� � � , 

x 0� � , ��   
��  
2

4
x 2 x

e 1 x x
2

� � � � � �  . !�������  

2
1 1 4

x 2

0 0

x
e dx 1 x dx

2
� �

� � � �� �
� 	

� �  
13 5

0

x x
x

3 10

� �
� � �� �

� �
 

1 1 43 40 4
1

3 10 30 30 3
� � � � �  

 
+��  ���������  ����  ����������  ���  ����	��
�  ������	�� . (�  	  ���
����	  �����  
��  �����	��  ���  �������  �	�  ����$�	��  ���  ���  ��� , �����  ��  ����������  ���  
������	��  �����  ����������  ����  ���������  ��  ��  �������  ��������� . 
 

2) ��  �������	�
  ���  ��  ��	�  x 0�  ������  
2

x x
e 1 x

2
� � �  

(�  x 0�  	  ������
���  ��� ��  ��'����  ��  ����	��  
(�  x 0� , ����  ���  �	�  ������	��  te 1 t� � ��  ���
����	  ���  0 ��  x $��
���� :  
x x

t

0 0

e dt (1 t)dt� � �� �
x2

0

t
t

2

� �
� �� �

� �

2x
x

2
� �

2
x x

e 1 x
2

� � � �
2

x x
e 1 x

2
� � �   


��  	  �����	  ��������	
� . 
 

3) ��  �������	�
  ���  
1

4 2
0

2x�� 3x
dx ln 2

x x 1
�

� ��  

��������  
*�  �������  ���
�����  ���  ���� ��  ��  ��  ������������ . 0�  ���
������  �	�   

4 2

2x�� 3x
f (x)

x x 1
�

� �
 ��  ���	  �����	�	  g(x) , ������  ����  f (x) g(x)�  
��  ��  

���
�	������  �	�  ����	  ����  ���  0 ��  1. 
#��  ������  �����  ��  
�����$����  ����  �����  	  
�����	�	  �����	�	  g ���  ��  ���  
�����  ��  ���  ���  ������� , �	� . ��  ln2. ����  	  �������  �����  ��  �������������  �	�  
�������  �	�  g. 1��  ����  ��������  �����  ��  $�	�����  ����
� , ��  �������  ���  ���  2�  
�����  ������  ��  ln2 ���  �����  ������  ��  ��������  ���  �	�  ���
����	  �	�  

2

2x
h(x)

x 1
�

�
. 
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#�
���%����  ������  �	�  � �
��	  �	�  f ��  �	�  h: 

�� 3x 1 x [0,1]� � � �
4 2 4 2 2

2x�� 3x 2x 2x
x [0,1]

x x 1 x x 1 x 1
� � � �

� � � � �
 

���
�	�������  �	�  ���������  ���  0 ��  1 ������ : 
1 1

12
4 2 2 0

0 0

2x�� 3x 2x
dx dx ln(x 1) ln 2

x x 1 x 1
� �� � � �� �� � �� �  

*�  = ���  ��� ��  
���  �	�  ���
����	  ������  ����  �������  �����2���	���  ���  ��� ��  
	  ����	��  ���  
���  x [0,1]� . 
 

4) ��  �������	�
  ���  � �
�
2

4

0

�
�� x ��� x dx 8

2
� ��  

��������  

#��  ���� ��  ��  ������������  ��  ���
�	�����  

�
2

0

�� xdx�  
��  

�
2

0

��� xdx�  (��  

���
��  �	�  ��� �� x  ���� �  ��  �
'���� �  ��  �	�  $������  ���  �����������  
���������� ) 
-������ , ��  ���� ����  ��  ������������  ��  ���
�	�����  ���  ��  ���  %	�� ����  	  
�������	  ����  ������	��� , ����  ����  ����	��� . "�$���  ����  ���  �	������  ��������
�  

���  ��  ���
�����  

�
2

0

�� xdx� ���  �����  ��  ����������� , ����  
��  ��  �����  ��  

����������� , �  �����������  ���  �����  � 
���� . 
 
0��� ��  �	  �����	�	  f (x) �� x ��� x� �  
0�  ���%	�������  
�����	�	  �����	�	   g(x)  ������  ����  f (x) g(x)� �	�  �����  ��  

���
�	������  ���  
�

[0, ]
2

.  

#��  ������  
����  ������	  ���  ��  ����  �����  ��  �����  	  g. 

(�  ���  
�����  �����	�	  g ��� ��  

�
2

4

0

�
g(x)dx 8

2
�� , ����  
��  ���  
���  ���	  �����	�	   

h(x) g(x) x [0,1]� � �  ��  ��� ��  ����	�  

�
2

4

0

�
h(x)dx 8

2
�� , ���  ��  ���  �	�  �����	�	  g 

��� ��  

�
2

4

0

�
g(x)dx 8

2
�� , ����  
���  �����	�	  
  ��  � (x) g(x) x [0,1]� � � ���  �����  


�����	�	  ���  �	�  �������	 , �����  ��  �����  ���  ���  “����� ” ������	�� . 
 
���  
�����	�	  ����  �����	�	  �����  	  ������  �����	�	  g(x) M x [0,1]� � �  

����  �  �����  	  ������	  ����  �	�  f ���  
�

[0, ]
2

. 
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*�����  ����  ������  �����  	  f �����  �������  ���  
�

[0, ]
2

. 

#�
���%����  ������  �����  	  ����  �  ����  �	�  �����	��  

�
2

4

0

�
� dx 8

2
�� . 

���� ��  �������  ��  ����������� 2 ���  4� 8�  
���  ���  '�������  ���  ������  ��  

���$�����  ����  
�

x
4

� , �����  
� � �

f ( ) �� ���
4 4 4

� � � 42
2 2 2 8

2
� �  

�������  ����� : 

��� x �� x
f (x)

2 �� x 2 ��� x
� � � �

3 3��� x �� x �
x (0, )

22 �� x��� x

�
� �  

*�  ���	��  �	�  f � �����  ��  ����  ��  ��  ���	��  ���  3 3��� x �� x�  ���  �����  ����  ��  

����  ��  ��  ���	��  ���  3 3��� x �� x� ���  �����  ����  ��  ����  ��  ��  ���	��  ���  
��� x �� x ��� x(1 �� x)� � �  ���  �����  ����  ��  ����  ��  ��  ���	��  ���  1 �� x� . 
*�  ���	��  �	�  f �  
��  	  ���������  �	�  f ��������  ���  ���  ���
���  ����
� . 
 

x 0                
�
4

               
�
2

 

f������  + - 

f (x) �  �  

  

& f ������  �������%��  �������  �������  ���  
�
4

 ���  ��  4�
f ( ) 8

4
�  

-�  

� �
2 2

4 4

0 0

�
f(x)dx 8dx 8

2
� �� �  

���� ��  ��  
������  �	�  ��
	�	  ���
�����	  ��  �	�������������  ���  � ��  
� �

� �

f (x)dx f( � � x)dx� � �� �  (��  ���  �����������  ��	�  ������	  ����	�� ) 

& ��
	�	  �����  ��  ����  �	�  ���
���  ��'� : 
 

��  �������	�
  ���  

�
2

4

0

�
�� x dx 8

4
��  

                                                        
2 ���  ����  �	
��	�  �������  ���	��  ��  �����  ��  ����  ���������  ���  �������  

4 4 4� � � �

2 2

� �
�

� ��� �� ��� �
� , �� � �  �������  ����  � �� x�  ���  � ��� x�  
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,��  �	�  �������	  �����  �	�  ����	�  ����	� ��  ���  � �'���  ��  ���  �������  � ��   

�����  

� �
2 2

0 0

�
�� x dx �� ( x) dx

2
� � �� �

�
2

0

��� x dx�  

!�������  	  ����	  ���  ����������   � �
�
2

4

0

�
�� x ��� x dx 8

2
� ��  ��'����  

�
2

4

0

�
2 �� x dx 8

2
� ��

�
2

4

0

�
�� x dx 8

4
��  

 
�������  2�   
��  �  ���������  f �
���  �������  ���  [� ,� ]  ���  ������  m f(x) M x [ � ,� ]� � � � , 

����  
� �

2

� �

f (x)dx (m M) f(x)dx mM( � � ) 0� � � � �� �  

 
��������  
3�� ��  f (x) m 0� �  
��  f (x) M 0 x [ � ,� ]� � � � , ��  

[f(x) m] [f(x) M] 0� � � � � 2f (x) (m M)f (x) mM 0� � � �  
��  ���
����	  ���  �  ��  $ �	�  ����������  ����	�  ��
 ����  	  %	�� ���	 . 
 
& �����	  ����  �	������������  �������  ����  ���  �������  	  ����  ����  ���  ��  � �  

���
�	�����   
�

�

f (x)dx� , 
�

2

�

f (x)dx�  
��  %	������  ���  ������	��  ���  ��  ����  

���
�����  ����  ���������  ���  ���������  ���  �
������� . 
 
����������  

 ��  ���  ������  ���������  f ������  1 f (x) 3 x [1,2]� � � � �  ���  
2

1

f (x)dx 1��  

��  �������	�
  ���  
2

2

1

f (x)dx 5��  

��������  
x [1,2]� �  ����� :  

f (x) 1 f (x) 1 0� � � � �  
��   
f (x) 3 f (x) 3 0� � � �  
��  ��� /��  
���  ���	  $��
����  

(f (x) 1)(f (x) 3) 0� � � � 2f (x) 2 f(x) 3 0� � � �
2

2

1

(f (x) 2f (x) 3)dx 0� � � ��
2 2 2

2

1 1 1

f (x)dx 2 f (x)dx 3 1dx 0� � � �� � �
2

2

1

f (x)dx 2 3 0� � � ��
2

2

1

f (x)dx 5��  
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�������  3� : ���������  Schwarz 
& ������	��  ����  �����  ���������	  �	�  ������	���  B.C.S (Bunyakovsky – Cauchy – 
Schwarz) �	�  ����$��  � �'���  ��  �	�  ����� :  

1 2 � 1 2 �� , � ,...,� ,� ,� ,...,�� � �  ��� �� : 
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 � � 1 2 � 1 2 �(� � � � ... � � ) (� � ... � )(� � ... � )� � � � � � � � � �  

*�  ����  ��� ��  ����  ������  � � � , �������  ���� : 1 1 2 2 � �� �� , � �� ,...,� ��� � � �  

������  � � �  �������  ����  1 1 2 2 � �� �� ,� �� ,...,� ��� � �  
 
& ������	��  Schwarz ���  ���
�	�����  ����  ��  ���� : 
 
��  ��  �����������  f ���  g �
���  ������
�  ���  [� ,� ]  ����  

2� � �
2 2

� � �

f (x)g(x)dx f (x)dx g (x)dx
� � � � � �

� �� � � � � �� � � � � �
� � � � � �
� � �     (1) 

!�  
���  ������  ����  �������  � � � , �"�����  ����  f (x) � g(x) x [� ,� ]� � �  �  
g(x) 0 x [� ,� ]� � �  
 
��������  
,��  �	�  �����	�	  h(x) f (x) � g(x)� �  ��� ��  2h (x) 0 x [� ,� ]� � � , ��  
��  
�

2

�

h (x)dx 0� �� � �
�

2 2 2

�

f (x) 2� f (x)g(x) � g (x) dx 0� � � ��
� � �

2 2 2

� � �

g (x)dx � 2 f (x)g(x)dx � f (x)dx 0
� � � � � �

� � �� � � � � �� � � � � �
� 	 � 	 � 	
� � �    (2) 

�  (�  
�

2

�

g (x)dx 0��  �����  g(x) 0 x [� ,� ]� � �  ����  	  (1) ��� ��  ��  ����	�� . 

�  (�  
�

2

�

g (x)dx 0�� , ��  1�  �����  �	�  (2) �����  �������  2��  $����  ��  ���  �  
��  

���  ��  ��� ��  	  (2) �� � �  �����  
��  �
��  	  ���
������  ���  ���� ���  ��  
�����  0� , �	����  

2� � �
2 2

� � �

4 f (x)g(x)dx 4 g (x)dx f (x)dx 0
� � � � � �

� � �� � � � � �� � � � � �
� 	 � 	 � 	
� � �

2� � �
2 2

� � �

f (x)g(x)dx g (x)dx f (x)dx
� � � � � �

�� � � � � �� � � � � �
� � � � � �
� � �  

*�  ����  ��� ��  ����  g(x) 0 x [� ,� ]� � � �  h(x) f (x) � g(x) 0 x [� ,� ]� � � � � , �	����  
f (x) � g(x) x [� ,� ]� � �  

& �������  ������	��  �����  ��������  �����	  ��  ����������  ����  ��  ��	�� ����  
�������
�  ��������  ������  �� ���  ���  ���  ����  ���  %	��  	  ��
	�	  ���  ���  
������	��  ����  ���������  ���  ���������  ���  �
������� . 
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������	
��   

��  ����	����  ��	 : 
1

2
0

1 3
dx

x 1 4
�

��  

����	��   

& �����	�	  
2

1
u(x)

x 1
�

�
 �����  �������  
��  �� . '�������  ���  �����	��  [0,1] , ��  	  

�������	  ����  �	�  �����  	  
1

u(1)
2

� , ��� ��  �	����  
1

u(x) x [0,1]
2

� � �  

!�������  
��  
1 1

0 0

1 1
u(x)dx dx

2 2
� �� �  

& ������	��  ����  �����  ����� , ����  ���  ������
� ��  ��  %	�� ���� . .���%������  ���  
���  ���������	  ������	�� .  
0�  �	�������������  �	�  ������	��  ���  Schwarz  

2� � �
2 2

� � �

f (x)g(x)dx f (x)dx g (x)dx
� � � � � �

� �� � � � � �� � � � � �
� � � � � �
� � �      (1) 

���  ���  ����������  
2

1
f (x)

x 1
�

�
 
��  2g(x) x 1� �  ���  �����	��  [� ,� ] [0,1]�  

!���� :  

�  
1 1

0 0

f (x)g(x)dx 1dx 1� �� �  

�  
1 1

2
2

0 0

1
f (x)dx dx

x 1
�

�� �  

�  
1 1

2 2

0 0

g (x)dx (x 1)dx� � �� �
13

0

x 4
x

3 3

� �
� �� �

� �
 

& (1) ������� : 
1

2
0

1 4
1 dx

x 1 3

� �
� � �� �

�	 

�

1

2
0

1 3
dx

x 1 4
�

��  

*�  = ���  ��� ��  ������  ���  ������  � � � ����  ��  ��� ��  f (x) � g(x) x [0,1]� � �  

������� , ���  x 0� ��
 ����  � 1� , ���  ���  x 1�  ��
 ����  
1

�
2

�  

 
����������  

& ������	��  ���  ����������  �����  ���  ����� , �	����  	  ����  
3

0,75
4

�  �����  ���  


����  ��	�  �
�$�  ����  ���  ���
�	������   ���  �����  ��	  ��  
�

0,785
4

� 3 

 
 

                                                        

3 ������  
1

1

02

0

1 � � � 3
dx [����� x] ����� ����� 0 0

x 1 4 4 4 4
� � � � � � �

�
�  
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���������  ��	  �
	������  
 
)���  ������ , 	  ��������	��  ���  ����������  ���  ���
�	�����  ��	�%����  ��	�  
���
����	  ����$�
��  ����������  ���  ������
� �����  ��  ���'����  ������ .  
������  ������	���  ������
� �����  ��  ��  ���	��  ���	�  *����  ���  ���'��
�  
������� , �����  ��  �	�  ��������� , �����  ���� �  ��  ��������� �  ��  �	�  
����	��  
(������	��  Jensen) 
 .� .� . 
������  ���� �  ��  ��������� �  ����  �	  ���	  ���	�����  �	�  (�����	� .  
� .�  ��  ��	�  ������  ������	��  2 2� � 2��� �  �������  ����  �  
��  $ � �  �������  
���������� , ������  ���  ������	��  �����  ���������� . 
/�����  ������  ����������  ���  ���� �  ��  ��������� �  ��  ���'���  �������� . 
���
�	�������  ���  $��
����  ������  �����  ���������� . 
 
*�����  ����  ��  ���������  2 ���  �����  ���
�	�����  �	�  ������  ������	��  

te 1 t� �  ���  �����	��  [0, x]  ���  ��  
����������  ��	�  ������	��  
2

x x
e 1 x

2
� � �  

 
���  
��	����  ����������  ��	�%����  ��	�  
����	�� . *�  �����
�  ���	��  �����  ��  
����  (���������  ��  ������  ���  �����
�  $�$���  ��	�  ����	��  4/5*�*&*( - +&�!3(  
4(��&+ ): 
 
��  �  ��������  f 	����  ����  ���  ��������  � [� ,� ]�  ���  y � x �� �  	����  �  
	���������  ���  fc  ���  �����  ���	��  0x �� , ���	  f (x) � x � x �� � � � . 

��  = ����	�  ���  0x x�  
�  ���������  ����	�  �	  ���  �����	��  ����  ����  �   f 	����  ���
�  ���   . 
 
���
�	�������  �	�  ����	  ����  ���  �����	��  # ��
 ����  	  ������	��   
� �

� �

f (x)dx ( � x � )dx� �� �  

 
*�  = ���  ��� �� , �'�  	  f �����  
���  
��  ���  ��� ��  f (x) � x � x �� � � �   
 
,������
� , ���  �����	�	  ����
�  ���  [� ,� ] , 	  
������	��  ����  �	�����  ���  ��  ��$����  ���  
��
��������  �����  (",#  �����  ����� ���  
���  ��  ��$����  ���  ����%���  ("!6  ($� . 
�������  ����� ).  
+�	�  �����	��  ����  ��	�%�����  	  � �	   ���  4�  
����  ���  ���������
��  ���  2015, ����  �����  
�����  %	�� ����  ��  ����������  ���  ���  ������	  
���  �������  ���
�	�����  ����  ���  �����������  
�%� ���  �����	��  (2,3). & � �	  ��������  ��  ��  ���	��  Bolzano, ����%�����  ����  
������	��  ���  
�����  ���
�����  	  �����  ������
� �����  ��  �	�  $������  ���  
�������  ��������� , ���
�	�������  �	����  ���  ����	  �	�  ��'��  f (x) � x �� �  
���  �����	��  [2,3]. 
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7���  �	�  �������
��	���  
��  ���  ������  ���	�����  ���  �������  ����  �������  
���  ���� ����  
 
�����	����  

 ��	���  �  ��������  
xe

f (x)
x

� .  

� ) !�  "�	�	�  �  	���������  ���  fc  ���  ���	��  0x 2� . 

" ) !�  ����	���	�  ���  �  f 	����  ����  ���  ��������  (0, )��  ���  ���  
3 x

2

1

e
dx e

x
��  

 
����	�#�  

� ) !����  
x x

2

xe e
f (x)

x
�� � �

2e
f (2)

4
� �  

& ������	  �	�  �'�������	�  ���  �	����  0x 2�  ����� : 

y f (2) f (2)(x 2)�� � � �
2e

y x
4

�  

 

" ) !���� :  
2 x

3

(x 2x 2)e
f (x) 0 x (0, )

x
� ��� � � � � �� , ��  	  f �����  
���  ���  (0, )�� , 

��  
��  ���  [1,3]  
��  ��������  ��� ��  
2e

f (x) x x [1,3]
4

� � � . 

���
�	�������  �	�  ���������  ���  [1,3]  ������ : 
3 3x 2

1 1

e e
dx xdx

x 4
� �� �

332 2 2
2

11

e e x
xdx e

4 4 2

� �
� �� �
� �� �

�  

 
 

���  ������	  �
����  ����
����	�  �	�  �����  ���  
�

�

f (x)dx�  

1���  ���  �������  ��  �����������  ���  

������	��  �	�  ��'��  
�

�

� f (x)dx �� ��  

1�����  ���  ���  ��  ���  �	�  �����	�	  f ��� ��  
m f (x) M x [ � ,� ]� � � � , ����  ��� ��  
��  

�

�

m(� � ) f (x)dx � (� � )� � � ��      (1) 

& ���  ���������	  ������	��  ���  ���� ��  ��  
������  �'���%�����  �	  ����	  ����  �����  ��  
����������   
m min f ��� [� ,� ]�  
��   
� max f ��� [� ,� ]�  
��  �����  �����  �������  �����  	  f �����  �������  ���  [� ,� ]  
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,��  �����	�	  f ��  f (x) 0 x [� ,� ]� � � , 	  �������  ����	  �	������  ���  ��  ��$����  
���  �����  ���  ���
�������  �����  ���  f , x xc �  
��  ���  
���
� '��  x ��  
��  
x �� ���������  �����  ���  ��$����  ���  ���������  (",#   
��   ("!6 , �	����  	  
����	  (1) ��'����   

�

�

��� (���� ) f (x)dx ��� (���	 )�� �            (2)  

(+���������  ���  �� . � �����  
��  ����
�  �����	�	  ���  ��  �����  ���  � 
���  
�����	��  
	  �������
�  ��	����  ���  ����� ������ ). 
*�  ���  m(� � )� 
��  M(� � )�  ������  '���  ���  �����  ��  
�����	����� , �	����  
�������  ��  ����������  ��  ���
�����  �������  ��  ���  �����  ��� . 
.��%����  ����  ��  �����	��  [� ,� ]  ��  ��  
������  �	����  �  ��  � �  ����������  [� , � ]  
��  
[ � ,� ]  
��  ��'���� :  
� � �

� � �

f (x)dx f (x)dx f (x)dx� �� � �  

+�  
�����  ���  ��  ����������  [� , � ]  
��  
[ � ,� ]  �'���%����  �	�  ������	��  (2) 

�

�

��� (���� ) f (x)dx ��� (���	 )� ��  

�

�

��� (���� ) f (x)dx ��� (���	 )� ��  

��  ������	  
���  ���	  ���  �������  ����������  $��
����  
�

�

��� (���� ) ��� (��	
 ) f (x)dx ��� (��
� ) ��� (���  )� � � ��  

& ���������  ������	��  �����  ���  �����  (�	� . �����  ���  �����  ��� ) ���  �	�  (2), �'�  
���  ������  �����  �	�  ����  ��������  ��  ��$����  ���  ���������  &,40   ���  ���  ��  
�����  �����  ����  �'������  ��  ��$����  ���  ���������  7036 . 
 
*�  �	����  �	�  ������	�  �����   ��  �����  
��  ���������  
��  ����  	  ������	��  ���  
��
 ����  ��  ���  �������  ����  �����  ����
�   ���  ����� .  
 
#	���� , ����  f ���  � �����  �����	�	  ���  �����	��  #  
��  

0 1 2 �D x � x x ... x � )(� � � � � � � ���  �������	  ���  #  ��  ����������  ����  �������  

� �
� x

�
�

�  

1���   i i 1m f (x ), i 1,2,...,��� � ��  ���������  �����  �	�  f ���  ����������  ����������  

 i i� f (x ), i 1,2,...,�� �  ��  ��������  �����  �	�  f ���  ����������  ����������  

!'���%����  �	�  (1) ��  
�����  ���  ��  ����������  i 1 ix , x ][ �  
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1

0

x

1 1
x �

� � � �
m f (x)dx M

� ��

� �
� � � ��  

2

1

x

2 2
x

� � � �
m f (x)dx M

� �
� �

� � � ��  

………………………………… 
�

� 1

x �

� �
x

� � � �
m f (x)dx M

� �
�

�
� �

� � � ��  

��  ������	  
���  ���	  ���  �������  ����������  $��
����  
 

0 1 � 1

� �
f (x ) f (x ) f (x )

� �

�
� � � � � � �� �� �

�

�

f (x)dx �� 1 2 �

� �
f (x ) f (x ) f (x )

�
�

� � � � � �� �� �  (3) 

 
(�  	  f �����  '�������  ���  # 	  (3) ��� ��  ��  �	�  �������	  '�� , �	� .  
 

1 2 �

� �
f (x ) f (x ) f (x )

�
�

� � � � � � �� �� �

�

�

f (x)dx �� 0 1 � 1

� �
f (x ) f (x ) f (x )

� �

�
� � � � � �� �� �  (4) 

 
��  �	�  ������  ����  ���� ��  ��  ������������  ���������  �	�  ����  ����  
���
�	������ , �	����  ��  ����������  ��  ���
�����  �������  ��  ���������  
�����  ��� . 
*�  ���������  ����  ��
 ����  
��  ���  ���  �����  ���  ��������  ���
�	������  
���  ��  
����  ���  ���  
�������  
��  �������  ����������  �	�  f ���  �����	��  #. 
 
�������	
���  

1) ��  ���������  ���  
3

2

1

x 3 dx 7 12� � ��  

�������  

& �����	�	  2f (x) x 3� �  �����  �� . � �����  ���  [1,3]  ��  ������	  ����  �	�  

f (3) 12� , �	����  f (x) 12 x [1,3]� � � �
3 3

2

1 1

x 3 dx 12 dx 2 12� � �� �  

)���  7 12 2 12� �  ���  �  ���������  ���  ���������� . 
 
#���� ��  ��  �����	��  � �1,3 ��  ��  �	����  2 ��  � �  ����������  
��  �'���%����  �	�  

��	�� ���	  ������	��  ��  
�����  ���  ��  ����������  [1,2] 
��  [2,3]. 

+��  �����	��  [1,2] 	  ������	  ����  �	�  f �����  	  f (2) 7�  
��  ���  �����	��  [2,3] 	  

������	  ����  �	�  f �����  	  f (3) 12� . 

!���� : 
2

2

1

x 3 dx 7 (2 1) 7� � � � ��  


��  
3

2

2

x 3 dx 12 (3 2) 12� � � � ��  
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��  ������	  
���  ���	  $��
����  
3

2

1

x 3 dx 7 12� � ��  
��  	  ������	��  

��������	
� . 
 

2) ��  ���������  ���    
�

�
6

13 3 3 �� x 14 3 3
dx

30 8 x 15 8
� � � ��  

�������  

"��
����  �	�  ���������  �	�  
�� x

f (x)
x

�  ���  
�

� , � ]
6

[�  

2

x��� x �� x
f (x)

x
�� �          

0������  g(x) x��� x �� x, x [0,� ]� � �  
g (x) ��� x x�� x ��� x x�� x 0 x (0,� )� � � � � � � � �  ��  	  g �����  �� . '�������  ���  

[0, � ] , ��������  g(x) g(0) 0 x (0,� )� � � � , ��������   
��  
�

x ( , � )
6

� �  

-�  �����  
��   
�

f (x) 0 x ( , � )
6

� � � �  
��  	  f �����  �� . '�������  ���  
�

, � ]
6

[  

#���� ��  ��  �����	��  
�

� [ , � ]
6

�  ��  5 ���  ����������   
� 2�

, ] ,
6 6

[  
2� 3�

, ] ,
6 6

[  

3� 4�
, ] ,

6 6
[  

4� 5�
, ] ,

6 6
[ 5�

, � ]
6

[  
��  �'���%����  �	�  ����	  (4) �	�  �������  ���  

����� ���� . 
 
0�  ������ : 
 
� 2� 3� 4� 5�

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( � )
6 6 6 6 6

� �� � � � �� �� �

�

�
6

�� x
dx

x
��

� � 2� 3� 4� 5�
f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

6 6 6 6 6 6
� �� � � �� �� �

 

 
(���
����������  ���  �����  �	�  f $��
����  ����
�  
 

�

�
6

13 3 3 �� x 14 3 3
dx

30 8 x 15 8
� � � ��  

8  ����������
�  
�

�
6

�� x
1,083 dx 1,583

x
� ��  

�������� : & ����  ���  ���
�	������  �����  1,336 
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�  ���������  
x

�

G(x) f (t)dt� �  

*�  �������  ���
�����  
�

�

f (t)dt�  ����	
�  ���  �����
�  $�$���  ��	�  �������	  ���  	  

�����	�	  f �����  ������	  
��  �������  ���  
������  �����	��  ��  �
�  ��  �  
��  $.  

+�	�  �������	  � �� ����	
�  
�

�

f (t)dt 0��  

*�  ���
�����  
�

�

f (t)dt� �����  ����  �������
��  ������  ���  ��������  ���  �	  

�����	�	  f 
��  ��  �
�  �  
��  $ ���  ����������� . 
(�  ��������  ����	������  ��  �
�  �  ������  ���  ��  �
�  $ ������  �����  ���  ���  
� ���� , ����  ��%����  ���  �����	�	  �	�  ������  	  ����  ���  �������	  �����	�	  
��  
��������  � , ��������  ����  ���  ��  �����  ���  $. 

��%����  �	����  ���  �����	�	  ��  � ��   
x

�

F(x) f (t)dt� �  

(������  ��%����  
��  	  � ����	  �����	�	  
� (x )

� (x)

F(x) f (t)dt� �  

+ �'���  ��  ���  �����  ���  ��������  ���
�	������  ���  �����
�  $�$���� , 	  

�����	�	  
x

�

F(x) f (t)dt� � ��%����  ����  	  f ��%����  
��  �����  �������  ���  �����	��  

�����  ���  � �  ����  ���  ���
�	������  4.  

	��
��  �
  ��  
�

�

f (t)dt� �
  ��������  
����
�
  ���  �  f ���
�  �������  ���  �������
  

��  ���
  �
  
  �
�  � . 
 
*�  ����  ��$�	��  ���  ��  �����������  �����  	  � ��	  ���  ������  �����  ����  
�����	�	�  ���  ���  ������� .  0�  ��	���� ��  ���
������
�  ����  �����  ���  
��������  ���
�	������  ���  �����
�  $�$���� . 
 
 

	
��  �����  ���  
x

�

G(x) f(t)dt� �  

��
  �
  ������
�  �  ���������  G ������  ��  x �
  �
�����  �������  ����� ,  ���  �  f �
  
������
�  �
�  �
  ���
�  �������  ���  �������
  ��  ���
  �
  
  �
�  x. 
 
!
�
����
�
  
 
"
  �������  �
  ����
  �������  ���  �
�
����  ���
������� : 
                                                        

4 ��  
�

�

f (t) dt�  ������  �	  ��
����  	
  ��  	��������  ���	�����
� , 	���  ���  �	  �����������  ����  

��������	�	  ����  �  f ���	
  �������  ���  �
�����	  ���	��  ���  �����  ���  ��������	���  
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1) 
x

2

G(x) t 1 dt� ��  

#���  
& �����	�	  f (t) t 1� �  ����  �����  �����  ��  �����	��  A [1, )� �� 
��  �����  
�������  � ’ ���� . 
*�  
���  ���  2 A� . !�������  ������  �
�  
����  
��  ��  �����  ���  ��  $��
����  ���  
����  �����	��  ����  	  �����	�	  G ��  ��%����  
��  ��  �����  �������  ���  �����	��  
�����  ���  � �  ���� . 
-�  ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  B A [1, )� � ��  
 

2)  
�

�
�

�
x

2
2

1
G(x) dt

t 1
 

#���  

*�  �����  �����  �	�  
2

1
f (t)

t 1
�

�
 �����  ��  A ( , 1) (1, )� �� � � �� 
��  	  f �����  

�������  ��  
�����  ���  ��  � �  ����������  ( , 1)�� �  
��  (1, )�� . 
*�  
���  �
�  2 ( , 1)� � �� � . !�������  �����  
��  �
��  
��  ��  ���  �
�  x ��  ���
��  
���  ����  �����	�� , �	� . �����  
��  �
��  x ( , 1)� �� � . 
!�������  ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  B ( , 1)� �� �  
(��  x ( , 1)� �� � , � .�  x 3� , 	  �����	�	  f ���  ��%����  ���  [ 2,3]� 
��  ��  ���
�����  
���  ����  ��	�� ). 
 
 

�����  ����	�
  ��  
� (x)

�
G(x) f (t)dt� �  

,��  ��  ��%����  	  �����	�	  
� (x )

�

G(x) f (t)dt� � , �����  ����  ��  ��%����  ��  ����  ��� , 

�����  �	����  ��  ������  ��  � (x) .  
��  ������  �  	
���  ��  �	
�  �������  ���  ����������  � , ����	�  x B� . 
��������  ����	�  �  f ��  ��
�	���  ���  ��  	
���  ���	���  ���  �������  �	����  ���  ��  
��
�� . 
��  �	
�  �������  ���  G 	
���  ��  ������  ���  ��� �  ���  x !��  ���  ���
	�  
������"	����  ��  ��������  ����	�� . 
 

& �����	�	  
�

� (x)

G(x) f (t)dt� �  ��'����  ��  
� (x )

�

G(x) f (t)dt� � �  
��  ��  �����  �����  

�	�  $��
����  ��  ���  ����  ���� . 
 
#���	
!����  
 
$�  ��	"���  ��  �	
�  �������  ���  ��������  ��������	��  
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1) 
1

2x 3

G(x) t 1 dt
�

� ��  

& G ��'����  
2x 3

1

G(x) t 1 dt
�

� � ��  

*�  ����  ���  ��%����  ���  
���  x � � .  
& �����	�	  f (t) t 1 dt� � ����  �����  �����  ��  A [ 1, )� � ��  
��  �����  �������  � ’ 
���� . 
*�  
���  ���  1 A� .  
!�������  ����	�  ���  ���	
  2x 3 [ 1, )� � � �� �  2x 3 1� � � � x 1�  
-�  �����  �����  �	�  G �����  ��  B [1, )� ��  
 

2)  
x 2

1

t
G(x) dt

t 2
�

��  

,��  ��  ��%����  	  G �����  ��  ��%����  ����  ��  ����  ��� , ��  �����  x 0�   (1) 

*�  �����  �����  �	�  �����	�	�  
2t

f (t)
t 2

�
�

 �����  ��  A ( ,2) (2, )� �� � ��  
��  	  f 

�����  �������  ��  
�����  ���  ��  ����������  ( ,2)��  
��  (2, )�� . 
!�����  ��  
���  ���  ���
��  ���  �����	��  ( ,2)��  �����  
��  ��  ����  ���  ��  ���
��  

���  ����  �����	��  ���  ������  �����  �	�  f, �	����  �����  x ( , 2)� �� �  

0 x 2� � � 0 x 4� �        (2) 
��  (1) 
��  (2) �����	�� ���  ����  0 x 4� � , ��  ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  
B [0,4)�  
 
 

�����  ����	�
  ��  
� (x)

� (x)

G(x) f (t)dt� �  

&��  ��  ��
�	���  �  G ����	�  ��  ��
������  ��  ��  ����  � (x)  ���  � (x) ���  �  
���������  f ��  ��
�	���  ���  ��  	
���  ���	���  �	����  ���  ��  ��
�� . '�  �����  ���  x 
!��  ���  ���
	�  ������"	����  ��	�  �����  ��  ����	��  ����	����  ��  �	
�  �������  ���  
G. 
 
#���	
!����  
$�  ��	"���  ��  �	
�  �������  ���  ��������  ��������	��  
 

1) 
3x 2

2x 1

�� t
G(x) dt

t 3

�

�

�
��  

(���  
*�  � �  ���  ���  ���
�	������  ��%�����  ���  
���  x � �  

�����  ���  ��  ��%����  	   
��  	  
�� t

f (t)
t 3

�
�

 
��  ��  �����  �������  �����  ���  � �  

���� . 
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*�  �����  �����  �	�  f �����  ��  A ( ,3) (3, )� �� � ��  
��  	  f �����  �������  ��  
�����  
���  ��  ����������  ���� . 
�����  ������    
� �2x 1 ( ,3) ��� 3x 2 ( ,3)� � �� � � ��   �   � �2x 1 (3, ) ��� 3x 2 (3, )� � �� � � ��  

*�  1�  � ��	��  ���  ���������  ��	�� ��  ����  
1

x
3

� , ���  ��  2�  � ��	��  ��	�� ��  ����  

x 2�  

1��� , ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  
1

B ( , ) (2, )
3

� �� � ��  

 

2) 
x t

ln(x 1)

e
G(x) dt

t t 2�

�
��  

(���  
*�  
���  ���  ��%����  ����  x 1� �       (1) 
*�  ����  ���  ��%����  ����  x 0�       (2) 

& �����	�	  
te

f (t) dt
t t 2

�
�

 ����  �����  �����  ��  A ( 2,0) (0, )� � � �� 
��  �����  

�������  ��  
�����  ���  ��  ����������  ���� . 
,��  ��  ��%����  	  G �����  
��  ��  � �  ���  ���
����	�  ��  ���
���  ���  ����  
�����	��  ���  ������  �����  �	�  f. 
�����  �	����  

� �ln(x 1) ( 2,0) ��� x ( 2,0)� � � � �   �   � �ln(x 1) (0, ) ��� x (0, )� � �� � ��  

*�  ����  � ��	��  �����  �� ����  ������  x 0 x 0� � �  
*�  �� ���  � ��	��   

� �ln(x 1) (0, ) ��� x (0, )� � �� � �� � � �ln(x 1) 0 ��� x 0� � � �  

� �x 1 1 ��� x 0 x 0� � � � �       (3) 

*�  � ��	��  ���  ���������  (1), (2), (3) ��	�� ��  ����  x 0�  
!�������  ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  B (0, )� ��  
 
 

�����  ����	�
  ��  
�

�
G(x) f (x,t)dt� �  

1���  ���  �������  �����	�	  f : A � �  
��  
�

�

G(x) f (x, t)dt� �  

,��  �	�  �����	�	  ���  $��
����  ����  ���  ���
�����  ����$�	��  �����  ��  t (����  
�	�������  ���  ��  dt. *�  x ��������  ������ ). 
& � ��	  ���  ������  �����  �	�  �����	�	�  G �
�������  ����  ������  
������ . 
#	����  �����  ����  ��  ��%����  	  � ����	  �����	�	  f (x, t) ��  ����$�	��  ��  t. 
4������  �����  	   f (x, t) ��  �������  ���  �����	��  �����  ���  ����  
  
��  � . 
��  ���������  �����  ������  ��  �����  �����  �	�  G. 
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������	
��  
���  �  �������   f : [0, )�� � � .  

��  ������  ��  �����  ��	���  ���  ��������  
2

2

1

G(x) f (x 2t)dt� ��  

���  
"��
����  ��  �����  �����  �	�  � ����	�  �����	�	�  2f (x 2t)�  ��  ����$�	��  ��  t 

��  x ������ . 
�����  ��  2x 2t� ��  ���
��  ���  �����  �����  �	�  f, �	� . �����  

2x 2t [0, )� � �� � 2x 2t 0� � �
2x

t
2

�  

#	����  ��  �����  �����  �	�  2f (x 2t)�  �����  ��  
2x

A ( , ]
2

� ��  

�����  
��  �
��  ��������  	  2f (x 2t)�  ��  �����  �������  ���  �����	��  [1,2] , ��  

�����  ��  ������  1 
��  2 ��  $��
�����  ���  �����	��  
2x

( , ]
2

�� . 

�����  
��  �
��  ���  �� ��  ��  ��� ��  
2x

2
2

� � 2x 4 0� � � (x 2 � x 2)� � �  

!�������  ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  B ( , 2] [2, )� �� � � ��  
 
����������  
#������  ���  ���	  � �	  	  �����  '��������
�  �����  ��� , ����  ����  ���  �'����  ��  
�����  
��  ��  ��	������� . 

!
���� ��  ���  ������	�������  2x 2t u� � , ��  
1

dt du
2

� �  

)���  2t 1 u x 2� � � �  
��   ����  2t 2 u x 4� � � �  , ��   
2

2

x 4

x 2

1
G(x) f (u)du

2

�

�

� � �  

*�  �����  �����  �	�  G ���  �����  ��  $����  ���  ����� . �����  ��  � �  ���  ���  
���
�	������  ��  $��
�����  ���  �����	��  [0, )�� . 

���  �� ��  �����  
��  �
��  2x 4 0 (x 2 � x 2)� � � � � �  
-�  ��  �����  �����  �	�  G �����  ��  B ( , 2] [2, )� �� � � ��  
*�  ����������  �����  ��  ����  ��  �	�  ��	�� ���	  � �	 , ����  	  � �	  ����  ���  �����  
���  ���  ���  ����  ���� :  
4���  ���	  ���  �������  ���  ���
�  ���
�����  ���  ��  '�������  ���  ����
�  

���
�����  

2

2

x 4

x 2

1
G(x) f (u)du

2

�

�

� � �  ���  ��  �����  ��������  �����  ��  �������  ����  ���  

�����  �����  �	�  G. *�  �����  �����  �����  ��  ��	������  
���  ���	� , ������  

������  ������  ����  ���  �����  ��������� . 
#��������  ��  ���  ����  �������������  ��  �����  ����  �������  ���������� . 
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��������	���  

�������  �  ��������	�  2

2
f (x)

x
�  ��  

1
g(x)

x
� . ��  ��	�	�  �  ���������  g f�  

�  � ���  �	�  g f�  �����  
2

2

1 x
(g f )(x) g(f (x))

2 2
x

� � ��  

*�  �����  �����  �	�  
2x

h(x)
2

�  �����  ��  � , ��  �	����  ���  ��$����  ����	  ��  �����  

�����  ���  f  
��  g  $��
����  ��  �����  �����  �	�  g f�  ��  � . 
 
)��� : *�  �����  �����  ���  f 
��  g �����  ��  (  
��  "  ����������  ��  *� �� � �  
& g f� ����  	�  ������  �����  �����  ��  � ����  

� {x A ��� f (x) B}� � � � *{x 0 ��� f (x) 0}� � � �  
��  ���  ��  �  

*�  �'����  ��	�  � ��	  ���  ������  �����  �	�  g f�  ���  ���  � ��
2x

(g f )(x)
2

��  

�����  ���  ��  ������  ���  ����	���  ����  ����
�  ����  � ��  �	�  g f�  ���  �����  ���������  
����  x 0� .   
 
 

����������  	�
  ����	���
   
x

�
G(x) f (t)dt� �  

9����  (2015-16) 	  ��������	  �	�  �����	�	�  G �����  ���  ��'�� ����  ���� . !��  
�	����  ��  ���� ��  ������  ��  ���  	  �����	�	  ����  �����  ��������  �	�  f, ��  
��	����  ���  ����  
��	�	���  ���  ��  /�������  ��������  ����  ���  ���  ��  ������� �  

��
�����  ���  ���'������  ��	�  ��������	  ���  ����������  
x

�

F(x) f (t)dt� �  
��  

� (x )

�

G(x) f (t)dt� � . 

,��  ���  ����  �����  ���  ��  �������  ���  �����������  ��������	� . 
 
 
 

�������  ����������
  
 
*�  ���
�����  ����  �����	�	�  �����  ��  �����  ��  � ��	  ����  ���
��  �	� . 
(�  �	� . F �����  ���  ���
�  �	�  f ���  [� ,� ]  (�����������  ���
� ), ����  

� �
�

�

�
�

f (x)dx F(x) F(� ) F(� )� � ��  

/������  ������  �������  (����� ) ���  �	�  � ��	  ����  ��������  ���
�	������ . 
+��  �����
�  $�$���  ���  ���'������  ��  �������  ����� , �������  ����  �����
��  
��
�����  ���  ���  ������  �  ���	���  �����  �����  ���  ��  ���  ��������� . 
 
� .� . ��
	�	  2 �	�  ,:  ������  
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i) ��  �����	
����  ��  ���������  

1
2

1 2
0

1
I dx

x 1
�

��  

ii)  ��  �����	
����  ��  ���������  

�
2

2
�
3

1
I dx

�� x
� �  

,��  �	  � �	  ���  (i) ���������  o ���	���  �����  ��  �
�'���  ���  �������  

� ,� :� �
2

1 � �
x 1 x 1 x 1

� �
� � �

   x 1� � �  


��  
������  ��  ���
�	����  �	  ����	  ����  ���  0 ��  
1
2

. 

��  ����  ����
�  ����  ��  �
�'���  
���  ������ ; 
 
/�����  �����
�  ���������  ���  �����
�  $�$���  ���  ������  ���
�	�����  ���  
'����  (��  ������  ���
�	����� ) �����  �
���   �	� . ���  ���
�
�����  %	������  ��  

�����������  ��  
2

2x 1
dx

x 5x 6
�

� ��  

+�	  � �	  ���  �
�������  ���'�����  
���  ���	 : 

“ ��������	
  ���	�������  � , �  ����  ���
  ��  ����
�  
2

2x 1 A B
x 5x 6 x 2 x 3

�
� �

� � � �
” 

,��  ���  ���	��  	  �
��	  ����  �����  �������  ������	 . �  ���	���  ����  ���  ������	
�   
���  
���  ������ , ��	  ���
�
����	  �������	  �����  ������ . & ������	  
��������  ��  
�������  ���� �����  
��������  �����  ���  ��������  �����  ���  �	�  �����  ����  ���  
�
����  
���  �����
� . *�  ������  ���������  ���  $�$����  ���  ���  �����  �	�  $�$����	��  

���  ����  �����  ��  �����  
��  ���  ��  
�����  
2

1
x 1�

 

�  �����������  
������  ���  

�
2

2
�
3

1
I dx

�� x
� �  �����  ��  �����  ��  ���� :  

� �
2 2

2 2
� �
3 3

1 �� x
I dx dx

�� x �� x
� � �� �

�
2

2
�
3

�� x
dx

1 ��� x
�

��

�
2 ��� x y

2
�
3

(��� x)
dx

1 ��� x

��
� �

��  

1
0 2

2 2
1 0
2

1 1
dy dy

1 y y 1
� � � �

� �� �

1
2

12
0

1
dx I

x 1
� � �

��  

�  �����  ����������  ���  2I  �
��	  
��  ���  ��������	���
�  $�$���  �������  ��  
�������  ���
����	� . #��  �����  �������  ��  %	�� ��  ���  ����  ���	���  ��  ���  
�
�'�� �  �����  ���� . 
*�  ���  ���  ������  
���  �
���  ������  �����
�  $�$����  ���  �
��  ���  ��  %	�� ��  ���  
����  ���	���  ��  �
�'�� �  ���  ������  � �	 . 
!����  ������  ���  
���  �����  �����  ��  ��
 ���  ��  �	�  $������  ���  ������  
��  
��	�� �����  ������ , ����  �����  �������  ��  %	�� ��  ���  ����  ���	���  ��  � ����  
� .�  ���  ��
	�	  ���  ��	�%����  ���  ���������  ���	��  ���  ���  �����  ��������  
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�
��	 , ������  ��  ���������  ���	��  �����  ��  ����������  ��  �	�  $������  ���  
������  �������  ���  �����  ��	  �������� . 
& ������	  �������  ���
����	�  
����  �
��	  
��  ���  � 
����  ��
�����  ���  
� �
���� . 
� .�  ���  
������  ���  ������	
�  ��  ������  ���  ����������  ���  ���
�	������  

�

�

�

�� xdx�  ����  �  �  �����  ������� , �  �����������  ���  

�
3

5

0

�� xdx�  �����  ���  ������	  

������� .  
� �
3 3

5 4

0 0

�� xdx �� x �� xdx� � �� �

�
3

2 2

0

(�� x) �� xdx ��

�
3 ��� x y

2 2

0

(1 ��� x) (��� x) dx
�

�� � ��
1
2

2 2

1

(1 y ) dy� ��  
 .� .�   

,��  
������  ���  ���  ������	
�  �	�  ���'�����	  ������ , �����  ���  � �
���  ��  
�
�'���  ���  ����  ���������� . 
+��  �����
�  $�$���  ���'������  � �  �������  ���
����	� . & ���
����	  
���  
���������  
��  	  ���
����	  ��  ������  ����$�	���  (����
�������	  ��  ���  
����$�	�� ). 
+�  
���  ���	  �������	 , ���  ���  ����������  ����  ���
�	������ , �����  �  ���	���   
��  “�������� ” ���  ���
�  F 
��  ��  �	�������������  
������  ��  ����������  ���	��  

���  ���
�	���
�  �������   
�

�

f (x)dx F(� ) F(� )� ��  

 
�����������  �	�  ���
����	  
���  ���������  
��  ���������  �	�  ���
����	  ��  
������  ����$�	���  ���  �������%��  
��  ��  ����� ���  �����'���  
��  ���
����� . 
 
 
 

������  ����	�
���  ��  ������  ��������  
 
3�� ��  ��  ����  ���	�� : 
 
��  �  ���	
����  g ���  �����  ��
	����  ���  � [� ,� ]� ,�  f �����  ������  ���  g(� )  
���  � ,� g(� )�  ����   
� g(� )

� g(� )

f (g(x))g (x)dx f (u)du� �� �   �  ��  ����   

� g(� )

� g(� )

f (g(x))g (x)dx f(x)dx� �� �        (1) 

!�������  �	������ ����  ���  �	�  �������'	  �����
���� . (�  �	����  
��  ��  �����  

��;��������  ���� ��  ��  �������  
2

1

u �

u �

f (u)du f (g(x))g (x)dx��� �  ��������   

����  u g(x)� . *�  �  
��  $ $��
�����  ���  ���  �������  1g(� ) u� , 2g(� ) u�  
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���  ������  ������  �������  ���  �����
�  $�$���  ���  ���  ����������  ���  ��$���  

 
��� . & �'�����  ����  �����  �
���  ����������   �	� , ���%��  ����  ��  �� ��  ����  	  
������  ����  �����  �������� . *�  ��$�	��  ������%����  ��	�  �������	  ���  	  
�����	�	  g ���  �����  1-1, �����  	  ������	  1g(x) u�  �����  ��  ����  ����������  ���  
���  � ���� .  
& ��	�� ���	  �����	  ���  �����
�  $�$����  ��� ��  
��  ��	�  �������	  ���� , 
�����������  
��  ��  �����  ��  ���  � , � , �
��  ��  ��	� �  ���  �������  1u g(� )� , 

2u g(� )� 5 
��  ���  ��;��������  ���  ���'����  ���  �	�  ����	  (1). 
 
�������������  ������  ���  �  ����  ���  ������
������  �����  �  ����  ����  ���  ��  
���������  ��  �
��  �  ���  � , �
���  ��  ������  ��  �
����������  ���  ��� �
��� .6  
 
+�	�  �������	  ����  g(� ) [� ,� ]�  ������
� ����  ���  ���� ��  ��  ���
��������  �	�  f 
���  �����	��  g(� )  ����  	  ���
���	  1f  ��  �����  �������  (����  �����  ��  �����  ��  

�������  ������ ). (�  1f �����  �����������  �������  ���
���	  �	�  f, ������
� ����  

����  ���  
2

1

u �

1
u �

f (u)du f (g(x))g (x)dx��� �  

 
#������  ���
�  �����������  �'������  ���  �������  ���������  
 
!�
	������  1�   

"�  �����������  ��  
4

2

0

I x 9 x dx� ��  

#���  
0�  ������������  ��  3 ��  ��  ���	��  �	�  ����
�������	� . 0�  �������  �	�  

�����	�	  2h(x) x 9 x� �  ��  �	�  ��'�  f (g(x))g (x)�  ���  ��  �'��������  ���  � ��  
� g(� )

� g(� )

f (g(x))g (x)dx f (u)du� �� �       (1) 

!����  2x 9 x� = 2 21 1
9 x (9 x ) f (g(x))g (x)

2 2
� �� � �  ����  f (x) x�  
��  

2g(x) 9 x� �  

                                                        
5 �����  ����	
� :  
� ) ����������  � . �������� , �
����	�  ����������  ��������� , ��� . 177-184 
 
� ) https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpYTB4NlJJeGp5U3c/edit?pli=1 
����� �  �!"	�
��#!�#� - $	�"%#�  ������#!�#� :  �  �&�����  �'������(��(�(  (��  
��(�&'�  ����������  ���  ���  �'�)��  (��(  (*'����(&�(  ��(  ��)�(  

�

�

g(x) f (x, t)dt� �   

6 (!� ����	�  ���+  ��#  ,�-�  �!��  ��#!�  %.��	 ��#  mathematica ��#!  !��"��	  �	�����  ���/�+�  %	� �# 
��  ,�  �"���	    g ��  �.��	  1-1 �  ��	 .  �����  ����	
�     
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=54&t=12539 
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,��  ��  �'�������  �  � ���  (1) �����  ��  ��� ���  ��  ��;��������  �	�  ������ , �����  
�	����  	  ��������  �	�  2g(x) 9 x� �  �	����  	  g (x) 2x� � ��  �����  �������  ���  

[� ,� ] [0,4]�  ���  �������  �����  
��  	  f (x) x�  ��  �����  �������  ���  
g([0,4]) [9,25]�  ���  �������  ����� . 

���� ��  ������  ��  �������  
2525 25 1 3

2 2

9 9 9

1 1 1 2 98
I u du u dx u

2 2 2 3 3

� �
� �� � � �� �
� �

� �  

!�
	������  2�   

"�  �����������  ��  
�

2 2

�

I � x dx
�

� ��  ����  � 0�  

#���  
)���  ���'����  ��� , �  ���
�����  ����  �������%��  ��  ��$����  ���  ����  
 
���  

2 2 2x y �� � . 0�  ��������  ���  ���  �����  ��  �����������  ��  �	�  ������  �	�  

����
�������	�  �'���%�����  ���  � ��  
� g(� )

� g(� )

f (g(x))g (x)dx f (x)dx� �� �  ���  ��  2�  

�����  ���  ��  1�  . 

�����  ��  �������  �	�  2 2f (x) � x� �  ��	  ��'�  f (g(x))g (x)�  ���  ��  �'��������  
���  �������  � �� . 

0��� ��  �	  �����	�	  g(x) ��� x� , 
� �

x � [ , ]
2 2

� � �  

!����  
�

g( ) �
2

� � �  , 
�

g( ) �
2

�  
��  g(� ) [ � ,� ]� �  

& g �����  ����������	  ���  #  
��  	  ��������  �	�  g (x) ���� x� �  �����  �������  ���  
#  

& �����	�	  2 2f (x) � x� �  �����  �������  ���  g(� ) [ � ,� ]� � . 
���� ��  ������  ��  �������   

�
g( )

� 2
2 2

�� g( )
2

I � x dx f (x)dx
� �

� � � �� �

�
2

�
2

f (g(x))g (x)dx
�

� ��

�
2

2 2 2

�
2

� � �� x (��� x) dx
�

�� ��    

�
2

2

�
2

� ��� x ��� xdx
�

��

�
2

2 2

�
2

� ��� xdx
�

��

�
2

2

�
2

1 ��� 2x
� dx

2
�

�
� ��  

� �
2 22 2

� �
2 2

� �
1dx ��� 2xdx

2 2
� �

� �� � � �
�2 2
2

�
2

�� �
�� 2x

2 4 �
� �

2��
2

 

 

+�	�  �������  � �	  ������  ��  ���  –  
��    ��  �	  ��'�  
�

� g( )
2

� � �  
��  

�
� g( )

2
� .  
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��  ���  ����  �����  ��  ���  ���  ����  ���
�	������  ����  ��  
�
2

�  
��  
�
2

.  

���� ��  ����  ��  �������  
��  
3�

� g( )
2

� �  
����  
��  
5�

� g( )
2

�  �  �
��	  ��  

����������  
��  �����  �����  ���  ��  ���  ��� . + �'���  ��  ���  ������ , 	  ����  ���  
���
�	������  ��  �����  	  ���� , �	����  ���  ����  �	�����  ��  	  �����	�	  g �����  1-1 �  
��� . & �����	  ��� �� .  

!����
��
�  �������  ���  ���
�����  ���  1��  ������  ��  ���  
3�
2

 
��  
�
2

 ���  ��  �� ��  

��  	  ����  ���  ���
�	������  ��  �����  ����  	  ���� . ��  ��;��������  ��� ���  
��  ���  
���  ���  
��  ������ : 

�
2

2

3�
2

J � ��� x ��� xdx� ��

3�
2

2

�
2

� ��� x ��� xdx� ��

3�
2

2 2

�
2

� ��� xdx ��

3�
2

2

�
2

1 ��� 2x
� dx

2
�

��

3� 3�
2 22 2

� �
2 2

� �
1dx ��� 2xdx

2 2
� �� � � �

3�2 2 2
2
�
2

�� � ��
�� 2x

2 4 2
� �  

 
������	
��  3�   
+��  ���������  ����  	  �����	�	  g ��	�  ����
�������	  u g(x)� ���  �����  1-1 
��  
�������  4 �������  �����  ��������  ���  ����  ����  �  
��  $ ���  ��  ���
�����  

�

�

f (g(x))g (x)dx�� . 0�  ��������  ���  
��  ����  4 ����������  	  ����  ���  ���
�	������  

2

1

u �

u �

I f (u)du f (g(x))g (x)dx�� �� �  �����  	  ���� . 

.���������  �	�  ����	��	��  
��  ���  ������  ���  ��;��������  ��  ������  ����  
��� ���  ���  ��  �������  ��'��	  ���  ���  	  ����  ���  ���
�	������  �����  ������	�	  
�	�  ��������  ���  ����  ���� . 
 

��  ����
	����  ��  ����������  � �

10
3

5
2

I udu  

� ) ��  ������  �	��  ���	���  ���  �f (u) u  

� ) ��  ���  ���	���������  � �
1

u x
x

 

 
����  

� )  

10 10
3 2 3

55
22

u 1 100 25 175
I udu ( )

2 2 9 4 72

� �
� �� � � � �� �� �

�  

� ) 0������  
1

u x
x

� � �
2

1 1
du (x ) dx (1 )dx

x x
�� � � �  
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)���  25 1 5
u x 2x 5x 2 0

2 x 2
� � � � � � � �  

��  �%��  �	�  ������	�  �����  �����  ��  1 2

1
� , � 2

2
� �  

)���  210 1 10
u x 3x 10x 3 0

3 x 3
� � � � � � � �  

��  �%��  �	�  ������	�  �����  �����  ��  1 2

1
� , � 3

3
� �  

& �����	�	  
1

g(x) x
x

� �  ���  �����  ������  1 1� . 

�����%����  �  �����������  ���  �%��  1�  
��  2�  
��  $ �����������  ���  �%��  1�  
��  

2� .  
+ �'���  ��  ���  � ��  �	�  �������  ����$�	���  ���  ��  �������  ���
�����  ����� : 

10
�3

5 �
2

I udu f (g(x))g (x)dx�� � �� �
�

2
�

1 1
(x )(1 )dx

x x
� � ��

� 2 2

2
�

x 1 x 1
dx

x x
� �

� ��

� 4

3
�

x 1
dx

x
�

��
�

3

�

(x x )dx�� ��
�

2
2

�

1 1
x

2 x

� �
� �� �
� �� �

2 2
2 2

1 1 1
� �

2 � �

� �� � � ��� �� ��	 �
 	 �� �� �� ��� �� � �� � �
 

/������  4 �������  ����������  ���  ���  �����  ���  �  
��  $. ,��  �����  ���� �  ����  
��������� �  ���  �  
��  $ 	  ����  ���  ���
�	������  3 �����  	  ���� , �'�  ��  1� 
��  2�  

�����  �������'�� , ��  	  ����  ���  2
2

1
�

�
�  
��  ���  ���  � �  �����  ���  �  �����  	  ����  
��  

��	  ��  
17
4

. *�  ����  ��� ��  
��  ���  �	�  ����  ���  2
2

1 82
�

� 9
� � . 

1���  ���  
���  �������  ���  �����  �  
��  $ 	  ����  ���  ���
�	������  �����  �������  	  

����  
��  ��	  ��  
1 82 17 175

( )
2 9 4 72

� �   

 
 
��������	�  4�   
+��  ���������  ����  	  �����	�	  g ���  �����  1-1 
��  	  f ���  ��%����  ��  ���
�	�  
�����	��  g(� ) . /������  ����  4 �����  ��������  ���  ����  ����  �  
��  $, ����  
����%����  
��  ���
���	  �	�  f ����  	  ���  �����	�	  1f  ��  ��%����  ���  �����	��  
g(� ) . 
 


�����  �  ��������  �f : [0,3] �  	�  � � �2f (u) u u [0,3]  

��  ����������  �  ��������	�  � �
3

0

I f (u)du  

� ) ��  ������  	���  �������  ��  f 
� ) ��  ��  ����������  � � �2u g(x) x 2x 
 
����  
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� ) 
33 3

2

00

u
I u du 9

3

� �
� �� � �
� �� �

�  

� ) 0������  2u x 2x du 2(x 1)dx� � � � �  

)���  2u 0 x 2x 0� � � � . ��  �%��  �����  �����  1 2� 0, � 2� �  

)���  2u 3 x 2x 3� � � � .  ��  �%��  �����  �����  1 2� 1, � 3� � �  
& �����	�	  g ������  ���  �����  1 1�  
�����%����  �  �����������  ���  �����  1 2� , �  
��  $ �����������  ���  �����  1 2� , �  
+�����%�����  
���  ����  ���  �  ��  
���  ����  ���  $ �	������ ����  4 
������  
����������  �	�  ��'��  � [� ,� ]�  �  � [� , � ]�  
0�  ����������  ���  ����  ���  ��  ����������  ����  ��� ��  �  � ���  �	�  �������  

����$�	���  
2

1

u �

u �

f (u)du f (g(x))g (x)dx��� �  

*�  ��$�	��  ������%����  ��	�  �������	  ���  ��  �����	��  [0,3]  �����  ������  
���� ����  ���  �������  g(� ) . 
"��
����  ������  ��   g(� )  ���  
���  ������  ���������  ���  �����  �  
��  $. 
!����  g (x) 2(x 1)� � �  
+�	����%����  ���  ���
���  ����
�  ����$����  �	�  g. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
*�  4 ����������  ��  �
�  ��  �  
��  $ 
��  ��  ����������  � ����  �����  �	�  g ��  ����  
����  ��
 ����  ���  ���  �������  ����
�  ����� :  
� ) 1 1 1 1� [� , � ] [ 1,0] �� g(� ) g([ 1,0]) [0,3]� � � � � �  

� ) 2 1 2 2� [ � ,� ] [0,3] �� g(� ) g([0,1]) g([1,3])� � � � � [ 1,0] [ 1,3] [ 1,3]� � � � �  

� ) 3 1 2 3� [� , � ] [ 1,2] �� g(� ) g([ 1,1]) g([1,2])� � � � � � � [ 1,3] [ 1,0] [ 1,3]� � � � �  

� ) 4 2 2 4� [ � ,� ] [2,3] �� g(� ) g([2,3]) [0,3]� � � �  
 
,��  ���  ����������  (� ) 
��  (� ) ������  	  f �����  ������	  
��  �������  ���  g(� ) [0,3]�   
�'���%����  �  � ���  �	�  �������  
��  ����� : 
 
���  �  1� : 

3 1 1

0 0 0

� f (u)du f (g(x))g (x)dx h(x)dx
� �

�� � �� � �  

����  h(x) f (g(x))g (x)dx�� � 2 2(x 2x) 2(x 1)� � � 5 4 3 22x 10x 16x 8x� � �  

���  ���
�  �	�  h ���  �  �����  	  
6

5 4 3x 8
H(x) 2x 4x x

3 3
� � � �  

 
x 

g�(x) 

g (x)

+o -o o o �  =-1 
1 �  =0 

1 
�  =2 �  =3 

2 2 1 

- -- 
 

++ + 0 

+�  �  
 

�  +�  -1 0 0 3 3 
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-�  I H( 1) H(0) 9 0 9� � � � � �  
 
���  �  4�  

3 3

0 2

� f (u)du h(x)dx H(3) H(2) 9 0 9� � � � � � �� �  

 
,��  ���  ����������  ($) 
��  (� ) ������  g(� ) [ 1,3] [0,3]� � �  ���  ���� ��  ��  
�'��������  �����  ���  � ��  �	�  ������� . 
0�  �'��������  ���  � ��  �	�  �������  ���  ���  ���
���	  �	�  f ���  [ 1,3]�  �  
��  ��  
�� ���  � ���� . 
 
0�  ���$�$��������  ���  � ��  �	�  �������  ��	�  �������	  ����  ���
���������  �	�  f ��  
����  ���'����
� �  ������ . & ���
���	  1f  �	�  f �����  ��  �����  ����������� , �
��  
��  �����  �������  ���  �����	��  [ 1,3]� . 
 
1�  �� ����  ��  f: 
0��� ��  �	�  ���
���	  1f �	�  f  ���  �  ��  � � �2

1f (u) u u �  
& f �����  �������  ���  [ 1,3]�  
��  ��  ������ : 
 
���  �  2�  

3 3 3

1 1

0 0 0

� f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx�� � � �� � �
3

0

h(x)dx �� H(3) H(0) 9 0 9� � � �  

 
���  �  3�  

3 1 1

1 1

0 2 2

� f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx
� �

�� � � �� � �
1

2

h(x)dx
�

��
� ( 1) � (2) 9 0 9� � � � �  
 

�����  ��  ��!�  ��������  �  �	�  ��  �������"	���  �����  �  ���� , ���  	�  9. 
 
 
2�  �� ����  ��  f: 

���  ���	  �������  ���
���	  �	�  f ���  [ 1,3]�  �����  	  
� ��

� �
��

1 2

0 �� u [ 1,0]
f (x)

u �� u [0,3]
 

,��  �	  �����	�	  ���� , ���  �����	��  # (�����������  ���  ��  1 2 3 4� , � , � , � ) ����� : 
� � �3

1 1 1

0 � � �

� f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx h (x)dx�� � � �� � � �  

)���  1 1h (x) f (g(x))g (x)��  
 
(��  ���  ����
�  ����$����  ��
 �����  ��  ����  � ����  �����  ���  �	�  2g(x) x 2x� �  
g([ 1,0]) [g(0),g( 1)] [0,3]� � � �  
g([0,1]) [g(1),g(0)] [ 1,0]� � �  
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g([1,2]) [g(1),g(2)] [ 1,0]� � �  
g([2,3]) [g(2),g(3)] [0,3]� �  
 

!�������  1

h(x) �� x [ 1,0]

h (x) 0 �� x [0,2]

h(x) �� x [2,3]

� � ������ ���� ����

 

 
���  �  �����	��  1�  ���  4�  �����  #���  ���  ����  � 9�  
 
���  �  2�  

3 3 3

1 1

0 0 0

� f (u)du f (u)du h (x)dx� � � �� � �
2 3

1 1

0 2

h (x)dx h (x)dx� �� �
2 3

0 2

0dx h(x)dx H(3) H(2) 9 0 9� � � � � �� �  

 
���  �  3�  

3 3 1

1 1

0 0 2

� f (u)du f (u)du h (x)dx
�

� � � �� � �
2 0 2

1 1 1

1 1 0

h (x)dx h (x)dx h (x)dx
� �

� � � � �� � �
0 2

1 0

h(x)dx 0dx H(0) H( 1) 0 9 9
�

� � � � � � � � �� �  

 

�����  ��  ��!�  ��������  �����  ���  ����  �� 9  
 
 
3�  �� ����  ��  f: 

���  ���	  �������  ���
���	  �	�  f �����  	  
� ��

� �
��

1 2

u �� u [ 1,0]
f (u)

u �� u [0,3]
 

0�  �����  
��  ����  
� �3 3

1 1 1

0 0 � �

� f (u)du f (u)du f (g(x))g (x)dx h (x)dx�� � � �� � � �  

����  2
1 1 1h (x) f (g(x))g (x) f (x 2x)2(x 1)�� � � �  

+ �'���  ��  ��  �������  ��  ����� : 1 2

h(x) �� x [ 1,0]

h (x) h (x) �� x [0,2]

h(x) �� x [2,3]

� � ������ ���� ����

 

)���  2 3 2
2h (x) (x 2x)2(x 1) 2x 6x 4x� � � � � �  

���  ���
�  �	�  2h  �����  	  
4

3 2x
G(x) 2x 2x

2
� � �  

1�����  ������  ���  
�����  ���  ��  ����������  #  
 
 
 



��� . �����	
�� : ���������  ���  ������������ . ��������  ���  ��	�����  ���  ����������  
 

��� . 31 

���  �  �����	�  1�  
3 3 1 1

1 1

0 0 0 0

� f (u)du f (u)du h (x)dx h(x)dx
� �

� � � � �� � � � � ( 1) � (0) 9 0 9� � � � �  

 
���  �  �����	�  2�  

3 3 3

1 1

0 0 0

� f (u)du f (u)du h (x)dx� � � �� � �
2 3

1 1

0 2

h (x)dx h (x)dx� �� �
2 3

2

0 2

h (x)dx h(x)dx� �� � G(2) G(0) H(3) H(2)� � � � 0 0 9 0 9� � � �  

 
���  �  �����	�  3�  

3 3 1

1 1

0 0 2

� f (u)du f (u)du h (x)dx
�

� � � �� � �
2

1

1

h (x)dx
�

� ��
0 2

1 1

1 0

h (x)dx h (x)dx
�

� � �� �
0 2

2

1 0

h(x)dx h (x)dx
�

� � �� � H(0) H( 1) G(2) G(0)� � � � � � 0 9 0 0 9� � � � �  

 
���  �  �����	�  4�  

3 3 3

1 1

0 0 2

� f (u)du f (u)du h (x)dx� � � �� � �
3

2

h(x)dx �� � (3) � (2) 9 0 9� � � �  

 
$��  ���� , #���  ���	 ����� , �  �	�  ��  �������"	���  �����  �����  �  ����  ���  
����������  �������  ��  �����  �  ���  � . 
 
 
 
��������	�
��  ���  ������  ���������  ��
  �����	�  ���  ������  ���  ����������  ���  
�����  �������  ���  ��  �	��  �����  �������� . 
 
������
��  ���  ���  ��  �������  ������  ��  dx �����  � ���  ��
  �
��������	  ��
  
������������  ���  ���   ��
�  �����  ���!���  ��
  ���� ��
�  ��  dx. 
"���������  ��  �	�����  dx ���������  ��  ���������  ��
  x ���  ��  dy ��  ���������  ���  
�
��������  ���  ����  ��  ���!���  ����!	  ���������  ���  �
���������  �����  ����� . 
 
#��  ���  ������!���  ���  ����������  ����	����  ���  �
�����  �����  ���������  ��
  
����������  ��
  �������$���  ���  1�  ���  2�  ����������  ���  ����������������  ��  ���  
�����  ���������  ��
  ����������  ��
  �������	  ������
  ���  ��  ����
�  ���  �	����  
���������  ��  ���������  ��
  �����
��	� .  
% �������������  �
���  �����  ���  ��������  ��
  ��������  ����������  ���  ����   
��� �  ����������  ��
  ���������
��  ��������  ���  �����
����  ���� . 

&���  ���  ��������  ��
  �	��
  
� �

� �

f (x)dx f (g(y))g (y)dy��� � �����  ���  ��  �����������	��  

��  x ��  ��  g(y) ���  ��  dx ��  ��  g (y)dy� ��  �����  ����  ������  ���   ��
�  �����  
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�	�����  ��  ���  ������  ��
  �������	  ������
 . 
��  � �  ����  �  ���  �  ����������  ���  ���  �� ����  g(� ) ��  ���  g(� ) ��  
 
%� �����������  ���  ��  ���	��  �  ��������  �������  ���	�
�  ���  ���������  ��
  
���� ��
��  ��������  ���  ���  ��  �� ������� . 
 
%�"��	�  1�  (&�����  ��#��� ) 
'�  �  ��������  f �����  �������  ��  �����	�  � [� ,� ]� , #�   

�  x [� ,� ] � � x �� � � � � �  ���   

�  
� �

� �

f (x)dx f ( � � x)dx� � �� �  

 
'�#���(�  
x [� ,� ] � x � � x �� � � � � � � � � � � � � � x �� � � � � � � � x �� � � � �
� � x �� � �  
' ��
��  ���  x � � y� � � � dx dy� �  
(���  x � y �� � �  ���   
(���  x � y �� � �  

)��  
� �

� �

f (x)dx f (� � y)( dy)� � � � �� �
�

�

f (� � x)dx� ��  

)���� �  �����"����  

�  '�  f �������  ��  [0,� ] , #�  
� �

0 0

f (x)dx f ( � x)dx� �� �  

�  '�  f �������  ��  [ � ,� ]� , #�  
� �

� �

f (x)dx f ( x)dx
� �

� �� �  

#��  ��  ������!�
��  ���  �� ��  ���  ������   
� �

� �

f (x)dx g(x)dx�� �  ������  �������  

�������������  ��  �����������  ���� , ��  �	�����  �����  �  ������  ���������� .  
*��  ������������  ���  �����  ������ , � .�  �  ��������  ��
  ������������  ��  ��������  

�����  �������������  �	�����  ��  ���  �	��  
� � ��

� � � �

f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx� � �� � � � , 

����  �  ������  ����������  �����  ��  �� ��  �	�����  ����  ����������  �
� � . 
+  ������  ����������  ������  ��  �����  ��  ������
�  �����
�  ���  ��  �����  ��  � �  ����  
���  ���������� . "� ���  ��  ���� �����  ����  ����  ������  �  ������  ��
  �
������  ���  
��  ��  ����  ����� ��  ��
  ����������� . 
 
,��  ������  ��
  �����  ������!��� , ��  ���   ����  ������  ���  ���������� , ��  ����  ���  
� �  ����������  �����  ��  ����  ��  ��  ������ . ��������  ��
  �����������  ����  ������  
�
��  (���  �����  ����  ���� � ) �����	����  ����  ������  �����  “ !
���� ” ������  ��  � �  
����  ��
  �����  ����  ��  ��  ������  ���  ����� ���
�  ����  ������  ���  ���������� . 
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%�"��	�  2�   
'�  f : A � �  �����  ����  ���  �������  ���  � �� , #�  

�  
0 �

� 0

f (x)dx f (x)dx
�

�� �   

�  
� �

� 0

f (x)dx 2 f (x)dx
�

�� �  

 
'�#���(�  
+  ����������  ��������  ���  �� ����  �
��  �������  ���  ��  �������  ����� .  
��  �������  ���  f �����  �
��������  ��  ����  ���  �!���  ���  y ���  ��  ������  ���  
������  �%-*  ���  %.#-  �����  ��� . 
  
*���
��  ���  ���  ���������  ������!�  
���  �������� . 

,��  ����������  
0

�

� f (x)dx
�

� �  

����
��  ���  �������������  
x y dx dy� � � � �  

)��  
0

�

� f ( y)( dy)� � �� ���  ������  

f ( y) f (y)� � �����  �  f �����  ����� , ������
��  ������  
� �

0 0

I f (y)dy f (x)dx� �� �  

/��� ���  
� 0 �

� � 0

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
� �

� � �� � �
� �

0 0

f (x)dx f (x)dx� �� �
�

0

2 f (x)dx�  

 
%�"��	�  3�   
'�  f : A � �  �����  �����  ���  �������  ���  � �� , #�  

�  
0 �

� 0

f (x)dx f (x)dx
�

� �� �  

�  
�

�

f (x)dx 0
�

��  

 
'�#���(� : 
+  ����������  ��������  ���  
�� ����  �
��  �������  ���  �������  
����� .  
��  �������  ���  f �����  �
��������  
��  ����  ���  ����  % ���  
�
������� ���  ���  ��  ������  ���  
������  %�*  ���  %.#  �����  ��� .  

��  
�

0

f (x)dx�  �����  ��  �������  ��
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�����
  %.# , ��  ��  
0

�

f (x)dx
�

� �  �����  ��  �������  ��
  %�* . 

 
*���
��  ���  ���  ���������  ������!�  ���  �������� . 

,��  ����������  
0

�

� f (x)dx
�

� �  ����
��  ���  �������������  x y dx dy� � � � �  

)��  
0

�

� f ( y)( dy)� � �� ���  ������  f ( y) f (y)� � � �����  �  f �����  ������� , ������
��  

 

������  
� �

0 0

I f (y)dy f (x)dx� � � �� �  

/��� ���  
� 0 �

� � 0

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
� �

� � �� � �
� �

0 0

f (x)dx f (x)dx 0� � �� �  

 
%�"��	�  4�   
'�  �  ��������  f : �� �  �����  �������  ���  ���������  	�  �������  * , #�  
� � �

� 0

f (x)dx f (x)dx
�

�� �  

 
'�#���(�  
+  ����������  ��������  ���  
��������  ��������  ����������  
������  ���  ��  �������  ����� . 

��  
� �

�

f (x)dx
�

� ����������  ��  

�������  ��
  �����
  */-.+  ��  

��  
T

0

f (x)dx�  ����������  ��  

�������  ��
  �����
  %�.+# . ��  ������  �
��  �����  ���  �����  �������	����  ���  ��  
�����  � ���  *�.+  ���  ��  ����������  �����  �/-.  ���  %*+# . 
 
+  ���������  ������!�  ���  ��������  �����
���  ���  ����������  ��������  ���   ���  ��  
�!�� : 
� � � � T

� � �

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
� �

� �� � �       (1) 

,��  2�  ����������  ������	��  ���  ��������������  x y T dx dy� � � �  

/����  
� � �

T 0

f (x)dx f (y T)dy
�

� �� �  ���  ������  �  f �����  ���������  ��  �������  � , ���  

f (y T) f (y)� � ��   ��
��  
� � � �

T 0 0

f (x)dx f (y)dy f (x)dx
�

� �� � �  
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/��� ���  �  (1) ������� : 
� � � �

� � 0

f (x)dx f (x)dx f (x)dx
�

� � �� � �
T

0

f (x)dx�  

 
*���
��  ���  ����� �  ��� �  ������� �  ���  ��������  ���������� . 
 

1)  ��  ����!��  #�  

� �
2 2

� �

0 0

�� xdx ��� xdx�� � , *� �� �  

 
'�#���(�  

,	�����  ��  ��  1�  ������  ��   ��
��  

� � �
2 2 2

� � �

0 0 0

�
�� xdx �� ( x)dx ��� xdx

2
� � �� � �  

2) ��  �������!��  #�  

�
3

�
6

( �� x ��� x)dx 0� ��  

'�#���(�  

%������
��  0 ��  ���������� , ��� . 

�
3

�
6

I ( �� x ��� x)dx� ��  

,	�����  ��  ��  1�  ������   ��
��  
�
3

�
6

� �
I �� ( x) ��� ( x ) dx

2 2

� �
� � � � �� �� �

� �
�

�
3

�
6

( ��� x �� x)dx��  

*�����  � � � 0� � � �  
 

3) ��  ����������  �  
2 2

2

x �� x
� dx

2 ��� x�

�
��  

'�#���(�   

+  �
�������  
2x �� x

f (x)
2 ��� x

�
�

 �����  ������� , ���	  

2 2( x) �� ( x) x �� x
f ( x) f (x)

2 ��� ( x) 2 ��� x
� �

� � � � � �
� � �

 

,	�����  ���� ���  ��  ��  3�  ������  �����  I 0�  
 

4) 
�����  �  ��������  2f (x) 2x ln(x 1)� � � . ��  ����������  �  
1

1

I xf (x)dx
�

� �  

 
����������	
  2010, �	��   , �������  4 

 
(1������  ���  ����  ���������  ���  � ��  �
��  ��  �����  �������$��� ) 
 
����  
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1 1
2 2

1 1

xf (x)dx (2x x ln(x 1)dx
� �

� � � �� �
1 1

2 2

1 1

2x dx x ln(x 1)dx
� �

� � �� � 1 2I I�  (1) 

(��
  
11 3

2
1

1 1

2x 4
I 2x dx

3 3� �

� �
� � �� �

� �
�  ���  

1
2

2
1

I x ln(x 1)dx
�

� ��  

 
��  2I ������  ��  
����������  �����  ��  �����  ���  ����������  ��
  ���� ����  ��  �!�� : 

' ��
��  2x 1 y� � , ���  2 1
(x 1) dx dy xdx dy

2
�� � � �  

(���  x 1 y 2� � � �  
(���  x 1 y 2� � �  

)��   
1

2
2

1

I x ln(x 1)dx
�

� �� =
2

2

1
ln ydy 0

2
��  

 
2�  ��  �������  ��
  3��  ����������  �  
����������  �����  ������ . 

+  �
�������  2g(x) x ln(x 1)� �  �����  ������� , ���  
1

2
2

1

I x ln(x 1)dx 0
�

� � ��  

+  (1) ���  �����  
1

1

4
xf (x)dx

3�

��  

 
 
 

���������	  	
��������  �
������  
 
��  ����� ��  ����������  ���  �����������  ����  �
��������  f ������  ��  
����������  
���  ��  �����  ���  �������
��  ���  �	��  ���  ����������� . 
#��  ���  
���������  ��
  ������������  ���  �����������  ����  �
��������  f �� ���  �  

1f � ��  �����  �
����� .  
+  �
� ����  ���  1f �  �!�����������  ���  ��  ��������  ������  ��  �����  ����  ���  
���� �����  ���  �������  ������ .  
 
��  �  ���������  f 	
���  ���	��  ���  ��������  �  ���  ������������ , ���	  �  1f �  	
���  
���	��  ���  f (� ) . 
 
"���  ��  ���  ��  ������  �
��  ���  
������  ���  �������  ������ , ��  2003 � ����  ����  
"��������� �  �!�������   ��  � ��  
���������	  ������	  ���  �����  ������	����  �  
�
� ����  ���  �����������  ����  �
��������  �  �����  ����  ���  �������� . 
'��������  �
�������  ���  ��
�  
��$����
�  ���  �  1f � �����  �
�����  ���  �
��  �  �	��  
���������  ������ . 
 
��  � ��  �
��  ����  ��  �!�� : 
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����  �  ���������  5 3f (x) x x x� � � .  
��  ���������	
  ��  	������  ���  ��
��  ���  �	����	
	���  ���  ��  ��� ���  
���������  ���  1f � , ���  �!���  ���  x ���  ���  	�"	
�  �	  	!
����  x 3� . 
 

����������	
  2003 
#$��  
��������	����  �	����  ���  �  f �����  �� . �	!�
�� , ���  1-1, ���  ��������  �  ����������  
���  (�
��  ����	����  ��  ������	����  ������ ).  
��  �����  ������	  ���  1f � �����  ��  

x x
f ( ) ( lim f (x), lim f (x))

��� ���
� �� �  

.�����
��  ��  ������  �����  ���  1f
c � ��  ���  �!���  ���  x.  

-���	��  ������  ��  x ���  ��  �����  1f (x) 0� � � 1f (f (x)) f (0)� � � x 0�  

��  ����	����  �������  �����  ���  ��  
3

1

0

E f (x)dx�� �  

/����  4 2f (x) 5x 3x 1� � � �  
/�����	��  ���  ��������������  x f (y) dx f (y)dy�� � �  
(���  x 0 f (y) 0 f (0) y 0� � � � � �  
(���  x 3 f (y) 3 f (1) y 1� � � � � �  
/��� ���   

1
1

0

E f (f (y)) f (y)dy� �� ��
1

4 2

0

y (5y 3y 1)dy� � ��
1

5 3

0

(5y 3y y)dy� � ��
16 4 2

0

5y 3y y
6 4 2

� �
� � �� �

� �

5 3 1 25
� .�

6 4 2 12
� � �  

 
% ������  
���������	  ��
  ����� ��
  ������������  ���  �����������  ����  
�
��������  �����  �
���  ��
  ����	����  ���  ��������  �������� . 
 
��  ��������  ������  ��  �
���  �
��������  ��  �������������
��  ��  ��������  
������  ��
  �
��������  
���������  ��  ����������  ���  �����������  ����  �
��������  
f ���  ��  ����������  ���  f. 
 
�������  5�  
�	  �  
�	���
�  f : [ � , � ] � �  ��	��  
�	����  ���  �	�
������  �� :  
� f ( � )

1

� f ( � )

f (x)dx f (x)dx � f (� ) � f (� )�� � �� �  

'����	��  ������  ���  �  1f �  �����  �
�����  ���  ��������  ����������� . 
 
��������  
+  ������!�  ��  �����  ����  ������  ������  ���  ������	����  ���������� . 
,��  2�  ����������  ������	��  ���  ��������������  x f (y) dx f (y)dy�� � �  
(���  x f (� ) f (y) f ( � ) y �� � � � �  
(���  x f (� ) f (y) f (� ) y �� � � � �  
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/��� ���  
f ( � )

1

f ( � )

f (x)dx� ��
�

1

�

f (f (y))f (y)dy� � ��
�

�

yf (y)dy� ��
�

�

xf (x)dx��  

)��  
� f ( � )

1

� f ( � )

f (x)dx f (x)dx�� �� �
� �

� �

f (x)dx xf (x)dx�� �� � � �
�

�

f (x) xf (x) dx�� ��
�

�

[xf (x)] dx� ��

� � �

�
xf (x) � � f (� ) � f (� )�  

 
2�  ���  �����  ��
  ��������  ����������  �  
����������  ��
  ������	  ��
  
������	����
  �������������  ������  ��  �����  ���  �	����� . 
 
"������� :  

' ��
��  ��  
��������
��  ��  
3

1

0

E f (x)dx�� �  

,	�����  ��  ��  ������  ����� : 
f (1)1

1

0 f (0)

f (x)dx f (x)dx 1 f (1) 0 f (0) f (1) 3�� � � � � � �� �     (1) 

(��� : 
1 1

5 3

0 0

f (x)dx (x x x)dx� � � �� �
16 4 2

0

x x x
6 4 2

� �
� � �� �

� �

1 1 1 11
6 4 2 12

� � �  ���  �  (1) �����  

 
3

1

0

11 25
f (x)dx 3

12 12
� � � ��  

/����  
f

1 1f (x) 0 f (f (x)) f (0) x 0
�

� �� � � � �  ��
  ���	��  ���  [0,3]  

��  ����	����  �������  �����  
3 3

1 1

0 0

25
E f (x)dx f (x)dx � .�

12
� �� � �� �  
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4)  �����  &
�������
��
 ,  #����
  �������
��
 : ��  ������  ��������������  
���  ����� ��   �����������   ���  µ��  �������  ����  �
���������  ���  ������  

�

�

g(x) f (x, t)dt� �  

https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpYTB4NlJJeGp5U3c/edit 
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��������  &����� ) 

 
6)  George B. Thomas – Ross L. Finney: ������������  4������� , �����  �5  
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/����� ��
��  �
������  – *��������  ���  ��  ��  �� ���  ����  �������������  ���  
����� ��  �����������  �  �
�������  g ��  �����  1-1 
 
 
 


