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Η ΤΡΙΓΩΝΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ 
 

Λεων. Ιωσηφίδης, Μαθηµατικός, Βέροια 
 
 
 
Είναι γνωστό ότι:  
 
Σε κάθε τρίγωνο κάθε πλευρά είναι µικρότερη από το άθροισµα των δύο άλλων 
και µεγαλύτερη από την διαφορά τους. 
 
Εδώ, όταν λέµε διαφορά, εννοούµε φυσικά την απόλυτη τιµή της διαφοράς, διότι στην   
Ευκλείδεια Γεωµετρία δεν υπάρχουν αρνητικά µεγέθη. 
 
Αν λοιπόν ονοµάσουµε α, β, γ τις τρεις πλευρές ενός τριγώνου, θα έχουµε τις εξής 
ανισότητες: 
 

β γ α β γ− < < + ,   γ α β γ α− < < + ,   α β γ α β− < < +  

    
 
Το ερώτηµα είναι:  
 
Ποιες σχέσεις αρκούν ώστε τα α, β, γ να είναι µέτρα πλευρών  τριγώνου;   
 
Υπάρχουν πολλά προβλήµατα των οποίων η λύση στηρίζεται ακριβώς σ’ αυτό το 
ερώτηµα. Αναφέρουµε δύο από αυτά: 
 
Πρόβληµα 1  
Να βρεθούν οι τιµές του x για τις οποίες τα: 2 2x x 1, 2x 1, x 1+ + + +  είναι µέτρα 
πλευρών τριγώνου. 
 
Αν ονοµάσουµε: 2 2α x x 1, β 2x 1, γ x 1= + + = + = + , πόσες και ποιες σχέσεις θα 
χρησιµοποιήσουµε; 
 
Είναι π.χ αρκετό να πάρουµε: α β γ, β γ α, γ α β< + < + < + ; 
 
Μήπως πρέπει να πάρουµε επιπλέον τις σχέσεις: α 0, β 0, γ 0 ;> > >  
 
Μήπως αν πάρουµε και τις τρεις σχέσεις:  
β γ α β γ− < < + , γ α β γ α− < < + , α β γ α β− < < +   

είναι περισσότερες από όσες αρκούν; 
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Πρόβληµα 2 
Αν οι πλευρές τριγώνου αποτελούν γεωµετρική πρόοδο, να αποδειχθεί ότι ο λόγος 
της προόδου περιέχεται µεταξύ 

5 1
2
−

 και 5 1
2
+

 

 
Και εδώ το ερώτηµα είναι το ίδιο: Αν 2α, β αω, γ αω= =  είναι οι τρεις πλευρές του 
τριγώνου, πόσες και ποιες ανισότητες πρέπει να χρησιµοποιήσουµε; 
 
Θα αποδείξουµε εδώ τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες ώστε  τα α, β, γ να είναι µέτρα 
πλευρών τριγώνου και κατόπιν θα λύσουµε τα δύο αυτά προβλήµατα. 
 
Γνωρίζουµε ότι για να υπάρχει τρίγωνο µε πλευρές α, β, γ, πρέπει φυσικά 
α 0, β 0, γ 0> > >   και επιπλέον  β γ α β γ− < < + . 

 
Θα αποδείξουµε αρχικά ότι τα παρακάτω συστήµατα ανισοτήτων (Σ1), (Σ2), (Σ3), 
(Σ4), (Σ5) είναι ισοδύναµα. 
 

     1

α β γ
β γ α (Σ )

γ α β

< + < + < + 
 

 

     2

α β γ
β γ α (Σ )

γ α β

> − > − > − 
 (οι σχέσεις είναι γραµµένες µε κυκλική εναλλαγή των α, β, γ) 

 

     

3

4

5

β γ α β γ (Σ )

γ α β γ α (Σ )

α β γ α β (Σ )

− < < +

− < < +

− < < +

 

 
Η ισοδυναµία των (Σ1) και (Σ2) είναι προφανής. 
 
Ισοδυναµία των (Σ1) και (Σ3) 
 
α β γ α β γ α β γβ γ α α β γ β γ α β γα β γγ α β α γ β

 < + < +    < +   < + ⇔ > − ⇔ ⇔ − < < +  
  > −  < + > −   

 

 
Όµοια αποδεικνύεται ότι 1 4(Σ ) (Σ )⇔   και 1 5(Σ ) (Σ )⇔  

Επειδή τα συστήµατα (Σ2), (Σ3), (Σ4), (Σ5) είναι ισοδύναµα µε το (Σ1), θα είναι και 
µεταξύ τους ισοδύναµα. 
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Όταν δηλ. ισχύει οποιοδήποτε από τα 5 συστήµατα ανισοτήτων, θα ισχύουν και τα 
υπόλοιπα 4. 
Εποµένως από κάθε σύστηµα προκύπτει  ότι υποχρεωτικά θα είναι και 
α 0, β 0, γ 0> > > , αφού α β γ 0> − ≥  

 
Έτσι, για να χρησιµοποιήσουµε πλήρως (δηλ. µε ικανό τρόπο) ότι τα α, β, γ είναι 
µέτρα πλευρών τριγώνου, αρκεί να χρησιµοποιήσουµε οποιοδήποτε από τα 
συστήµατα (Σ1), (Σ2), (Σ3), (Σ4), (Σ5) και µόνο ένα από αυτά. 
 
Οι περιορισµοί α 0, β 0, γ 0> > >  δεν απαιτούνται  
 
αφού προκύπτουν από οποιοδήποτε από τα 5 συστήµατα όπως προαναφέραµε. 
 
Εποµένως για τη λύση και των δύο προβληµάτων που αναφέραµε, οι σχέσεις που 
αρκούν να χρησιµοποιήσουµε είναι οι: α β γ, β γ α, γ α β< + < + < +  οι οποίες στους 
περισσότερους φαίνονται απλούστερες. 
 
Λύνουµε τώρα τα δύο προβλήµατα που αναφέραµε νωρίτερα. 
 
Πρόβληµα 1 
Να βρεθούν οι τιµές του x για τις οποίες τα: 2 2x x 1, 2x 1, x 1+ + + +  είναι µέτρα 
πλευρών τριγώνου. 
 
Λύση 
Αν ονοµάσουµε: 2 2α x x 1, β 2x 1, γ x 1= + + = + = + , πρέπει και αρκεί να ισχύουν:   

2 2

2 2

2 2

α β γ x x 1 2x 1 x 1

β γ α 2x 1 x 1 x x 1

γ α β x 1 x x 1 2x 1

 < + + + < + + +   < + ⇔ + < + + + + ⇔ 
 
 

< + + < + + + +  

2

(1)x 1

(2)2x x 1 0
1

x
(3)3




>−




− + > 



>− 





 

Η (2) έχει ∆ 0<  , άρα αληθεύει για κάθε x �∈  

Έτσι, οι (1), (2) και (3) συναληθεύουν όταν 1
x

3
>−   

∆ηλαδή για να αποτελούν τα  2 2x x 1, 2x 1, x 1+ + + +  µέτρα πλευρών τριγώνου, 

πρέπει και αρκεί 1
x

3
>−  

 
Πρόβληµα 2 
Αν οι πλευρές τριγώνου αποτελούν γεωµετρική πρόοδο, να αποδειχθεί ότι ο λόγος 
της προόδου περιέχεται µεταξύ 

5 1
2
−

 και 5 1
2
+

 

 
Λύση 
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Ονοµάζουµε 2α, β αω, γ αω= =  τις τρεις πλευρές του τριγώνου. 

Πρέπει και αρκεί:   
2 2

2 2

2 2

α β γ α αω αω ω ω 1 0 (1)

β γ α αω αω α ω ω 1 0 (2)

γ α β αω α αω ω ω 1 0 (3)

   < + < + + − >      < + ⇔ < + ⇔ − + >  
  
  

< + < + − − <    

 

Η (1) αληθεύει για 
1 5 1 5ω ή ω

2 2

− − − +
< >  

Η (2) έχει αρνητική διακρίνουσα και αληθεύει για κάθε x ∈�   

Η (3) αληθεύει όταν 1 5 1 5
ω

2 2

− +
< <  

Τελικά,  οι (1), (2) και (3) συναληθεύουν όταν 5 1 5 1
ω

2 2

− +
< <  

 
 
 
 
 
 
 
 
 


