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Η εργασία αυτή γράφτηκε για τους µαθητές της Β΄ Λυκείου όταν (δεκαετία 1981-1990) 
η Τριγωνοµετρία δεν ήταν τόσο υποβαθµισµένη όπως είναι στα τωρινά σχολικά βιβλία. 
Η εργασία δηµοσιεύθηκε στο περιοδικό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β΄ ΤΗΣ Ε.Μ.Ε, τόµος ΙΣΤ΄, 
τεύχος 2, Νοε – ∆εκ 1982. 
  
Όταν λέµε ότι κάνουµε περιορισµούς στην Τριγωνοµετρία, εννοούµε ότι βρίσκουµε τις 
συνθήκες που πρέπει να ισχύουν ώστε µια τριγωνοµετρική σχέση να έχει νόηµα. 
 
Το πρώτο ερώτηµα που δηµιουργείται είναι:  
 
Είναι απαραίτητο να γίνονται περιορισµοί; 
 
Το ερώτηµα αυτό θα το απαντήσουµε µε τα παρακάτω δύο παραδείγµατα: 
 

1) Να αποδειχθεί ότι 
2 2

2 2

εφ 2α εφ α εφ3α εφα
1 εφ 2α εφ α

−
= ⋅

− ⋅
 

 

2) Να αποδειχθεί ότι 
2 2

2 2

εφ 2α εφ α εφ3α εφα
1 εφ 2α εφ α

−
= ⋅

− ⋅
.  

Για ποιες τιµές του α έχει νόηµα η παραπάνω ισότητα; 
 
 
Στο 1ο παράδειγµα δεν χρειάζονται περιορισµοί. Εννοείται ότι η απόδειξη της άσκησης 
θα γίνει για τις τιµές του α για τις οποίες έχει νόηµα. 

∆εν µπορούµε να πούµε “πρέπει π
2α κπ , κ

2
≠ + ∈� ” 

Αφού στην άσκηση περιέχεται η εφ2α, υποτίθεται ότι πρώτα ισχύει 
π

2α κπ , κ
2

≠ + ∈�  και κατόπιν γράφεται η εφ2α. 

Για τον ίδιο λόγο δεν χρειάζεται κανένας περιορισµός. 
 
Στο 2ο παράδειγµα εννοείται πάλι ότι πρέπει να κάνουµε απόδειξη για τις τιµές του α 
για τις οποίες η ισότητα έχει νόηµα. Εδώ όµως µας ζητούνται αυτές οι τιµές του α και 
πρέπει να τις βρούµε. 



Σελ. 2 

 
Με αυτά τα δύο παραδείγµατα θέλουµε να δείξουµε ότι: 
 
Οι περιορισµοί για να έχει νόηµα µια σχέση πρέπει να γίνονται µόνο όταν αυτό µας 
ζητηθεί ρητά. 
 
Γνωρίζουµε ότι οι λύσεις µιας τριγωνοµετρικής εξίσωσης δίνονται από έναν ή 
περισσότερους τύπους οι οποίοι περιέχουν µια µεταβλητή κ που µπορεί να πάρει 
µερικές ή όλες τις ακέραιες τιµές. Γνωρίζουµε π.χ ότι οι λύσεις της εξίσωσης 

π
συνx συν

3
=  δίνονται από τους τύπους π

x 2κπ
3

= ±  όπου κ οποιοσδήποτε ακέραιος 

αριθµός. Το σύνολο των λύσεων του τύπου 
π

x 2κπ , κ
3

= + ∈�  είναι το 

1

πΑ {2κπ , κ }
3

= + ∈�  και το σύνολο των λύσεων του τύπου 
π

x 2κπ , κ
3

= − ∈�  είναι 

το σύνολο 2

πΑ {2κπ , κ }
3

= − ∈�  

Εδώ και παντού στα επόµενα,  
Ο συµβολισµός κ∈�  θα σηµαίνει ότι η µεταβλητή κ διατρέχει όλο το �  και δεν 
θα γράφουµε “ για κάθε κ∈� ”.   
 
Γενικότεροι – Μερικότεροι τύποι 
Λέµε ότι ένας τύπος 1Τ  είναι γενικότερος του τύπου 2Τ  και τότε ο 2Τ  λέγεται 
µερικότερος του 1Τ , αν και µόνον αν το σύνολο 1Α  των λύσεων του 1Τ  είναι γνήσιο 

υπερσύνολο του συνόλου 2Α των λύσεων του 2Τ . 
 
Παράδειγµα 

Να αποδειχθεί ότι ο τύπος 1

πΤ : x κπ , κ
2

= + ∈�  είναι γενικότερος του 

2

3πΤ : x 3κπ , κ
2

= − ∈�  

 
Απόδειξη 
Θα αποδείξουµε ότι το σύνολο Α1 των λύσεων του Τ1 είναι γνήσιο υπερσύνολο του 
συνόλου Α2 των λύσεων του Τ2.  

Είναι:  1

πΑ {κπ , κ }
2

= + ∈�   και 

2

3πΑ {3κπ , κ }
2

= − ∈�  

Έστω 2

3π
x A λ µε x 3λπ

2
∈ ⇒∃ ∈ = −�  

Θα αποδείξουµε ότι 1x A∈ , δηλαδή 
πµ µε x µπ
2

∃ ∈ = +�  

Εξισώνοντας π 3πµπ 3λπ
2 2

+ = − ⇔
1 3µ 3λ
2 2

+ = − ⇔ µ 3λ 2= − ∈�  
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∆ηλαδή η λύση 
3π

x 3λπ
2

= −  ανήκει και στο σύνολο Α1 αφού προκύπτει από τον τύπο 

π
x κπ

2
= +  για κ 3λ 2= − . Έτσι 1 2Α Α⊇  

Για να αποδείξουµε ότι 1 2Α Α⊃  αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει λύση του Τ1 που 

δεν την δίνει ο Τ2. 

Πράγµατι, για κ 0=  ο τύπος Τ1 δίνει τη λύση 
π

x
2

= . Ο τύπος Τ2 δεν µπορεί να δώσει 

την ίδια λύση διότι εξισώνοντας 3π π 2
3κπ κ

2 2 3
− = ⇔ = ∉ � . 

Έτσι 1 2Α Α⊃  και ο τύπος Τ1 είναι γενικότερος του Τ2. 

Όταν σε µια άσκηση έχουµε δύο τύπους από τους οποίους ο ένας είναι γενικότερος του 
άλλου, µπορούµε να κρατήσουµε µόνο τον γενικότερο παραλείποντας τον άλλο. 
 
Ισοδύναµοι τύποι 
Λέµε ότι το τύπος Τ1 µε σύνολο λύσεων Α1 είναι ισοδύναµος µε τον τύπο Τ2 µε 
σύνολο λύσεων Α2, αν και µόνον 1 2Α Α= . 
 
Γενικότερα, λέµε ότι η ν-άδα των τύπων 1 2 νΤ ,Τ , ...,Τ µε σύνολα λύσεων αντίστοιχα 

τα 1 2 νΑ ,Α , ...,Α  είναι ισοδύναµη µε την κ-άδα των τύπων 1 2 κΣ ,Σ , ...,Σ µε σύνολα 

λύσεων αντίστοιχα τα 1 2 κΒ ,Β , ...,Β  αν και µόνον αν 
1 2 ν 1 2 κΑ Α ... Α Β Β ... Β∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪  

 
 
Παραδείγµατα 

1) Να αποδειχθεί ότι ο τύπος 1

πΤ :x κπ , κ
2

= + ∈�  είναι ισοδύναµος µε τον τύπο 

2

3πΤ :x κπ , κ
2

= − ∈�  

 
Απόδειξη 
Τα σύνολα των λύσεων Α1 και Α2 των τύπων Τ1 και Τ2 είναι αντίστοιχα 

1

πΑ {κπ , κ }
2

= + ∈�  

2

3πΑ {κπ , κ }
2

= − ∈�  

Θα αποδείξουµε ότι 1 2Α Α=  

Αρκεί γι αυτό να δείξουµε ότι 1 2Α Α⊆  και 2 1Α Α⊆ . 

Έστω 1

π
x A λ µε x λπ

2
∈ ⇒∃ ∈ = +�  

Πρέπει να αποδείξουµε ότι υπάρχει 3πµ µε x µπ
2

∈ = −�  



Σελ. 4 

Εξισώνουµε 3π πµπ λπ
2 2

− = + ⇔
3 1µ λ
2 2

− = + ⇔ µ λ 2= + ∈� , δηλ. 2x A∈ , άρα 

1 2Α Α⊆          (1) 

Έστω 2

3π
x A λ µε x λπ

2
∈ ⇒∃ ∈ = −�  

Θα αποδείξουµε ότι 1x A∈ , δηλ. 
πµ µε x µπ
2

∃ ∈ = +�  

Εξισώνουµε π 3πµπ λπ
2 2

+ = − ⇔
1 3πµ λ
2 2

+ = − ⇔ µ λ 2= − ∈� , άρα 
π

x µπ
2

= +  

όπου µ λ 2= − , δηλ. 1x A∈ , άρα 2 1Α Α⊆      (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει 1 2A A=  και οι τύποι Τ1 και Τ2 είναι ισοδύναµοι. 
 
 
 
2) Να αποδειχθεί ότι το ζεύγος των τύπων 

1 2

π π
T : x 2κπ , κ , T : x 2κπ , κ

2 2
= + ∈ = − ∈� �    

είναι ισοδύναµο µε τον τύπο 3

π
T : x κπ , κ

2
= + ∈�  

 
Απόδειξη 
Έστω Α1, Α2, Α3 τα σύνολα λύσεων των τύπων Τ1, Τ2 και Τ3 αντίστοιχα.  
Θα αποδείξουµε ότι 1 2 3Α Α Α∪ =  

Έστω 1 2 1 2x A A (x A ή x A )∈ ∪ ⇒ ∈ ∈  

α) Αν 1

π
x A λ µε x 2λπ

2
∈ ⇒∃ ∈ = +�  

Ο τύπος  3Τ  για κ 2λ= δίνει επίσης π
x 2λπ

2
= + , άρα 3x A∈  

β) Αν 2

π
x A λ µε x 2λπ

2
∈ ⇒∃ ∈ = −�  

Θέλουµε να βρούµε  κ ∈�  ώστε  π πκπ 2λπ
2 2

+ = − ⇔  
1 1κ 2λ
2 2

+ = − ⇔  

κ 2λ 1= − ∈� . Άρα πάλι 3x A∈  

∆ηλ. και στις δύο περιπτώσεις αποδείξαµε ότι 1 2 3x A A x A∈ ∪ ⇒ ∈ , εποµένως 
1 2 3Α Α Α∪ ⊆          (1) 

Έστω τώρα 3

π
x A λ µε x λπ

2
∈ ⇒∃ ∈ = +�  

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις 
α) λ 2µ, µ= ∈� . Τότε π

x 2µπ
2

= + .  

Η λύση αυτή προκύπτει από τον τύπο Τ1 για κ µ=  

β) λ 2µ 1, µ= − ∈� . Τότε π π
x (2µ 1)π 2µπ

2 2
= − + = −  
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Η λύση αυτή προκύπτει και από τον τύπο Τ2 για κ µ=  

Έτσι και στις δύο περιπτώσεις είναι 1 2x A A∈ ∪ , άρα 3 1 2A A A⊆ ∪  (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει 1 2 3Α Α Α∪ = . 

 
Εποµένως το ζεύγος των τύπων Τ1 και Τ2 είναι ισοδύναµο µε τον τύπο Τ3. 
 
Όταν σε µια άσκηση έχουµε ένα ζεύγος τύπων ισοδύναµο µε έναν τύπο µπορούµε να 
αντικαταστήσουµε το ζεύγος µε τον ισοδύναµο τύπο. 
 
 
3) Να αποδειχθεί ότι το ζεύγος των τύπων 
  

1 2T : x 2κπ, κ , Τ : x (2κ 1)π, κ= ∈ = + ∈� �   

είναι ισοδύναµο µε τον τύπο 3

πΤ : x κπ , κ
2

= + ∈�  

 
Απόδειξη 
Η απόδειξη µπορεί να γίνει όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, εδώ όµως θα 
µπορούσαµε να πούµε πιο απλά ότι ο τύπος Τ1 δίνει τα άρτια πολλαπλάσια του π, ο 
τύπος Τ2 δίνει τα περιττά πολ/σια του π, ενώ ο τύπος Τ3 δίνει όλα τα πολ/σια του π 
(άρτια και περιττά). Άρα το ζεύγος των τύπων Τ1 και Τ2 είναι ισοδύναµο µε τον τύπο 
Τ3. 
 
Ορισµός 
Σύµπτυξη δύο ή περισσοτέρων τύπων λέγεται η αντικατάστασή τους από άλλους 
µε µικρότερο πλήθος. 
 
Όταν π.χ αντικαθιστούµε ένα ζεύγος τύπων µε έναν, τότε λέµε ότι κάνουµε σύµπτυξη 
των τύπων. 
 
Θα δείξουµε τώρα πως γίνονται οι περιορισµοί στην Τριγωνοµετρία. 
Όπως αναφέραµε στην αρχή της εργασίας, οι περιορισµοί γίνονται για να έχει νόηµα 
µια τριγωνοµετρική σχέση. Γίνεται αµέσως φανερό ότι µας χρειάζεται πρώτα να 
γνωρίζουµε πότε ορίζονται οι ίδιοι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί. 
 
α) Το ηµx ορίζεται για κάθε x∈�  
 
β) Το συνx ορίζεται για κάθε x∈�  
 

γ) Η 
ηµxεφx
συνx

=  ορίζεται όταν συνx 0≠  

Η εξίσωση 
π

συνx 0 συνx συν
2

= ⇔ = ⇔
π

x 2κπ , κ
2

= ± ∈�  

Στο 2ο παράδειγµα συµπτύξαµε τους δύο αυτούς τύπους στον π
x κπ , κ

2
= + ∈�  
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Έτσι η εφx δεν ορίζεται όταν π
x κπ , κ

2
= + ∈�  ή το ίδιο, ορίζεται όταν 

π
x κπ , κ

2
≠ + ∈�  

 

δ) Η 
συνxσφx
ηµx
=  ορίζεται όταν ηµx 0≠  

Η εξίσωση ηµx 0 ηµx ηµ0= ⇔ = ⇔ (x 2κπ ή x (2κ 1)π, κ )= = + ∈�  
Στο 3ο παράδειγµα συµπτύξαµε τους δύο αυτούς τύπους στον x κπ, κ= ∈�  
 
∆ηλ. η σφx δεν ορίζεται όταν x κπ, κ= ∈�  ή το ίδιο ορίζεται όταν x κπ, κ≠ ∈�  
 

ε) Η 
1τεµx

συνx
= ορίζεται όταν π

συνx 0 x κπ , κ
2

≠ ⇔ ≠ + ∈� , δηλαδή ορίζεται για 

τις ίδιες τιµές που ορίζεται και η εφx 
 

ζ) Η 
1στεµx

ηµx
= ορίζεται όταν ηµx 0 x κπ, κ≠ ⇔ ≠ ∈� , δηλαδή ορίζεται για τις 

ίδιες τιµές που ορίζεται και η σφx 
 
 
Για να έχει νόηµα τώρα µια τριγωνοµετρική παράσταση (δηλ. για να ορίζεται), πρέπει 
 
• Να ορίζονται όλοι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί που παρουσιάζονται. 
 
• Αν η παράσταση περιέχει κλάσµατα, οι παρονοµαστές πρέπει να είναι 

διάφοροι του 0. 
 
• Αν η παράσταση περιέχει ριζικά, πρέπει τα υπόρριζα να είναι µη αρνητικά 

(δηλ. 0≥ ) 
 
• Αν υπάρχει λογάριθµος µιας παράστασης, πρέπει η παράσταση αυτή να 

είναι >0. 
 
Με τους δύο τελευταίους περιορισµούς δεν θα ασχοληθούµε επειδή η λύση των 
τριγωνοµετρικών ανισώσεων δεν περιέχεται στο σχολικό βιβλίο. 
 
Παρατηρήσεις 
α) Οι περιορισµοί πρέπει να γίνονται και στα δύο µέλη µιας ισότητας. ∆εν είναι 
σίγουρο ότι τα δύο µέλη ορίζονται για τις ίδιες τιµές των µεταβλητών.  
Π.χ στην προφανή ισότητα

2ηµασυνα συν α
ηµα συνα

=  τα δύο µέλη δεν ορίζονται για τις ίδιες 
τιµές του α, αφού δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα ηµα συνα 0= = , 2 2(ηµ α συν α 1)+ =  
 
β) Αν κατά τη διάρκεια της απόδειξης µιας σχέσης κάνουµε κάποια πράξη που απαιτεί 
περιορισµό που δεν απαιτούσε η αρχική σχέση, τότε κάνουµε µεν τον περιορισµό για 
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να µπορέσουµε να συνεχίσουµε την απόδειξη, στο τέλος όµως αποδεικνύουµε ότι και 
αν ακόµη δεν ισχύει ο περιορισµός που εµείς θέσαµε, η σχέση είναι πάλι αληθής. 
∆ηλαδή στην περίπτωση αυτή κάνουµε µια συµπληρωµατική απόδειξη για τις τιµές που 
εξαιρέσαµε µε τον πρόσθετο περιορισµό. 
Αν π.χ κατά την διάρκεια µιας απόδειξης πολ/σουµε τους όρους ενός κλάσµατος επί 
ηµα, πρέπει να προσθέσουµε τον περιορισµό ηµα 0≠ ⇔ α κπ, κ≠ ∈� . 
Αν όµως ο περιορισµός αυτός δεν υπήρχε αρχικά, τότε για να είναι η λύση πλήρης θα 
πρέπει να γίνει συµπληρωµατική απόδειξη ειδικά για τις τιµές α κπ, κ= ∈�  
 
∆ίνουµε τώρα ένα παράδειγµα που θα εξηγήσει όλα αυτά που προαναφέραµε. 
 

Να αποδειχθεί ότι 
2 2

2 2

εφ 2α εφ α εφ3α εφα
1 εφ 2α εφ α

−
= ⋅

− ⋅
  

Για ποιες τιµές του α έχει νόηµα η παραπάνω ισότητα; 
 
Λύση 
Πρέπει να ορίζονται όλοι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί που παρουσιάζονται και επιπλέον 
ο παρονοµαστής να είναι διάφορος του 0. 
 
Βρίσκουµε τις τιµές για τις οποίες δεν ορίζονται οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί και το 
κλάσµα. Θα εξαιρέσουµε κατόπιν αυτές τις τιµές. 
 
α) Η εφ2α, άρα και η 2εφ 2α δεν ορίζεται όταν 

π
2α κπ , κ

2
= + ∈ ⇔�

κπ π
α , κ

2 4
= + ∈�      (1) 

 

β) Η εφα δεν ορίζεται όταν π
α κπ , κ

2
= + ∈�     (2) 

 
γ) 2 21 εφ 2α εφ α 0− ⋅ = ⇔

2 2εφ 2α εφ α 1⋅ = ⇔ εφ2α εφα 1⋅ =±  
 
Λύνουµε τις δύο εξισώσεις (γ1) και (γ2) 
 
 γ1) εφ2α εφα 1⋅ =        (3) 
Με την προϋπόθεση ότι το α δεν παίρνει τις τιµές των τύπων (1) και (2), είναι εφα 0≠ , 
αλλιώς η (3) είναι αδύνατη. 

Έτσι η 
1

(3) εφ2α
εφα

⇔ = ⇔  εφ2α σφα= ⇔   
πεφ2α εφ( α)
2

= − ⇔  

π
2α κπ α, κ

2
= + − ∈ ⇔�  

κπ π
α , κ

3 6
= + ∈�     (4) 

         
 γ2) εφ2α εφα 1⋅ =−        (5) 
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Είναι πάλι εφα 0≠ , άρα η  
1

(5) εφ2α
εφα

⇔ =− ⇔   εφ2α σφα=− ⇔  

πεφ2α εφ( α)
2

=− − ⇔
πεφ2α εφ(α )
2

= − ⇔
π

2α κπ α
2

= + − ⇔  

π
α κπ , κ

2
= − ∈�         (6) 

 

δ) Η εφ3α δεν ορίζεται όταν π
3α κπ

2
= + ⇔

κπ π
α , κ

3 6
= + ∈�   (7) 

Τελικά λοιπόν η ισότητα που ζητείται να αποδείξουµε δεν έχει νόηµα όταν ισχύει 
κάποια από τις παραπάνω σχέσεις (1), (2), (4), (6), (7), δηλ. όταν 
 

κπ π
α (1)

2 4
π

α κπ (2)
2

κ
κπ π

α (4)
3 6

π
α κπ (6)

2


= + 




= + 
 ∈

= + 





= − 


�  

 
(δεν γράψαµε τον τύπο (7) δύο φορές) 
Μπορούµε να αποδείξουµε ότι οι τύποι (2) και (6) είναι ισοδύναµοι. 
Πράγµατι, ο (2) για κ λ= δίνει πα λπ

2
= +  

Για να δώσει ο τύπος (6) την ίδια λύση πρέπει να υπάρχει µ ∈�  ώστε 
π πµπ λπ
2 2

− = + ⇔
1 1µ λ
2 2

− = + ⇔ µ λ 1= + ∈� , δηλαδή κάθε λύση που δίνει ο (2) 

την δίνει και ο (6). 
 

Αντίστροφα, για κ λ= , ο τύπος (6) δίνει τη λύση 
πα λπ
2

= −  

Για να δώσει ο τύπος (2) την ίδια λύση, πρέπει να υπάρχει µ ∈�  µε 
π πµπ λπ
2 2

+ = − ⇔
1 1µ λ
2 2

+ = − ⇔ µ λ 1= − ∈�  

∆ηλαδή κάθε λύση που δίνει ο (6) την δίνει και ο (2).  
 
Έτσι οι τύποι (2) και (6) είναι ισοδύναµοι και µπορούµε να παραλείψουµε τον (6). 
 
Έχουµε λοιπόν τους εξής 3 τύπους: 
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Σελ. 9 

κπ π
α (1)

2 4
π

α κπ (2) κ
2

κπ π
α (4)

3 6


= + 



= + ∈




= + 



�  

 
Μπορούµε ακόµη να αποδείξουµε ότι ο (4) περιέχει όλες τις λύσεις του (2).  
(Είναι γενικότερος, αλλά δεν είναι απαραίτητο να αποδείξουµε ότι ο (4) δίνει 
περισσότερες λύσεις από τον (2). Αρκεί ότι ο (4) δίνει όλες τις λύσεις που δίνει και ο 
(2)). 

Πράγµατι, ο (2) για κ λ= δίνει πα λπ
2

= +  

Για να δώσει ο (4) την ίδια λύση πρέπει να υπάρχει µ ∈�  ώστε 
µπ π πλπ
3 6 2
+ = + ⇔

µ 1 1λ
3 6 2
+ = + ⇔ µ 3λ 1= + ∈�  

Μπορούµε λοιπόν να παραλείψουµε τον τύπο (2) και να κρατήσουµε µόνο τους (1) και 
(4). 
 
Έτσι έχουµε τους τύπους: 
 

κπ π
α (1)

2 4
κ

κπ π
α (4)

3 6


= + 
 ∈

= + 


�  

 
που δίνουν τις τιµές του α για τις οποίες δεν έχει νόηµα η ισότητα που θέλουµε να 
αποδείξουµε. 
Μπορούµε να αποδείξουµε εύκολα (δεν είναι όµως απαραίτητο) ότι κανένας από τους 
τύπους (1) και (4) δεν είναι γενικότερος ή ισοδύναµος µε τον άλλο. 
Για να αποδείξουµε π.χ ότι ο τύπος (4) δεν είναι γενικότερος του (1), θέτουµε στον (1) 
µια τυχαία τιµή κ λ= ∈�  και ελέγχουµε αν υπάρχει πάντοτε τιµή κ µ= ∈�  τέτοια 
ώστε ο τύπος (4) να δίνει την ίδια λύση. 

Θα πρέπει µπ π λπ π
3 6 2 4
+ = + ⇔

µ 1 λ 1

3 6 2 4
+ = + ⇔

6λ 1µ
4

+
=  

Όµως 6λ 1µ
4

+
= ∉ �  αφού 6λ 1 περιττός+ =  

(θα αρκούσε βέβαια ο µ να µην είναι ακέραιος έστω για µια µόνο τιµή του λ∈� ). 
Έτσι ο τύπος (4) δεν είναι γενικότερος του (1). Μπορεί να αποδειχθεί ότι ούτε και ο (1) 
είναι γενικότερος του (4). 
Τελικά λοιπόν πρέπει να κρατήσουµε και τους δύο περιορισµούς, δηλαδή η αρχική 

ισότητα ορίζεται αν κπ π
α

2 4
≠ +  και κπ π

α , κ
3 6

≠ + ∈�   

 
Με τους παραπάνω περιορισµούς η απόδειξη γίνεται ως εξής: 
 



Σελ. 10 

2 2

2 2

εφ 2α εφ α
1 εφ 2α εφ α

−

=

− ⋅

(εφ2α εφα)(εφ2α εφα)

(1 εφ2α εφα)(1 εφ2α εφα)

+ −
=

+ ⋅ − ⋅

εφ2α εφα εφ2α εφα
1 εφ2α εφα 1 εφ2α εφα

+ −
⋅ =

− ⋅ + ⋅
 

 
εφ(2α α) εφ(2α α)+ ⋅ − = εφ3α εφα⋅  
 
∆ίνουµε µερικά ακόµη παραδείγµατα 
 
Να βρεθούν οι τιµές των µεταβλητών για τις οποίες έχουν νόηµα (ορίζονται) οι 
παρακάτω ισότητες: 
 
1) 2 2 2 2 2 2συν ασυν β ηµ αηµ β συν α συν β 1− = + −  
Εδώ δεν χρειάζεται κανένας περιορισµός. Και τα δύο µέλη ορίζονται για όλα τα 
α,β∈�  
 

2) 
ηµ(α β) ηµ(β γ) ηµ(γ α)

0ηµαηµβ ηµβηµγ ηµγηµα
− − −

+ + =  

Η ισότητα δεν έχει νόηµα όταν  
α) ηµα 0 α κπ, κ= ⇔ = ∈�   ή  
β) ηµβ 0 β κπ, κ= ⇔ = ∈�   ή 
γ) ηµγ 0 γ κπ, κ= ⇔ = ∈�  
∆ηλαδή πρέπει: α κπ και β κπ και γ κπ , κ≠ ≠ ≠ ∈�  
 

3) 2

2εφαεφ2α
1 εφ α

=
−

 

α)  Η εφ2α δεν ορίζεται όταν π
2α κπ , κ

2
= + ∈ ⇔�

κπ π
α , κ

2 4
= + ∈�  

β) Η εφα δεν ορίζεται όταν π
α κπ , κ

2
= + ∈�  

γ) Το κλάσµα του 2ου µέλους δεν ορίζεται όταν 
21 εφ α 0− = ⇔ εφα 1=± ⇔

πεφα εφ( )
4

= ± ⇔
π

α κπ , κ
4

= ± ∈�  

Έχουµε λοιπόν τους εξής τύπους: 
 

1

2

3

4

κπ πΤ : α
2 4

πΤ : α κπ
2 κ
πΤ : α κπ
4
πΤ : α κπ
4


= + 




= + 
 ∈

= + 




= − 


�  
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Σελ. 11 

Μπορούµε να αποδείξουµε (όπως κάναµε στα προηγούµενα) ότι ο Τ1 είναι γενικότερος 
και του Τ3 και του Τ4. Έτσι οι Τ3 και Τ4 µπορούν να παραλειφθούν.  Αποµένουν λοιπόν 
οι τύποι: 
 

1

2

κπ πΤ : α
2 4 κ

πΤ : α κπ
2


= + 
 ∈

= + 


�  

∆ηλαδή για να έχει νόηµα ο τύπος πρέπει κπ π π
α και α κπ , κ

2 4 2
≠ + ≠ + ∈�  

 

4) 
ηµα 1 συνα 2

1 συνα ηµα ηµα
+

+ =
+

 

Τα ηµα και συνα ορίζονται για κάθε α∈� . 
Οι τιµές του α για τις οποίες δεν ορίζεται η ισότητα είναι µόνο αυτές που µηδενίζουν 
τους παρονοµαστές. 
 
Λύνουµε τις εξισώσεις: 
 
α) 1 συνα 0+ = ⇔ συνα 1=− ⇔ συνα συνπ= ⇔ α 2κπ π, κ= ± ∈�  
 
β) ηµα 0= ⇔ ηµα ηµ0= ⇔ α κπ, κ= ∈�  (όπως εξηγήσαµε στο 3ο παράδειγµα των 
ισοδυνάµων τύπων). 
 
Έχουµε λοιπόν τους εξής 3 τύπους: 
 

1

2

3

Τ : α 2κπ π (2κ 1)π
Τ : α 2κπ π (2κ 1)π κ
Τ : α κπ

= + = + 

= − = − ∈

= 

�  

 
Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο Τ3 είναι γενικότερος και του Τ1 και του Τ2 (ειδικότερα οι 
Τ1 και Τ2 είναι ισοδύναµοι). Παραλείποντας λοιπόν τους Τ1 και Τ2 αποµένει ο τύπος Τ3. 
∆ηλαδή ο µόνος περιορισµός που χρειάζεται είναι ο α κπ, κ≠ ∈�  
 

5) 3τεµα συνα εφ α
στεµα ηµα

−
=

−
 

α) Η τεµα δεν ορίζεται όταν π
α κπ , κ

2
= + ∈�  

 
β) Η στεµα δεν ορίζεται όταν α κπ, κ= ∈�  
 
γ) Το κλάσµα του 1ου µέλους δεν ορίζεται όταν 
στεµα ηµα 0− = ⇔

1 ηµα
ηµα

= ⇔
2ηµ α 1= ⇔ ηµα 1=±  

Λύνουµε τις εξισώσεις (γ1) και (γ2) 



Σελ. 12 

 

 γ1) ηµα 1= ⇔
πηµα ηµ
2

= ⇔
π

α 2κπ , κ
2

= + ∈�  

 γ2) ηµα 1=− ⇔
πηµα ηµ( )
2

= − ⇔
π

α 2κπ , κ
2

= − ∈�   ή 
3π

α 2κπ , κ
2

= + ∈�  

δ) Η εφα δεν ορίζεται όταν π
α κπ , κ

2
= + ∈�  

Έτσι έχουµε τους παρακάτω τύπους: 
 

1

2

3

4

5

πΤ : α κπ
2

Τ : α κπ
π κΤ : α 2κπ
2
πΤ : α 2κπ
2
3πΤ : α 2κπ
2


= + 





= 


 ∈= + 




= − 





= + 


�  

 
Ο τύπος Τ1 είναι γενικότερος και του Τ3 και του Τ4 και του Τ5. Παραλείπουµε λοιπόν 
τους Τ3, Τ4, Τ5 και αποµένουν οι τύποι: 
 

1

2

π πΤ : α κπ (2κ 1)
2 2 κ

πΤ : α κπ 2κ
2


= + = + 
 ∈

= = ⋅ 


�  

Ο τύπος Τ1 δίνει τα περιττά πολ/σια του 
π
2

 και ο τύπος Τ2 δίνει τα άρτια πολ/σια του 

π
2

. Οι δύο τύποι λοιπόν µπορούν να συµπτυχθούν στον τύπο 
πΤ : α κ
2

= ⋅  ο οποίος 

δίνει όλα τα πολ/σια του 
π
2

. 

Έτσι ο µόνος περιορισµός που χρειάζεται είναι ο 
κπ

α , κ
2

≠ ∈�  

 
 


