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Έζηω ηξίγωλν ΑΒΓ, Η ην νξζόθεληξό ηνπ, G ην βαξύθεληξό ηνπ θαη Κ ην πεξίθεληξό 

ηνπ. 

Αλ δύν από ηα 3 απηά ζεκεία ηαπηίδνληαη, ηόηε ην ηξίγωλν είλαη ηζόπιεπξν θαη ην 

ηξίην ζεκείν ηαπηίδεηαη κε ηα άιια δύν.  

΢ηελ πεξίπηωζε πνπ ηα 3 ζεκεία είλαη δηαθνξεηηθά, απνδεηθλύεηαη είλαη 

ζπλεπζεηαθά, ην G βξίζθεηαη κεηαμύ ηωλ Η θαη Κ θαη ηζρύεη ΗG = 2 GΚ.  

Η επζεία ζηελ νπνία βξίζθνληαη ηα ζεκεία Η, G θαη Κ ιέγεηαη επζεία Euler ηνπ 

ηξηγώλνπ. Θα ηε ζπκβνιίδνπκε ζηε 

ζπλέρεηα κε (ε).  

 

Θα κειεηήζνπκε κε πνηεο πξνϋπνζέζεηο ε 

(ε) ηέκλεη θάπνηα πιεπξά ελόο ηξηγώλνπ.  

 

΢ύκθωλα κε ην αμίωκα ηνπ Pash, κηα 

επζεία (ε) πνπ δελ δηέξρεηαη από κηα 

θνξπθή ηξηγώλνπ θαη δελ είλαη παξάιιειε 

πξνο θάπνηα πιεπξά ηνπ ή ηέκλεη δύν 

πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ θαη ηελ πξνέθηαζε 

ηεο ηξίηεο πιεπξάο ή ηέκλεη ηηο 

πξνεθηάζεηο θαη ηωλ 3 πιεπξώλ ηνπ. 

 

Αλ ην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην ζηελ 

θνξπθή Α, ηόηε ην νξζόθεληξό ηνπ είλαη 

ην Α. Αλ G είλαη ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ, ε επζεία (ε) είλαη ε επζεία ηεο 

δηακέζνπ ΑGΚ όπνπ ην κέζν Κ ηεο ΒΓ είλαη θαη ην πεξίθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

΢ηελ πεξίπηωζε απηή ε (ε) ηέκλεη ηελ ππνηείλνπζα ΒΓ ζην κέζν ηεο θαη πεξλά από 

ην θνηλό ζεκείν Α ηωλ δύν άιιωλ πιεπξώλ.  

 

Αλ ην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε ΑΒ = ΑΓ, ηα ζεκεία Η, G θαη Κ βξίζθνληαη 

ζηε δηάκεζν ΑΜ θαη ε (ε) είλαη ε επζεία ηεο δηακέζνπ ΑΜ. Γει. θαη ζηελ πεξίπηωζε 

απηή ε (ε) ηέκλεη κηα πιεπξά ΒΓ ηνπ ηξηγώλνπ ζην κέζν ηεο θαη δηέξρεηαη από ην 

θνηλό ζεκείν Α ηωλ δύν άιιωλ πιεπξώλ.  
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Αλ ε (ε) είλαη παξάιιειε πξνο κηα πιεπξά ηξηγώλνπ, επεηδή δηέξρεηαη από ην 

εζωηεξηθό ζεκείν G ηνπ ηξηγώλνπ, ηέκλεη ηηο δύν άιιεο πιεπξέο ηνπ. 

 

Θα κειεηήζνπκε όιεο ηηο άιιεο πεξηπηώζεηο. Γει. ζηα επόκελα ζεωξνύκε όηη ην 

ηξίγωλν δελ είλαη νύηε νξζνγώλην νύηε ηζνζθειέο θαη ε (ε) δελ είλαη παξάιιειε πξνο 

θάπνηα πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

Γηα ηελ κειέηε απηή ζα ζηεξηρηνύκε ζηηο παξαθάηω δύν πξνηάζεηο πνπ πεξηέρνληαη 

ζηελ εξγαζία κνπ κε ηίηιν ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΣΟΤ ΓΙΑΝΤ΢ΜΑΣΙΚΟΤ ΛΟΓΙ΢ΜΟΤ 

΢Δ ΓΔΩΜΔΣΡΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ. Η εξγαζία απηή είλαη αλαξηεκέλε ζην Internet 

ζηε δηεύζπλζε 

http://users.sch.gr/mipapagr/index.php/en/2014-01-03-20-27-02/470-2017-01-06-23-

55-52    

 

Πξόηαζε 1 (βι. ζει. 17, 19, 20) 

Αλ G θαη Η είλαη αληίζηνηρα ην βαξύθεληξν θαη ην νξζόθεληξν ηξηγώλνπ ΑΒΓ κε 

πιεπξέο α, β, γ θαη Ο ηπραία δηαλπζκαηηθή αξρή (ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ ή 

έμω από απηό) ηόηε νη δηαλπζκαηηθέο αθηίλεο ηωλ G θαη Η ωο πξνο ηελ αξρή Ο 

δίλνληαη από ηνπο ηύπνπο:  

1
OG (OA OΒ OΓ)

3
       ( Ι )  

yzOA zxOΒ xyOΓ
ΟΗ

yz zx xy

 


 
           ( Ι Ι )  

 

όπνπ 
2 2 2

x β γ α   , 
2 2 2

y γ α β   , 
2 2 2

z α β γ     

 

Πξόηαζε 2 (βι. ζει. 31) 

Αλ ηα ζεκεία Κ, Λ, Μ, Ρ βξίζθνληαη ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη γηα 

ηπραία αξρή Ο (ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ ή έμω από απηό) είλαη  

 

http://users.sch.gr/mipapagr/index.php/en/2014-01-03-20-27-02/470-2017-01-06-23-55-52
http://users.sch.gr/mipapagr/index.php/en/2014-01-03-20-27-02/470-2017-01-06-23-55-52
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1 2 3
ΟΚ α ΟΑ α ΟΒ α ΟΓ    

1 2 3
ΟΛ β ΟΑ β ΟΒ β ΟΓ    

1 2 3
ΟΜ γ ΟΑ γ ΟΒ γ ΟΓ    

1 2 3
ΟΡ δ ΟΑ δ ΟΒ δ ΟΓ     

 

ηόηε:  

 

α) 
1 1 2 2

1 1 2 2

β α β α

δ γ δ γ

 


 
 

2 2 3 3

2 2 3 3

β α β α

δ γ δ γ

 


 

3 3 1 1

3 3 1 1

β α β α

δ γ δ γ

 

 
 

 

β) Έζηω Γ ε θνηλή ηηκή ηωλ παξαπάλω νξηδνπζώλ. Οη επζείεο ΚΛ θαη ΜΡ 

ηέκλνληαη αλλ Γ 0 . Σν δηάλπζκα ζέζεωο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ΢ ηωλ δύν επζεηώλ 

δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1

β α α β α β β α α β α ββ α α β α β1
Ο΢ ΟΑ ΟΒ ΟΓ

δ γ γ δ γ δ δ γ γ δ γ δδ γ γ δ γ δΓ

    
  

    

 
 
 

 

 

Με ηελ βνήζεηα ηωλ παξαπάλω ηύπωλ ζα βξνύκε ηελ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ 

ζεκείνπ ηνκήο (εθόζνλ βέβαηα ηέκλνληαη) ηωλ επζεηώλ (ε) θαη ΒΓ. 

 

Γηα ηα 4 απηά ζεκεία Β, Γ, G θαη Η είλαη: 

ΟΒ 0 ΟΑ 1 ΟΒ 0 ΟΓ   1 2 3εδώ είλαη α 0 α 1 α 0  

ΟΓ 0 ΟΑ 0 ΟΒ 1 ΟΓ   1 2 3εδώ είλαη β 0 β 0 β 1  

1 1 1
ΟG ΟΑ ΟΒ ΟΓ

3 3 3
  1 2 3

1 1 1
εδώ είλαη γ γ γ

3 3 3
 

yzΟΑ zxΟΒ xyΟΓ
ΟΗ

yz zx xy
 1 2 3

yz zx xy
εδώ είλαη δ δ δ

θ θ θ

όπνπ θ=yz+zx+xy

 

 

΢ύκθωλα κε ηελ πξόηαζε 2, γηα ην ζεκείν ηνκήο ηωλ ΒΓ θαη GΗ είλαη: 

1 1 2 2

1 1 2 2

0 1
β α β α

Γ yz 1 zx 1
δ γ δ γ

θ 3 θ 3

yz 1 2yz zx xy ξ

θ 3 3θ 3θ
 

Όπνπ ξ 2yz zx xy  

Οη επζείεο (ε) θαη ΒΓ ηέκλνληαη αλλ ξ 0 2yz zx xy 0   (1) 

Αληηθαζηζηώληαο ηα x, y, z  ζηελ (1) θαη εθηειώληαο ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε 
4 4 4 2 2 2 2 2 22α β γ α β α γ 2β γ 0  είλαη ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε ώζηε ε 

(ε) λα ηέκλεη ηελ επζεία ΒΓ. 

Με θπθιηθή ελαιιαγή ηωλ α, β, γ βξίζθνπκε ηηο αληίζηνηρεο ζπλζήθεο ώζηε ε (ε) λα 

ηέκλεη ηηο άιιεο επζείεο ηωλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ.  

Αλ ε (ε) ηέκλεη ηελ ΒΓ, ε δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ ζεκείνπ ηνκήο είλαη: 
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1 2 3

1
Ο΢ Γ ΟΑ Γ ΟΒ Γ ΟΓ

Γ
 όπνπ 

1 1 1 2 2 1

1 1 1 2 2 1

1

β α α β α β

δ γ γ δ γ δ
Γ 0  

2 2 2 3 3 2

2 2 2 3 3 2

2

β α α β α β

δ γ γ δ γ δ

yz zx
Γ

3θ
 

3 3 3 1 1 3

3 3 3 1 1 3

3

β α α β α β

δ γ γ δ γ δ

yz xy
Γ

3θ
 

Άξα 
3θ yz zx yz xy

Ο΢ 0 ΟΑ ΟΒ ΟΓ
ξ 3θ 3θ

1
(yz zx)ΟΒ (yz xy)ΟΓ

ξ
 

Άξα:   

1
΢Β ΟΒ Ο΢ ΟΒ (yz zx)ΟΒ (yz xy)ΟΓ

ξ

y(z x)
(ΟΒ ΟΓ)

ξ

y(x z)
ΒΓ

ξ
 

Δληειώο όκνηα βξίζθνπκε: 
z(y x)

΢Γ ΒΓ
ξ

 

Η ζέζε ηνπ ζεκείνπ ΢ ζηελ επζεία ΒΓ ζε ζρέζε κε ηα ζεκεία Β θαη Γ εμαξηηέηαη από 

ην πξόζεκν ηνπ εζωηεξηθνύ γηλνκέλνπ ΢Β ΢Γ  ή ηζνδύλακα από ην πξόζεκν ηνπ 

γηλνκέλνπ 

Π [y(x z)] [z(y x)] 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24(α γ β )(α β γ )(β α )(γ α )  (2) 

Αλ Π 0  ΢Β ΢Γ 0 , ηα δηαλύζκαηα ΢Β,΢Γ  είλαη νκόξξνπα θαη ην ΢ βξίζθεηαη 

ζηελ πξνέθηαζε ηνπ ηκήκαηνο ΒΓ, ελώ αλ Π 0  ηα ΢Β,΢Γ  είλαη αληίξξνπα θαη ην 

΢ βξίζθεηαη κεηαμύ ηωλ Β θαη Γ. 

Τπελζπκίδνπκε όηη ε κειέηε γίλεηαη γηα κε νξζνγώλην θαη κε ηζνζθειέο ηξίγωλν, 

νπόηε δελ κπνξεί λα είλαη Π = 0 

Από ηελ ζρέζε (2) πξνθύπηεη όηη ε ζέζε ηνπ 

΢ ζηελ επζεία ΒΓ εμαξηηέηαη ηόζν από ην 

είδνο ηνπ ηξηγώλνπ ωο πξνο ηηο πιεπξέο, όζν 

θαη από ην είδνο ηνπ ηξηγώλνπ ωο πξνο ηηο 

γωλίεο. 

 

Γηαθξίλνπκε ινηπόλ ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

 

Α) Σν ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη νμπγώλην.  

Σόηε 2 2 2β α γ  θαη 2 2 2γ α β , άξα 
2 2 2α γ β 0  θαη 2 2 2α β γ 0  

Σν πξόζεκν ηνπ Π εμαξηηέηαη από ην 

πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ 2 2 2 2(β α ) (γ α )  

 Αλ α β γ ή α γ β  ηόηε ε (2) 

 Π 0  πνπ ζεκαίλεη όηη ην ζεκείν 

΢ είλαη εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ 

ηκήκαηνο ΒΓ, δει. ε (ε) ηέκλεη ηελ 
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πιεπξά α.  

 Αλ β α γ ή γ α β  ηόηε Π 0  θαη ην ζεκείν ΢ είλαη εμωηεξηθό ηνπ 

ηκήκαηνο ΒΓ δει. ε (ε) ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο πιεπξάο α. 

 Αλ β γ α ή γ β α  ηόηε Π 0  θαη ε (ε) ηέκλεη ηελ πιεπξά α.  

 

Σν ζπκπέξαζκα ζηηο 3 απηέο πεξηπηώζεηο είλαη όηη ε (ε) ηέκλεη ηελ κηθξόηεξε 

θαη ηελ κεγαιύηεξε πιεπξά, ελώ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ηξίηεο πιεπξάο. 

 

 

Β) Σν ηξίγωλν είλαη ακβιπγώλην. Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 

 β1) Αλ νΑ 90 ηόηε ε πιεπξά α 

είλαη ε κεγαιύηεξε πιεπξά.  

Δίλαη: 
2 2 2 2 2 2α γ β 0 θαη α β γ 0 , 

ελώ 2 2 2 2β α 0 θαη γ α 0  

Η (2)  Π 0  πνπ ζεκαίλεη όηη ην ΢ 

βξίζθεηαη κεηαμύ Β θαη Γ, δει. ε (ε) 

ηέκλεη ηελ πιεπξά α. 

΢ύκθωλα κε ην αμίωκα ηνπ Pash ηέκλεη 

αθόκε ηελ κηα κόλν από ηηο δύν άιιεο 

πιεπξέο. Σν πνηα πιεπξά ηέκλεη 

απνζαθελίδεηαη ζηελ επόκελε 

πεξίπηωζε (β2). 

 

 β2) Αλ νΒ 90 ηόηε ε β είλαη ε 

κεγαιύηεξε πιεπξά. ΢ύκθωλα κε ην (β1) 

ε (ε) ηέκλεη ηελ πιεπξά β.  

Δίλαη: 
2 2 2 2 2 2 2 2α γ β 0, α β γ 0, β α 0  

Σν πξόζεκν ηεο Π εμαξηηέηαη ηώξα από ην πξόζεκν ηνπ παξάγνληα 2 2γ α  

Αλ γ α , δει. έρνπκε ηε δηάηαμε α γ β , ηόηε Π 0  θαη ε (ε) ηέκλεη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο κηθξόηεξεο πιεπξάο α, ελώ ζύκθωλα κε ην αμίωκα ηνπ Pash ηέκλεη 

ηελ πιεπξά γ. 

Γει. ζηελ πεξίπηωζε απηή ε (ε) ηέκλεη ηηο δύν κεγαιύηεξεο πιεπξέο, ελώ ηέκλεη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο κηθξόηεξεο πιεπξάο.  

 

 β3) Αλ νΓ 90  γηα ηνλ ίδην ιόγν (όπωο δει. θαη ζηελ πεξίπηωζε (β2) ) ε (ε) 

ηέκλεη ηηο δύν κεγαιύηεξεο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο κηθξόηεξεο 

πιεπξάο.  

 

Έρνπκε έηζη ην ηειηθό ζπκπέξαζκα: 
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Θεώξεκα 

 

 ΢ε ηζόπιεπξν ηξίγωλν δελ νξίδεηαη επζεία Euler ηνπ ηξηγώλνπ. ΢ε θάζε 

άιιε πεξίπηωζε νξίδεηαη επζεία Euler. 

 

Έζηω (ε) ε επζεία Euler ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

 

 Αλ ε (ε) είλαη παξάιιειε πξνο κηα πιεπξά ηξηγώλνπ, ηέκλεη ηηο δύν άιιεο 

πιεπξέο 

 

 Αλ ην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην ζηελ θνξπθή Α ή ηζνζθειέο κε ΑΒ = 

ΑΓ, ε (ε) δηέξρεηαη από ην Α θαη ηέκλεη ηελ απέλαληη πιεπξά ΒΓ ζην κέζν 

ηεο. 

 

Με ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε (ε) δελ είλαη παξάιιειε πξνο κηα πιεπξά ηξηγώλνπ:  

 

 ΢ε νμπγώλην θαη ζθαιελό ηξίγωλν ε (ε) ηέκλεη ηελ κηθξόηεξε θαη ηελ 

κεγαιύηεξε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο άιιεο πιεπξάο. 

 

 ΢ε ακβιπγώλην θαη ζθαιελό ηξίγωλν ε (ε) ηέκλεη ηηο δύν κεγαιύηεξεο 

πιεπξέο  ηνπ ηξηγώλνπ θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο κηθξόηεξεο πιεπξάο. 

 

 


