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ΓΔΝΗΚΔΥΣΖ ΗΣΟΤΖΤΩΝ ΣΤΖΝ ΔΥΚΛΔΗΓΔΗΑ ΓΔΩΜΔΤΡΗΑ 

Μηα ζεκαληηθή πξόηαζε 

 

Ν. Ηωζεθίδεο, Μαζεκαηηθόο – Φξνληηζηήο, Βέξνηα 

e-mail: iossifid@yahoo.gr  

 

 Δίλαη ζπλεζηζκέλν ην θαηλόκελν θαηά ην νπνίν δίλεηαη έλα ηξίγσλν θαη δεηείηαη 

ε απόδεημε κηαο ηζόηεηαο πνπ πεξηέρεη κήθε επζ. ηκεκάησλ κόλν ζηελ πεξίπησζε 

νμπγσλίνπ ηξηγώλνπ. 

Άιιεο θνξέο δεηείηαη πάιη ε απόδεημε κηαο παξόκνηαο ηζόηεηαο γηα θάζε ηξίγσλν, αιιά 

ηόηε γίλεηαη κηα απόδεημε γηα νμπγώλην ηξίγσλν θαη κηα μερσξηζηή απόδεημε γηα 

ακβιπγώλην ηξίγσλν επεηδή ε ίδηα απόδεημε δελ ηζρύεη θαη γηα ηηο δύν πεξηπηώζεηο. 

Πνιιέο θνξέο ρξεηάδνληαη ζπκπιεξσκαηηθέο απνδείμεηο γηα νξζνγώλην ή ηζνζθειέο 

ηξίγσλν, επεηδή ζηηο πεξηπηώζεηο απηέο θάπνηα ζεκεία κπνξεί λα ηαπηίδνληαη ή θάπνηα 

ζεκεία λα είλαη ζπλεπζεηαθά θαη λα κε ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν ή γηα νπνηνλδήπνηε άιιν 

ιόγν κηα απόδεημε δελ θαιύπηεη όιεο ηηο δπλαηέο πεξηπηώζεηο. 

Δίλαη εθπιεθηηθό ην όηη ζηε ζπληξηπηηθή πιεηνλόηεηα ησλ πεξηπηώζεσλ απηώλ, ηα 

ζπκπεξάζκαηα ηζρύνπλ γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο θαη επνκέλσο κηα απόδεημε γηα 

νμπγώλην ηξίγσλν αξθεί γηα λα ηηο θαιύςεη όιεο. Αιιά θάηη ηέηνην δελ κπνξεί λα 

αηηηνινγεζεί κε ηηο ζπλεζηζκέλεο απνδείμεηο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Απηό 

θαηαδεηθλύεηαη θαζαξά ζηελ εξγαζία κνπ κε ηίηιν ΢ΗΜΔΙΑΚΔ΢ ΠΡΑΞΔΙ΢ όπνπ 

γλσζηέο ή άγλσζηεο γεσκεηξηθέο πξνηάζεηο απνδεηθλύνληαη γεληθόηεξα, δει. κε κηα 

απόδεημε θαιύπηνληαη πνιιέο πεξηπηώζεηο. Υαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα ε άζθεζε 10 

ηεο νπνίαο ε πιήξεο απόδεημε κε ηελ θιαζηθή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ζα απαηηνύζε 25 

μερσξηζηέο απνδείμεηο θαη ζρήκαηα, ελώ ην ίδην ζπκπέξαζκα ηζρύεη γηα όιεο ηηο 

πεξηπηώζεηο. Η εξγαζία απηή βξίζθεηαη ζηε δηεύζπλζε 

 

https://drive.google.com/file/d/106E4QW3p6ck4m8AJ3mndI6TW1dRowzWi/view

?usp=sharing 

 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία εμεγώ πόηε κηα απόδεημε γηα νμπγώλην ηξίγσλν θαιύπηεη όιεο 

ηηο πεξηπηώζεηο πνπ κόιηο αλέθεξα. 

Η απόδεημε ηεο πξόηαζεο πνπ εμαζθαιίδεη ην ζπκπέξαζκα απηό ζηεξίδεηαη ζηελ 

εξγαζία κνπ κε ηίηιν ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΣΟΤ ΓΙΑΝΤ΢ΜΑΣΙΚΟΤ ΛΟΓΙ΢ΜΟΤ ΢Δ 

ΓΔΩΜΔΣΡΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ (ζπληνκ. [Δ]) πνπ κπνξείηε λα βξείηε ζηηο 

δηεπζύλζεηο  

 

mailto:iossifid@yahoo.gr
https://drive.google.com/file/d/106E4QW3p6ck4m8AJ3mndI6TW1dRowzWi/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/106E4QW3p6ck4m8AJ3mndI6TW1dRowzWi/view?usp=sharing
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https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpU0ZWLTVsNVFGazg/view?resou

rcekey=0-70KjUsbNZaAxbpP9G5tVhg 

 

ή θαη 

 

http://users.sch.gr/mipapagr/images/iosifidis_21_efarmoges_tou_dianysmatikou_lo

gismou.pdf 

 

Θα κεηαθέξσ εδώ κόλν εθείλα ηα ηκήκαηα ηεο [Δ] πνπ καο ρξεηάδνληαη, ζπλ δύν 

πξόζζεηεο, αιιά πνιύ ρξήζηκεο πξνζζήθεο πνπ επαπμάλνπλ θαη βειηηώλνπλ ηελ ηζρύ 

ηνπ ζρεηηθνύ ζεσξήκαηνο. 

Με δπν ιόγηα: 

΢ηελ [Δ] ππνινγίδσ 325 απνζηάζεηο κεηαμύ θάπνησλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ ηα νπνία 

νλνκάδσ θύξηα, σο ζπλάξηεζε ησλ πιεπξώλ ηνπ, θαη δείρλσ επίζεο πσο κπνξνύλ λα 

ππνινγηζηνύλ νη απνζηάζεηο κεηαμύ δύν νπνησλδήπνηε άιισλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ. 

Όινη νη ππνινγηζκνί κπνξνύλ λα γίλνπλ ρσξίο ηε βνήζεηα ζρήκαηνο θαη ρσξίο ρξήζε 

ζεσξεκάησλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο θαη ηζρύνπλ ζε θάζε ηξίγσλν. Απηό πνπ 

ζεσξώ πην ζεκαληηθό θαη πην ελδηαθέξνλ ζηελ [Δ] είλαη όηη νη ππνινγηζκνί κπνξνύλ 

επίζεο λα γίλνπλ από κλήκεο, δει. κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ απόζηαζε πνπ δεηνύκε 

σο ζπλάξηεζε ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ ρσξίο λα πξνεγεζνύλ θάπνηεο πξάμεηο ή 

θάπνην ζθεπηηθό (απηό γίλεηαη ζηηο ζειίδεο 42-47). Απηό πνπ απνδεηθλύσ (θαη απηό καο 

ρξεηάδεηαη ζηελ παξνύζα εξγαζία) είλαη όηη απόζηαζε κεηαμύ νπνησλδήπνηε δύν 

ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ δίλεηαη από ηνλ ίδην ηύπν, αλεμαξηήησο ηνπ 

είδνπο ηνπ ηξηγώλνπ (νμπγώλην, ακβιπγώλην, νξζνγώλην). 

 

Μεηαθέξσ εδώ ηα ζρεηηθά απνζπάζκαηα ηεο [Δ]. 

 

Κύξηα ζεκεία ηξηγώλνπ 

 

Οξηζκνί: 

 Κύξηα ζεκεία ελόο ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  νλνκάδνληαη:  

  1) νη θνξπθέο ηνπ 
1 2 3

Α , Α , Α ,  

  2) ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ 
1 2 3

Μ ,Μ ,Μ ,  

  3) ηα ίρλε ησλ εζσηεξηθώλ δηρνηόκσλ ηνπ 
1 2 3

Α , Α , Α   ,  

  4) ηα ίρλε ησλ εμσηεξηθώλ δηρνηόκσλ ηνπ 
1 2 3

Α , Α , Α   , 

  5) ηα ίρλε ησλ πςώλ ηνπ 
1 2 3

Ζ ,Ζ ,Ζ , 

  6) ηα ζεκεία επαθήο ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ κε ηηο πιεπξέο ηνπ 
1 2 3

Ε ,Ε ,Ε , 

  7) ηα θέληξα ησλ παξεγγεγξακκέλσλ θύθισλ 
1 2 3

Ο ,Ο ,Ο , 

  8) ην θ. βάξνπο ηνπ G, 

  9) ην έγθεληξό ηνπ Η, 

10) ην πεξίθεληξό ηνπ Ο, 

https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpU0ZWLTVsNVFGazg/view?resourcekey=0-70KjUsbNZaAxbpP9G5tVhg
https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpU0ZWLTVsNVFGazg/view?resourcekey=0-70KjUsbNZaAxbpP9G5tVhg
http://users.sch.gr/mipapagr/images/iosifidis_21_efarmoges_tou_dianysmatikou_logismou.pdf
http://users.sch.gr/mipapagr/images/iosifidis_21_efarmoges_tou_dianysmatikou_logismou.pdf


ΝΙΚ. ΙΩΣΗΦΙΔΗΣ: ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΤΩΝ ΙΣΟΤΗΤΩΝ ΣΤΗΝ ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

Σει. 3 

11) ην νξζόθεληξό ηνπ Ζ θαη 

12) ην θέληξν ηνπ θύθινπ ηνπ Euler 
9

Ο  

 

[Γηα επθνιία παξαιείςακε ηελ απηνλόεηε αληηζηνηρία, όηη δει. ην 
1Μ  είλαη ην κέζν ηεο 

πιεπξάο 2 3Α Α  θ.ι.π] 

 

Σα ζεκεία απηά είλαη ζε πιήζνο 26. 

 

Παξαθάησ δίλσ έλα ηππνιόγην γηα ηηο απνζηάζεηο απηώλ ησλ ζεκείσλ αλά δύν σο 

ζπλάξηεζε ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ 
2 3α (Α Α ) , 3 1β (Α Α ) , 1 2γ (Α Α ) . Σν 

πιήζνο ησλ απνζηάζεσλ απηώλ είλαη όζνη θαη νη ζπλδπαζκνί ησλ 26 ζεκείσλ αλά 2, 

δει. είλαη ίζν κε 
26

325
2

 
 

 
.  

 

 Μία επζεία πνπ ζπλδέεη δύν θύξηα ζεκεία ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη θύξηα επζεία. 

 

 Σν ζεκείν ηνκήο δύν θπξίσλ επζεηώλ εθόζνλ δε ζπκπίπηεη κε θάπνην από ηα 

θύξηα ζεκεία ηνπ ηξηγώλνπ ιέγεηαη δεπηεξεύνλ ζεκείν.  

 

 Μηα επζεία πνπ νξίδεηαη από δύν δεπηεξεύνληα ζεκεία ή έλα θύξην ζεκείν θαη 

έλα δεπηεξεύνλ θαη δελ ηαπηίδεηαη κε θύξηα επζεία, ιέγεηαη δεπηεξεύνπζα 

επζεία. 

 

 Σα ζεκεία ηνκήο δεπηεξεπνπζώλ επζεηώλ, εθόζνλ δελ ηαπηίδνληαη κε θύξηα ή 

δεπηεξεύνληα ζεκεία, ιέγνληαη ηξηηεύνληα ζεκεία. 

 

 Με ηνλ ίδην ηξόπν νξίδνληαη ζεκεία 4
εο

, 5
εο

 θ.ι.π ηάμεο. 

 

 Σα θύξηα, δεπηεξεύνληα, ηξηηεύνληα θ.ι.π ζεκεία ελόο ηξηγώλνπ ιέγνληαη 

ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

 Σν ζύλνιν ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ ζα ην ζπκβνιίδνπκε 

κε L. 

 

 Αλ Α,Β L , ηελ απόζηαζή ηνπο ζα ηε ζπκβνιίδνπκε κε d(A,B) .  

 

 Σν ζύλνιν όισλ ησλ απνζηάζεσλ κεηαμύ δύν ζεκείσλ ηνπ L ζα ην 

ζπκβνιίδνπκε κε D. 

 

1
ε
 πξνζζήθε 

Αλ Α, Β είλαη δύν ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηξηγώλνπ θαη ην ζεκείν Μ δηαηξεί ην 
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επζ. ηκήκα ΑΒ ζε ιόγν ι, δει. 
ΜΑ

ι
ΜΒ

  , ην ζεκείν Μ ζα ιέγεηαη επίζεο 

ραξαθηεξηζηηθό ζεκείν ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

Σν ζρεηηθό ζεώξεκα εμαζθαιίδεη ην όηη ε απόζηαζε δύν ζεκείσλ ηνπ L δίλεηαη από ηνλ 

ίδην ηύπν ζε θάζε ηξίγσλν θαη είλαη ην παξαθάησ. Η απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ 

βξίζθεηαη ζηε ζειίδα 36 ηεο [Δ]. 

 

Θεώξεκα 

Αλ Α θαη Β είλαη δύν ζεκεία ηνπ L ελόο ηξηγώλνπ 
1 2 3

A A A , ην 2
d (A,B)  είλαη ξεηή 

παξάζηαζε ηωλ πιεπξώλ ηνπ α, β, γ θαη δίλεηαη από ηελ ίδηα ζρέζε ζε θάζε είδνο 

ηξηγώλνπ. 

 

Ωο άκεζε ζπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ πξνθύπηεη ε πξόηαζε πνπ καο ελδηαθέξεη, 

δει. 

 

Θεώξεκα απνζηάζεωλ 

Αλ κηα ηζόηεηα ηεο νπνίαο ηα δύν κέιε πεξηέρνπλ ζηνηρεία ηνπ D ηζρύεη ζε 

νμπγώλην (ή ζε ακβιπγώλην) ηξίγωλν, ηόηε ηζρύεη ζε θάζε είδνο ηξηγώλνπ. 

 

Αλ π.ρ ηα x, y, z είλαη ζηνηρεία ηνπ D θαη κεηαμύ απηώλ ηζρύεη ε ζρέζε 
2 2x 2yz y 3xz   ζε νμπγώλην ηξίγσλν, ε ίδηα ζρέζε ζα ηζρύεη ζε θάζε ηξίγσλν. 

 

2
ε
 πξνζζήθε 

Γηα ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ησλ γσληώλ θάζε ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη γλσζηνί νη 

εμήο ηύπνη: 

Α (η β)(η γ)
εκ

2 βγ

 
   

Β (η γ)(η α)
εκ

2 γα

 
  

Γ (η α)(η β)
εκ

2 αβ

 
  

Α η(η α)
ζπλ

2 βγ


  

Β η(η β)
ζπλ

2 γα


  

Γ η(η γ)
ζπλ

2 αβ


  
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Γει. νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί ησλ γσληώλ 
Α Β Γ

, ,
2 2 2

 εθθξάδνληαη σο ζπλάξηεζε 

ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ κε ηελ ίδηα ζρέζε ζε θάζε ηξίγσλν.  

Σα ίδην ηζρύεη θαη γηα ηελ 

Α
εκ

Α 2εθ
Α2 ζπλ
2

   θαη γηα ηελ 

Α
ζπλ

Α 2ζθ
Α2 εκ
2

  θαζώο θαη γηα ηα 

Α Α
εκΑ 2εκ ζπλ

2 2
  , 2 2Α Α

ζπλΑ ζπλ εκ
2 2

   , 
εκΑ

εθΑ
ζπλΑ

  , 
ζπλΑ

ζθΑ
εκΑ

   

εκ2Α 2εκΑζπλΑ  , 
2 2ζπλ2Α ζπλ Α εκ Α   , 

εκ2Α
εθ2Α

ζπλ2Α
  , 

ζπλ2Α
ζθ2Α

εκ2Α
   

Σα ίδηα ηζρύνπλ θαη γηα θάζε ηξηγσλνκεηξηθό αξηζκό πνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ηελ 

ίδηα ζρέζε ζε θάζε είδνο ηξηγώλνπ σο ζπλάξηεζε ησλ παξαπάλσ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

αξηζκώλ (π.ρ εκ3Α, ζπλ4Α θ.ι.π). 

 

Τν ζύλνιν όιωλ απηώλ ηωλ ηξηγωλνκεηξηθώλ αξηζκώλ ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε Τ. 

 

΢πκπιεξώλνπκε ινηπόλ ην ζεώξεκα ησλ απνζηάζεσλ ζεκείσλ ηνπ L σο εμήο: 

 

Θεώξεκα απνζηάζεωλ θαη ηξηγωλνκεηξηθώλ αξηζκώλ 

Αλ κηα ηζόηεηα ηεο νπνίαο ηα δύν κέιε πεξηέρνπλ ζηνηρεία ηνπ D θαη ζηνηρεία ηνπ 

Τ ηζρύεη ζε νμπγώλην ηξίγωλν, ηόηε ζα ηζρύεη ζε θάζε είδνο ηξηγώλνπ. 

 

Έηζη π.ρ αλ ηα x, y, z είλαη ζηνηρεία ηνπ D θαη 1 2η , η  είλαη ζηνηρεία ηνπ Σ, αλ γηα 

νμπγώλην ηξίγσλν 1 2 3Α Α Α  ηζρύεη 2 2

1 2xy z η 2yzη x   , ε ίδηα ζρέζε ζα ηζρύεη ζε 

θάζε είδνο ηξηγώλνπ. 

 

Δπέθηαζε ηεο ηζρύνο ηνπ παξαπάλω ζεωξήκαηνο 

΢ηελ ίδηα εξγαζία [Δ] ζηε ζει. 88 ππάξρεη ην εμήο 

 

Θεώξεκα 

Αλ 
1

Δ είλαη ην εκβαδό ελόο ηξηγώλνπ πνπ έρεη θνξπθέο ηξία ζεκεία ηνπ L ελόο 

ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  θαη Δ ην εκβαδό ηνπ 
1 2 3

Α Α Α  ηόηε ν ιόγνο 1
Δ

Δ
 είλαη ξεηή 

παξάζηαζε ηωλ πιεπξώλ ηνπ 
1 2 3

Α Α Α .  

 

Δπεηδή ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  σο ζπλάξηεζε ησλ πιεπξώλ ηνπ α, β, γ 

δίλεηαη από ηνλ ίδην ηύπν Δ η(η α)(η β)(η γ)      γηα θάζε είδνο ηξηγώλνπ, 

πξνθύπηεη όηη θαη ην εκβαδόλ Δ1 εθθξάδεηαη ζπλαξηήζεη  ησλ α, β, γ κε ηνλ ίδην ηύπν 

γηα θάζε είδνο ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α .  
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Τν ζύλνιν ηωλ εκβαδώλ ηωλ ηξηγώλωλ πνπ έρνπλ θνξπθέο ζεκεία ηνπ L ζα ην 

ζπκβνιίδνπκε κε S. 

 

Σν γεληθόηεξν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη, δηαηππώλεηαη σο ηειηθό ζεώξεκα θαη 

αθνξά ηζόηεηεο πνπ πεξηέρνπλ απνζηάζεηο ηνπ ζπλόινπ D, εκβαδά ηνπ ζπλόινπ S θαη 

ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηνπ ζπλόινπ Σ. 

 

Τειηθό ζεώξεκα  

Αλ κηα ηζόηεηα ηεο νπνίαο ηα δύν κέιε πεξηέρνπλ απνζηάζεηο ηνπ D, εκβαδά ηνπ S 

θαη ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηνπ Τ ηζρύεη ζε νμπγώλην ηξίγωλν, ηόηε ζα ηζρύεη 

ζε θάζε είδνο ηξηγώλνπ. 

 

Έηζη π.ρ, αλ ηα x, y, z, t είλαη ζηνηρεία ηνπ D, 
1 2η , η είλαη ζηνηρεία ηνπ Σ θαη Δ, Ρ είλαη 

ζηνηρεία ηνπ S, αλ ζε νμπγώλην ηξίγσλν ηζρύεη ε ηζόηεηα 2

1 2

z
x yzη Δη Ρ

t
    , ε ίδηα 

ζρέζε ζα ηζρύεη ζε θάζε ηξίγσλν.  


