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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 ΢ην άξζξν απηό παξνπζηάδνληαη λένη ηξόπνη εθαξκνγήο ηνπ δηαλπζκαηηθνύ 

ινγηζκνύ ζηελ απόδεημε γεσκεηξηθώλ πξνηάζεσλ.  

 

Απνηειείηαη από 3 κέξε: 

 

Σν 1
ν
 κέξνο αζρνιείηαη κε ηελ εύξεζε απνζηάζεσλ δηαθόξσλ ραξαθηεξηζηηθώλ 

ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ, απόδεημε αληζνηήησλ ζηα ηξίγσλα, απόδεημε θαζεηόηεηαο, 

παξαιιειίαο, απνδείμεηο ζπλεπζεηαθώλ ζεκείσλ θ.ι.π. 

 

Σν 2
ν
 κέξνο αζρνιείηαη κε ηελ εύξεζε εκβαδώλ ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ θνξπθέο 

ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ελόο ηξηγώλνπ. 

  

Σν 3
ν
 κέξνο αζρνιείηαη κε ηελ εύξεζε όγθσλ ηεηξαέδξσλ. 

 

Ζ εξγαζία εθπνλήζεθε ην 1969. Κάπνηα κέξε ηεο δεκνζηεύζεθαλ ζην 

ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ ΣΟΤ ΓΔΛΣΗΟΤ ΣΖ΢ ΔΜΔ ηα έηε 1970-1972. 

 

΢θνπόο ηνπ άξζξνπ απηνύ είλαη λα εμαιείςεη ηηο αδπλακίεο ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο ζηελ επίιπζε δηαθόξσλ πξνβιεκάησλ όπσο είλαη: 

 

α) Ζ κε γεληθή κέζνδνο, αιιά ν μερσξηζηόο ζε θάζε πεξίπησζε ηξόπνο 

εξγαζίαο. 

 

β) Ο δηαθνξεηηθόο ηξόπνο απόδεημεο γηα ην ίδην πξόβιεκα πνπ εμαξηηέηαη 

από ην εθάζηνηε ζρήκα, π.ρ νμπγώλην – ακβιπγώλην ηξίγσλν ή ζεκείν εληόο – 

εθηόο ηξηγώλνπ θ.ι.π. 

 

γ)  Σν πνιύπινθν πνιιέο θνξέο ζρήκα πνπ θάλεη ηηο απνδείμεηο 

δπζθνιόηεξεο. 

 

δ) Ζ παξαλόεζε ή παξαπιάλεζε εμαηηίαο ελόο κε αθξηβνύο ζρήκαηνο. 

 

ε) Ζ δπζθνιία θαηαλόεζεο ελόο πνιύπινθνπ ζρήκαηνο ζην ρώξν.  

(΢ην άξζξν απηό δελ ζα επεθηαζνύκε ζε πξνβιήκαηα ζην ρώξν, όκσο ν ηξόπνο 

εξγαζίαο πνπ εθηίζεηαη εδώ κπνξεί λα εθαξκνζηεί θαη ζε πξνβιήκαηα ηνπ ρώξνπ 

ρσξίο νπζηαζηηθέο αιιαγέο). 
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΢ει. 2 

 

Σα πιενλεθηήκαηα ηνπ άξζξνπ απηνύ ζηελ επίιπζε γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ 

είλαη: 

 

α) Ζ κε ρξήζε γεσκεηξηθώλ ζεσξεκάησλ (πιελ ειαρίζησλ ζηελ αξρή κόλν 

ηνπ άξζξνπ). 

 

β) Ζ αλεμαξηεζία ησλ απνδείμεσλ ηνπ ελόο από ην άιιν πξόβιεκα. 

 

γ) Ζ κε ρξήζε ζρεκάησλ. 

 

δ) Ζ κε δηάθξηζε ησλ ηξηγώλσλ ζε νμπγώληα – ακβιπγώληα 

 

θαη ην ζεκαληηθόηεξν: 

 

ε) Οη από κλήκεο ππνινγηζκνί απνζηάζεσλ δύν ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ 

θαζώο θαη ν ππνινγηζκόο ησλ εκβαδώλ ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ σο θνξπθέο 

ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηξηγώλνπ. 

 

Έηζη ε απόζηαζε ηνπ βαξπθέληξνπ G από ην έγθεληξν Η ελόο ηξηγώλνπ 

ζπλαξηήζεη ησλ πιεπξώλ ηνπ, ζηε ζει. 45   δίλεηαη από κλήκεο από ηνλ ηύπν: 

 
2 2 2

2 1 α 1 β 1 γ
d (G,I) x y z

3 α β γ 3 α β γ 3 α β γ

     
          

          
  

όπνπ: 2 2 21
x (β γ α )

2
     

2 2 21
y (γ α β )

2
     

2 2 21
z (α β γ )

2
     

Ζ έθθξαζε απηή δίλεηαη απηόκαηα ρσξίο λα πξνεγεζνύλ πξάμεηο ή 

ζπιινγηζκνί. Ο ηύπνο κπνξεί θαηόπηλ λα πάξεη απινύζηεξε κνξθή αλ γίλνπλ θάπνηεο 

πξάμεηο θαη θαηαιήγεη:  

 

2 3 3 3

2

1
d (G,I) α β γ 2(β γ α)(γ α β)(α β γ) 5αβγ

9(α β γ)
             

 

 

Σα πιενλεθηήκαηα ηνπ άξζξνπ απηνύ γίλνληαη θαηαλνεηά αλ πξνζπαζήζεη 

θαλείο λα απνδείμεη ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε κε ηα γλσζηά ζεσξήκαηα ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο ή αλ πξνζπαζήζεη λα θάλεη έλα πνιύπινθν ζρήκα.  

 

Π.ρ έλα από ηα πξνβιήκαηα πνπ ιύλνπκε είλαη ε εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ηξηγώλνπ 

1 2GG G  όπνπ:  

G ην βαξύθεληξν ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α ,  

1G  ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ  πνπ έρεη θνξπθέο ηα ζεκεία επαθήο ηνπ 

εγγεγξακκέλνπ θύθινπ κε ηηο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ θαη  
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΢ει. 3 

2G   ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ πνπ έρεη σο θνξπθέο ηα ζεκεία ηνκήο ησλ 
α β(κ ,δ ) , 

β γ(κ ,δ )  θαη 
γ α(κ ,δ ) . Ο ππνινγηζκόο γίλεηαη ρσξίο ηε ρξήζε θαλελόο ζεσξήκαηνο ηεο 

Γεσκεηξίαο.  

Σν αληίζηνηρν ζρήκα θαίλεηαη παξαθάησ. Σν ζρήκα δελ είλαη νινθιεξσκέλν επεηδή νη 

πξόζζεηεο γξακκέο πνπ ρξεηάδνληαη ζα επηθάιππηαλ ηηο ήδε ππάξρνπζεο. Υξεηάδνληαη 

δει. επηπιένλ νη δηάκεζνη ηνπ ηξηγώλνπ ΚΛΜ γηα ηελ εύξεζε ηνπ θ.β 
2G , θαηόπηλ 

ρξεηάδνληαη λέεο βνεζεηηθέο γξακκέο γηα ηε ιύζε θαη βεβαίσο θαηόπηλ ρξεηάδεηαη ε 

ιύζε!!! 
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Σν εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 1 2GG G ππνινγίδεηαη ζην παξόλ άξζξν ζηε ζει. 86 ρσξίο ηε 

βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο, ρσξίο ηε ρξήζε γεσκεηξηθώλ ζεσξεκάησλ ή ηύπσλ θαη 

βξίζθεηαη ζπλαξηήζεη ησλ πιεπξώλ α, β, γ θαη ηνπ εκβαδνύ Δ ηνπ ηξηγώλνπ 

1 2 3Α Α Α ίζν κε: 

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

ι κ ι κ
(GG G ) | | Δ

κ λ κ λ

 


 
  όπνπ 

1

1
ι

3
      

1

1 α β γ α γ β
κ

6 β γ

    
  

 
  

2

1
ι

3
      

2

1 β γ α β α γ
κ

6 γ α

    
  

 
  

1

1 α β α
λ

3 β 2α γ 2β α 2γ

 
   

   
  

2

1 β β γ
λ

3 β 2α γ 2β α 2γ

 
   

   
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΢ει. 4 

SUMMARY: 

 

This article presents new ways of applying vector calculus for proving geometric 

proposals. 

 

It is made up of 3 parts: 

 

The 1
st
 part deals with the calculation of distances between various characteristic points 

of a triangle, proving verticality, parallelism, collinear points etc. 

 

The 2
nd

 part deals with the calculation of area of triangles that have as vertices  

characteristic points of a triangle. 

 

The 3
rd

 part deals with the calculation of volume of tetrahedrons.  

 

The paper was drafted in 1969. Some parts of it were published in the periodical of the 

Hellenic Mathematical Society in 1970-1972. 

 

The purpose of this article is to eliminate the weaknesses of Euclidean Geometry in 

solving various problems, such as: 

 

a) Using a unique work method due to lack of a generic method. 

 

b) Different method of proof for the same problem that depends on the 

specific shape, e.g. acute or obtuse triangle, point outside a triangle etc. 

 

c) A complicated shape that complicates proofs. 

 

d) The misunderstanding or misleading nature of an imprecise shape. 

 

e)  The difficulty of understanding a complicated shape in space. (In this 

article we will not extend to problems in space, but the work method 

presented here can be applied to special problems without substantial 

changes). 

 

The benefits of this article in solving geometrical problems are: 

 

a)  Non-use of geometric theorems (except for a few at the beginning of the 

article). 

 

b)  The independence of proof between problems. 

 

c) Non-use of shapes. 

 

d)  Not distinguishing between acute and obtuse triangles – and the most 

important; 
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΢ει. 5 

e)  Calculating from memory the distance between two characteristic points 

and also surface area of triangles that have as their peaks characteristic 

points of a triangle. 

 

The distance of the centre of weight G from the incenter I of a triangle in function of the 

sides a, b, c of the triangle is calculated (page 45) from memory using the following 

formula: 

 

 2 2 2 21 α 1 β 1 γ
d (G,I) ( - ) x ( - ) y ( - ) z

3 a b c 3 a b c 3 a b c
  

     
 

where: 2 2 21
x= (b +c -a )

2
 

2 2 21
y= (c +a -b )

2
 

2 2 21
z= (a +b -c )

2
 

 

This expression can be presented automatically without any prior calculations or 

reasoning. The formula can then take on a simpler form if some calculations take place 

and concludes as: 

 

2 3 3 31
d (G,I) a b c 2(b c -a)(c a -b)(a b -c) - 5abc

9(a b c)
         

 

 

The benefits of this article are understood if one is to try and prove the previous 

relationship using well-known theorems of Euclidian Geometry or if one tries to make a 

complex shape. 

 

For example, one of the problems solved is calculation of the surface area of triangle 

GG1G2 where: 

G is the centre of weight of triangle A1A2A3, 

G1 is the centre of weight of the triangle that has as vertices the points of contact of the 

inscribed circle with the sides of the triangle and; 

G2 is the centre of weight of the triangle that has as its vertices the points of intersection 

of a b(m ,d ) , b c(m ,d )  and c a(m ,d ) . The calculation is performed without the use of any 

Geometry theorems. 

 

The relevant shape appears below. The shape is not complete because the additional 

lines required would cover the existing ones.  

The medians of triangle ΚΛΜ are needed for the calculation of the centre of weight of 

G2, auxiliary lines are needed for the solution and of course the solution is also 

required!!! 
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The area of triangle GG1G2 is calculated (page 86)  in this article without the help of the 

shape, without the use of geometric theorems or formulas, in function to the sides a, b, c 

and the area S of triangle A1A2A3 equaling: 

 

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

x - y x - y
(GG G ) =| | S

y - z y - z
 where 

1

1
x =

3
     1

1 a + b -c a + c - b
y = +

6 b c

 
 
 

 

2

1
x =

3
     2

1 b + c -a b + a -c
y =

6 c a

 
 

 
 

1

1 a b a
z = +

3 b + 2a c + 2b a + 2c

 
 

 
 2

1 b b c
z = +

3 b + 2a c + 2b a + 2c

 
 

 
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ΜΔΡΟ΢ 1
ν
 

 

 

ΑΠΟ΢ΣΑ΢ΔΗ΢ ΣΧΝ ΚΤΡΗΧΝ ΢ΖΜΔΗΧΝ ΣΡΗΓΧΝΟΤ 

΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΗ ΣΧΝ ΠΛΔΤΡΧΝ ΣΟΤ 
 

 

Κύξηα ζεκεία ηξηγώλνπ 
 

Οξηζκνί: 

 Κύξηα ζεκεία ηξηγώλνπ νλνκάδνληαη:  

  1) νη θνξπθέο ηνπ 
1 2 3

Α , Α , Α ,  

  2) ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ 
1 2 3

Μ ,Μ ,Μ ,  

  3) ηα ίρλε ησλ εζσηεξηθώλ δηρνηόκσλ ηνπ 
1 2 3

Α , Α , Α   ,  

  4) ηα ίρλε ησλ εμσηεξηθώλ δηρνηόκσλ ηνπ 
1 2 3

Α , Α , Α   , 

  5) ηα ίρλε ησλ πςώλ ηνπ 
1 2 3

Ζ ,Ζ ,Ζ , 

  6) ηα ζεκεία επαθήο ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ κε ηηο πιεπξέο ηνπ 
1 2 3

Ε ,Ε ,Ε , 

  7) ηα θέληξα ησλ παξεγγεγξακκέλσλ θύθισλ 
1 2 3

Ο ,Ο ,Ο , 

  8) ην θ. βάξνπο ηνπ G, 

  9) ην έγθεληξό ηνπ Η, 

10) ην πεξίθεληξό ηνπ Ο, 

11) ην νξζόθεληξό ηνπ Ζ θαη 

12) ην θέληξν ηνπ θύθινπ ηνπ Euler 
9

Ο  

 

[Γηα επθνιία παξαιείςακε ηελ απηνλόεηε αληηζηνηρία, όηη δει. ην 1Μ  είλαη ην κέζν ηεο 

πιεπξάο 2 3Α Α  θ.ι.π] 

 

Σα ζεκεία απηά είλαη ζε πιήζνο 26. 

 

Παξαθάησ ζα βξνύκε ηηο απνζηάζεηο απηώλ αλά δύν ζπλαξηήζεη ησλ πιεπξώλ ηνπ 

ηξηγώλνπ 2 3α (Α Α ) , 3 1β (Α Α ) , 1 2γ (Α Α ) . Σν πιήζνο ησλ απνζηάζεσλ απηώλ 

είλαη όζνη θαη νη ζπλδπαζκνί ησλ 26 ζεκείσλ αλά δύν, δει. είλαη ίζν κε 
26

325
2

 
 

 
.  

 

 Μία επζεία πνπ ζπλδέεη δύν θύξηα ζεκεία ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη θύξηα επζεία. 

 

 Σν ζεκείν ηνκήο δύν θπξίσλ επζεηώλ εθόζνλ δε ζπκπίπηεη κε θάπνην από ηα 

θύξηα ζεκεία ηνπ ηξηγώλνπ ιέγεηαη δεπηεξεύνλ ζεκείν.  
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΢ει. 8 

 Μηα επζεία πνπ νξίδεηαη από δύν δεπηεξεύνληα ζεκεία ή έλα θύξην ζεκείν θαη 

έλα δεπηεξεύνλ θαη δελ ηαπηίδεηαη κε θύξηα επζεία, ιέγεηαη δεπηεξεύνπζα 

επζεία. 

 

 Σα ζεκεία ηνκήο δεπηεξεπνπζώλ επζεηώλ, εθόζνλ δελ ηαπηίδνληαη κε θύξηα ή 

δεπηεξεύνληα ζεκεία, ιέγνληαη ηξηηεύνληα ζεκεία. 

 

 Σα θύξηα, δεπηεξεύνληα θαη ηξηηεύνληα ζεκεία ελόο ηξηγώλνπ ιέγνληαη 

ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

 Σν ζύλνιν ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ ζα ην ζπκβνιίδνπκε 

κε L 

 

 Αλ Α,Β L , ηελ απόζηαζή ηνπο ζα ηε ζπκβνιίδνπκε κε d(Α,Β)  

 

 

 

 

Τπνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο δύν ραξαθηεξηζηηθώλ  

ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ 
 

 Αλ Α, Β δύν ζεκεία ηνπ L ν ππνινγηζκόο ηεο απόζηαζήο ηνπο γίλεηαη σο εμήο: 

Δθθξάδνπκε ην δηάλπζκα ΑΒ  σο γξακκηθό ζπλδπαζκό δύν ή ηξηώλ δηαλπζκάησλ ησλ 

νπνίσλ γλσξίδνπκε ηα κέηξα θαη ηηο γσλίεο αλά δύν. 

Αλ π.ρ 1 1 2 2 3 3ΑΒ ι r ι r ι r    θαη 2 3 1(r , r ) ζ , 3 1 2(r , r ) ζ , 1 2 3(r , r ) ζ , ηόηε: 

2d (A,B)  2(ΑΒ)  2

1 1 2 2 3 3(ι r ι r ι r )    
2 2 2

2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1ι r ι r ι r 2ι ι (r r ) 2ι ι (r r ) 2ι ι (r r )        

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3ι | r | ι | r | ι | r |    

1 2 1 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 1 22ι ι | r || r |ζπλζ 2ι ι | r | | r |ζπλζ 2ι ι | r || r | ζπλζ   

΢αλ δηαλύζκαηα 1 2 3r , r , r  ζα επηιέμνπκε ηξία δηαλύζκαηα κε θνηλή αξρή Ο θαη πέξαηα 

1 2 3A ,A ,A . 

Δίλαη θαλεξό όηη αξθεί λα εθθξαζηνύλ ηα δηαλύζκαηα ζέζεσο OA   θαη OB   σο 

γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ, νπόηε θαη ην δηάλπζκα AB OB OA    εθθξάδεηαη σο 

γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ 1 2 3r , r , r . 

 

Ζ επηινγή ηνπ Ο ζα είλαη ε θαηάιιειε ζε θάζε πεξίπησζε, ώζηε νη πξάμεηο λα είλαη 

θαηά ην δπλαηόλ ιηγόηεξεο. ΢πλήζσο παίξλνπκε σο αξρή κηα από ηηο θνξπθέο 

1 2 3A ,A ,A  ή ην πεξίθεληξν Κ. 

Αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην Κ, ηόηε 1 2 3KA KA KA R   όπνπ ε αθηίλα R ζα 

ππνινγηζηεί παξαθάησ ζπλαξηήζεη ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ θαη  
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2 3 1(KA ,KA ) 2Α  , 3 1 2(KA ,KA ) 2A  , 1 2 3(KA ,KA ) 2A  γηα νμπγώλην ηξίγσλν, 

ελώ γηα ακβιπγώλην ή νξζνγώλην ηξίγσλν κε 
1

π
A

2
  είλαη:  

2 3 1(KA ,KA ) 2π 2A  , 3 1 2(KA ,KA ) 2A , 1 2 3(KA ,KA ) 2A  

 

΢ε θάζε πεξίπησζε είλαη: 

 
2

2 3 1KA KA R ζπλ2Α  ,  2
3 1 2KA KA R ζπλ2Α  ,  2

1 2 3KA KA R ζπλ2Α   

 

Γηα ηελ εύξεζε ησλ δηαλπζκάησλ ζέζεσο ησλ θπξίσλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ 

ζηεξηδόκαζηε ζηηο δύν παξαθάησ πξνηάζεηο: 

 

Πξόηαζε 1 

Αλ ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ επζεία ΑΒ (εζσηεξηθό ή εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ 

ηκήκαηνο ΑΒ) θαη 
MA

ι
MB


(1)

, ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ Μ σο πξνο ηπραία αξρή Ο 

δίλεηαη από ηε ζρέζε:  

 

ΟΑ ιΟΒ
ΟΜ

1 ι





 

Απόδεημε 

MA
ι

MB
    MA ιΜΒ     

ΟΑ ΟΜ ι(ΟΒ ΟΜ)     

 

ΟΑ ιΟΒ
ΟΜ

1 ι





  

 

 

 

 

 

Πξόηαζε 2 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ, Κ ζεκείν ηνπ επηπέδνπ ηνπ θαη Ο ηπραία δηαλ. αξρή (ζην 

επίπεδό ηνπ ή θαη έμσ από απηό). Ολνκάδνπκε 
1 2 3

Δ ,Δ ,Δ  ηα εκβαδά ησλ ηξηγώλσλ 

ΚΒΓ, ΚΓΑ, ΚΑΒ αληίζηνηρα θαη Δ ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

Σν δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ Κ δίλεηαη ηόηε από ηηο ζρέζεηο: 

                                                

1 Γηα ηα ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα α  θαη β 0 νξίδνπκε: 
α

ι
β

  α ιβ   

Δίλαη θαλεξό όηη γηα θάζε ζεκείν Μ ηεο επζείαο ΑΒ είλαη: 
MA

MB

ι 1  

Πξάγκαηη, αλ ι 1 πξνθύπηεη: ΜΑ = ΜΒ  ΜΑ ΜΒ 0   ΒΑ 0  άηνπν 

Ο

ΒΑ Μ

Σχ 1
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1 2 3

1 2 3

Δ ΟΑ Δ ΟΒ Δ ΟΓ
ΟΚ

Δ Δ Δ

 
 

 
 1 2 3
Δ ΟΑ Δ ΟΒ Δ ΟΓ

Δ

 
  

 

αλ ην Κ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ ή ζηελ πεξίκεηξό ηνπ, 

 

2 3 1

2 3 1

Δ ΟΒ Δ ΟΓ Δ ΟΑ
ΟΚ

Δ Δ Δ

 


 
  

3 1 2

3 1 2

Δ ΟΓ Δ ΟΑ Δ ΟΒ
ΟΚ

Δ Δ Δ

 


 
  

1 2 3

1 2 3

Δ ΟΑ Δ ΟΒ Δ ΟΓ
ΟΚ

Δ Δ Δ

 


 
  

 

αλ ην Κ βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ θαη 

 

α) κέζα ζηε γσλία Α   ή ηελ θαηαθνξπθήλ ηεο 

 

β) κέζα ζηε γσλία Β   ή ηελ θαηαθνξπθήλ ηεο 

 

γ) κέζα ζηε γσλία Γ   ή ηελ θαηαθνξπθήλ ηεο αληίζηνηρα. 

 

Απόδεημε 

 Σν Κ βξίζθεηαη κέζα ζην ηξίγσλν ή ζηελ πεξίκεηξό ηνπ 

Έζησ Γ ΑΚ ΒΓ   

Δίλαη: 
(ΓΒ) (ΑΒΓ)

(ΓΓ) (ΑΓΓ)
 

(ΚΒΓ) (ΑΒΓ) (ΚΒΓ)

(ΚΓΓ) (ΑΓΓ) (ΚΓΓ)


 



3

2

Δ(ΚΑΒ)

(ΚΓΑ) Δ
   

Δπνκέλσο: 3

2

ΔΓΒ

ΔΓΓ
    

θαη ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

3

2

3

2

Δ
ΟΒ ΟΓ

Δ
ΟΓ

Δ
1

Δ



 



2 3

2 3

Δ ΟΒ Δ ΟΓ

Δ Δ




    (1) 

Αιιά: 

(ΑΚ) (ΑΒΚ)

(ΚΓ) (ΒΚΓ)
 

(ΑΓΚ)

(ΓΚΓ)


(ΑΒΚ) (ΑΓΚ)

(ΒΚΓ) (ΓΚΓ)






3 2

1

Δ Δ

Δ


 

Άξα 3 2

1

Δ ΔΚΑ

ΔΚΓ


    θαη ζύκθσλα πάιη κε ηελ 

πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

Α

Β Γ

Ο

Γ

Κ

Σχ 2
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2 3

(1)
1

2 3

1

Δ Δ
ΟΑ ΟΓ

Δ
ΟΚ

Δ Δ
1

Δ




 




 1 2 3

1 2 3

Δ ΟΑ Δ ΟΒ Δ ΟΓ

Δ Δ Δ

 


 
 1 2 3Δ ΟΑ Δ ΟΒ Δ ΟΓ

Δ

 
 

 

΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ ην Κ βξίζθεηαη ζηελ πεξίκεηξν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ π.ρ ην Κ 

βξίζθεηαη ζηε ζέζε ηνπ Γ, ηόηε 1Δ 0  θαη ν ηύπνο γίλεηαη:  

2 3Δ ΟΒ Δ ΟΓ
ΟΚ

Δ


  πνπ ηζρύεη όπσο πξνθύπηεη από ηε ζρέζε (1) πνπ βξήθακε 

παξαπάλσ. 

 

 Σν Κ βξίζθεηαη έμσ από ην 

ηξίγσλν, αιιά κέζα ζηε γσλία Α  

 

Έζησ Γ ΑΚ ΒΓ   

Δίλαη: 
(ΓΒ) (ΑΒΓ)

(ΓΓ) (ΑΓΓ)
   

(ΚΒΓ)

(ΚΓΓ)
   

(ΑΒΓ) (ΚΒΓ)

(ΑΓΓ) (ΚΓΓ)






(ΚΑΒ)

(ΚΓΑ)
 3

2

Δ

Δ
 

 

Δπνκέλσο:  3

2

ΔΓΒ

ΔΓΓ
     θαη ζύκθσλα κε 

ηελ πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

2 3

2 3

Δ ΟΒ Δ ΟΓ
ΟΓ

Δ Δ





         (2) 

Δίλαη επίζεο: 
(ΚΑ) (ΚΑΒ)

(ΚΓ) (ΚΒΓ)
 

(ΚΓΑ)

(ΚΓΓ)


(ΚΑΒ) (ΚΑΓ)

(ΚΒΓ) (ΚΓΓ)






3 2

1

Δ Δ

Δ


 

Άξα  3 2

1

Δ ΔΚΑ

ΔΚΓ


    θαη ζύκθσλα πάιη κε ηελ πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

 

2 3

(2)
1

2 3

1

Δ Δ
ΟΑ ΟΓ

Δ
ΟΚ

Δ Δ
1

Δ




 




 2 3 1

2 3 1

Δ ΟΒ Δ ΟΓ Δ ΟΑ

Δ Δ Δ

 

 
  

 

 Σν Κ βξίζθεηαη έμσ από ην 

ηξίγσλν ΑΒΓ, αιιά κέζα ζηελ 

θαηαθνξπθήλ γσλία ηεο Α  

 

 

Έζησ πάιη Γ ΑΚ ΒΓ   

 

Β Γ

Α

Κ

Ο

Γ

Σχ 3

Β Γ

Α

Κ

Ο

Γ

Σχ 4
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Δίλαη: 
(ΓΒ) (ΚΒΓ)

(ΓΓ) (ΚΓΓ)
   

(ΑΒΓ)

(ΑΓΓ)
   

(ΚΒΓ) (ΑΒΓ)

(ΚΓΓ) (ΑΓΓ)






(ΚΑΒ)

(ΚΓΑ)
 3

2

Δ

Δ
 

 

Δπνκέλσο: 3

2

ΔΓΒ

ΔΓΓ
  θαη ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

2 3

2 3

Δ ΟΒ Δ ΟΓ
ΟΓ

Δ Δ





       (3) 

 

Δίλαη επίζεο: 
(ΚΑ) (ΚΑΒ)

(ΚΓ) (ΚΒΓ)
 

(ΚΓΑ)

(ΚΓΓ)


(ΚΑΒ) (ΚΑΓ)

(ΚΒΓ) (ΚΓΓ)






3 2

1

Δ Δ

Δ


 

 

Άξα   3 2

1

Δ ΔΚΑ

ΔΚΓ


  θαη ζύκθσλα πάιη κε ηελ πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

 

2 3

(3)
1

2 3

1

Δ Δ
ΟΑ ΟΓ

Δ
ΟΚ

Δ Δ
1

Δ




 




 2 3 1

2 3 1

Δ ΟΒ Δ ΟΓ Δ ΟΑ

Δ Δ Δ

 

 
  

 

 

Όκνηα απνδεηθλύνληαη θαη νη άιιεο πεξηπηώζεηο. 

 

 

 

Γηαλύζκαηα ζέζεσο ησλ θύξησλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ 
 

 

Με ηε βνήζεηα ησλ πξνηάζεσλ (1) θαη (2) κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηα δηαλύζκαηα 

ζέζεσο ησλ θπξίσλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ όπσο δείρλνπκε ακέζσο. 

 

1) Σσλ 
1 2 3

Μ ,Μ ,Μ  

 

Δπεηδή 1 2

1 3

Μ Α
1

Μ Α
  , ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 1 ζα 

είλαη:  

 

 
Α2 Α3

Α1

Μ1
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2 3

1

3 1
2

1 2
3

ΟΑ ΟΑ
ΟΜ

2

ΟΑ ΟΑ
ΟΜ (Η)

2

ΟΑ ΟΑ
ΟΜ

2


 


 

 



 


  

 

 

2) Σσλ 
1 2 3

Α , Α , Α    

Δπεηδή 1 2

1 3

Α Α γ

βΑ Α


 


  , ζύκθσλα κε ηελ 

πξόηαζε 1 ζα είλαη: 

 

 

2 3

1

3 1

2

1 2

3

βΟΑ γΟΑ
ΟΑ

β γ

γΟΑ αΟΑ
ΟΑ (ΗΗ)

γ α

αΟΑ βΟΑ
ΟΑ

α β


  

 
 

  
 


 

 

  

  

 

3) Σσλ 
1 2 3

Α , Α , Α    

Αλ β γ , ε εμσηεξηθή δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 1Α ηέκλεη ηελ 2 3A A  ζην 1A θαη ηζρύεη: 

1 2

1 3

Α Α γ

βΑ Α





 (ζεώξεκα εμσηεξηθήο 

δηρνηόκνπ) 

΢ύκθσλα επνκέλσο κε ηελ πξόηαζε 

1 ζα είλαη: 

 

2 3

1

3 1

2

1 2

3

βΟΑ - γΟΑ
ΟΑ

β - γ

γΟΑ - αΟΑ
ΟΑ

γ - α

αΟΑ - βΟΑ
ΟΑ

α - β


  





  


 


     (III)     εθόζνλ β γ , γ α  ή α β  αληίζηνηρα. 

 

 

4) Σσλ 
1 2 3

Ζ ,Ζ ,Ζ  

Α1

Α2 Α3Α΄1

Α1

Α2 Α3Α΄΄1
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Α1

Α3Α2Α3Α2Η1Α3Α2 Η1

Α1Α1

Σχ. γΣχ. βΣχ. α 

_υγ=
11

υ
1

υ γγ β ββ

ω

1=Η_

 
Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 

 2

π
Α

2
 ,  3

π
Α

2
   (΢ρ. α) 

Σόηε ην ίρλνο ηνπ ύςνπο από ην 1Α  βξίζθεηαη κεηαμύ 2Α  θαη 3Α . 

Δίλαη: 1 2 1 2(Ζ Α ) π ζθΑ , 1 3 1 3(Ζ Α ) π ζθΑ   

Άξα: 1 2

1 3

(Ζ Α )

(Ζ Α )
  2

3

ζθΑ

ζθΑ
  3

2

εθΑ

εθΑ
   1 32

21 3

Ζ Α εθΑ

εθΑΖ Α
   

Άξα: 
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ





 

 

 2

π
Α

2
    (΢ρ. β) 

Σόηε ην ίρλνο ηνπ ύςνπο από ηελ θνξπθή 1Α  βξίζθεηαη ζηελ πξνέθηαζε ηεο 2 3Α Α  

πξνο ην κέξνο ηνπ 2Α . 

Σώξα είλαη: 1 2 1 1 2(Ζ Α ) π ζθσ π ζθΑ    , 1 3 1 3(Ζ Α ) π ζθΑ   

Άξα: 1 2

1 3

Ζ Α

Ζ Α
  2

3

ζθΑ

ζθΑ
   3

2

εθΑ

εθΑ
 ,  

άξα είλαη πάιη:  
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ





 

 

 3

π
Α

2
  

Όκνηα ηζρύεη ε ίδηα ζρέζε 

 2

π
Α

2
    (΢ρ. γ) 

Σόηε 1 2Ζ Α , άξα 1 2ΟΖ ΟΑ   

Ο ηύπνο  
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ





 όηαλ 2Α 

π

2
 δίλεη: 
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2 2

3
2 32

2
1 2

π π
Α Α 3

2 2 2

2

εθΑ
εθΑ (ΟΑ ΟΑ )

εθΑ
lim ΟΖ lim ΟΑ

εθΑ
εθΑ (1 )

εθΑ

 



 



  

Έηζη κπνξνύκε λα πνύκε όηη ν ηύπνο  
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ





 ηζρύεη θαη ζηελ 

πεξίπησζε 2

π
Α

2
 , αξθεί λα λννύκε ζηελ πεξίπησζε απηή ην 2

ν
 κέινο σο    

2

π
Α

2

lim


2 32 3

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ

εθΑ εθΑ



 
 

 

 3

π
Α

2
  

Όκνηα βξίζθνπκε όηη ηζρύεη ν ίδηνο ηύπνο. Γειαδή ζε θάζε πεξίπησζε είλαη: 

 

2 32 3
1

2 3

3 13 1
2

3 1

1 21 2
3

1 2

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ


 

 


 
 

 





 

  (IV)  γηα κε νξζνγώλην ηξίγσλν 

 

Με 2Α 
π

2
, 3Α 

π

2
 είλαη: 

2
2

2

εκΑ
εθΑ

ζπλΑ
   

2 2 2

β

2R
γ α β

2γα


 

 
2 2 2

αβγ

R(γ α β ) 
 

θαη όκνηα 3 2 2 2

αβγ
εθΑ

R(α β γ )


 
  

Δπνκέλσο ν ηύπνο   
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ





 

γίλεηαη: 
2 2 2 2 2 2

2 3
1

2

(α β γ )ΟΑ (γ α β )ΟΑ
ΟΖ

2α

    
      (1) 

Με ηελ ηειεπηαία κνξθή ηζρύεη ζε θάζε πεξίπησζε, δει. θαη όηαλ 2

π
Α

2
  ή 3

π
Α

2
  

Πξάγκαηη, όηαλ 2

π
Α

2
  ηόηε 2 2 2β α γ   θαη ε (1) δίλεη: 

2 2 2

1 2
2

α β γ
ΟΖ ΟΑ

2α

 
   

2 2

2
2

α α
ΟΑ

2α


   2ΟΑ  
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πνπ ηζρύεη δηόηη ηόηε ην ίρλνο ηνπ ύςνπο 
1Ζ  ηαπηίδεηαη κε ην 

2Α . 

Όκνηα θαη όηαλ 3

π
Α

2
  

Έηζη γηα ηα ζεκεία 
1 2Ζ ,Ζ  θαη 

3Ζ  έρνπκε θαη ηνπο παξαθάησ ηύπνπο πνπ ηζρύνπλ ζε 

θάζε πεξίπησζε 

 

2 2 2 2 2 2
2 3

1 2

2 2 2 2 2 2
3 1

2 2

2 2 2 2 2 2
1 2

3 2

(α β - γ )ΟΑ (α γ - β )ΟΑ
ΟΖ

2α

(β γ - α )ΟΑ (β α - γ )ΟΑ
ΟΖ

2β

(γ α - β )ΟΑ (γ β - α )ΟΑ
ΟΖ

2γ

  
 


   

 

  



 (IVα) 

 

5) Σσλ
1 2 3

Ε ,Ε ,Ε   

Δίλαη: 1 2Ε Α η β  ,   1 3Ε Α η γ  ,  όπνπ 

α β γ
η

2

 
  

Δπνκέλσο: 1 2

1 3

Ε Α η β

η γΕ Α


 


 

Άξα: 
2 3

1

(η γ)ΟΑ (η β)ΟΑ
ΟΕ

(η γ) (η β)

  


  
 θαη ηειηθά: 

 

 

η γ ΟΑ η β ΟΑ
ΟΕ

α

η α ΟΑ η γ ΟΑ
ΟΕ (V)

β

η β ΟΑ η α ΟΑ
ΟΕ

γ

 


 


 


      
 


       

 

      



 

 

6) Σσλ 
1 2 3

Ο ,Ο ,Ο  

΢ύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 2 ζα είλαη:  

 

2 3 12 3 1
1

2 3 1

Δ ΟΑ Δ ΟΑ Δ ΟΑ
ΟΟ

Δ Δ Δ

 


 
 

Όπνπ:  
   

2 2 2 2 3 3 3

1 2 2 2

αβ
d (Α ,Α ) [αβ γ 3αβγ α βγ α γ αγ β γ

α γ β γ
        

 
 

Α3Α2

Α1

Ζ2

Ζ1

Ζ3

γ β

α
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2 1 3 1 1

1
Δ (Ο Α Α ) βξ

2
   

3 1 1 2 1

1
Δ (Ο Α Α ) γξ

2
   

Άξα: 

2 3 1
1

3 1 2
2

1 2 3
3

βΟΑ γΟΑ - αΟΑ
ΟΟ

β γ - α

γΟΑ αΟΑ - βΟΑ
ΟΟ

γ α - β

αΟΑ βΟΑ - γΟΑ
ΟΟ

α β - γ


 

 
 

 
 




 

  (VI) 

 

7) Σνπ G 

Δίλαη: 1 2 3

1
Δ (GA A ) E

3
   

 2 3 1

1
Δ (GA A ) E

3
   

 3 1 2

1
Δ (GA A ) E

3
   

όπνπ 1 2 3E (A A A )  

΢ύκθσλα επνκέλσο κε ηελ 2
ε
 πξόηαζε ζα είλαη: 

1 2 31 2 3

1 2 3

Δ ΟΑ Δ ΟΑ Δ ΟΑ
OG

Δ Δ Δ

 


 
    ή 

 

1 2 3OA OA OA
ΟG

3

 
       (VII)            

 

8) Σνπ Η 

Δίλαη:  1 2 3

1
E (IA A ) αξ

2
    

 2 3 1

1
E (IA A ) βξ

2
   

 3 1 2

1
E (IA A ) γξ

2
   

Άξα: 
1 2 31 2 3

1 2 3

Δ ΟΑ Δ ΟΑ Δ ΟΑ
OΗ

Δ Δ Δ

 


 
   ή 

αΟΑ βΟΑ γΟΑ
ΟΗ

α β γ

   


 
      (VIII)       

 

 

9) Σνπ Κ 

Γηαθξίλνπκε εδώ 3 πεξηπηώζεηο: 

Α1

Α2 Α3

Θ

α

βγ

ρ

ρ
ρ

Α1

Α2
Α3

Ο1

Δ

Ε

Ζ
ρ
1

ρ
1

ρ
1
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Κ

Α2 Α3

Α1

Κ

Α2

Α1

Α3

Κ

Α1

Α2 Α3

Σχ. γΣχ. α Σχ. β
 

 

α) Σν ηξίγσλν είλαη νμπγώλην  

Σόηε ην πεξίθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ βξίζθεηαη κέζα ζην ηξίγσλν (΢ρ. α) θαη είλαη: 

 2
11 2 3 2 3 2 3

1 1
Δ (ΚΑ Α ) (ΚΑ )(ΚΑ )εκΑ ΚΑ R εκ2Α

2 2
  

 2
22 3 1

1
Δ (ΚΑ Α ) R εκ2Α

2
 

 2
33 1 2

1
Δ (ΚΑ Α ) R εκ2Α

2
 

΢ύκθσλα επνκέλσο κε ηελ πξόηαζε 2 ζα είλαη: 

 

1 2 31 2 3

1 2 3

εκ2Α OA εκ2Α OA εκ2Α OA
ΟΚ

εκ2Α εκ2Α εκ2Α

 


 
        

 

β) Σν ηξίγσλν είλαη ακβιπγώλην  

Έζησ 1

π
Α

2
    (΢ρ. β) 

Σόηε ην πεξίθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ βξίζθεηαη έμσ από ην ηξίγσλν θαη είλαη: 

12 3
Α ΚΑ 2π 2Α  , άξα: 

 2

1 2 3 2 3 2 3 1

1 1
Δ (ΚΑ Α ) (ΚΑ )(ΚΑ )εκΑ ΚΑ R εκ2Α

2 2
      

 2
22 3 1

1
Δ (ΚΑ Α ) R εκ2Α

2
   

 2
33 1 2

1
Δ (ΚΑ Α ) R εκ2Α

2
   

επνκέλσο ζύκθσλα πάιη κε ηελ πξόηαζε 2 ζα είλαη: 

 

εκ Α ΟΑ εκ Α ΟΑ εκ Α ΟΑ
ΟΚ

εκ Α εκ Α εκ Α

    

  

    


    
 

 

γ) Σν ηξίγσλν είλαη νξζνγώλην 

Έζησ π.ρ 1

π
Α

2
    (΢ρ. γ) 
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Σόηε ην Κ είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο 
2 3Α Α . Άξα 

2 3ΟΑ ΟΑ
ΟΚ

2


  

Ο ηύπνο πνπ βξέζεθε ζηελ (α) θαη (β) πεξίπησζε όηαλ 1

π
Α

2
  νπόηε 2 3

π
Α Α

2
     

2 32Α 2Α π     2 3εκ2Α εκ2Α  δίλεη 
2 3ΟΑ ΟΑ

ΟΚ
2


 , δειαδή ν ίδηνο ηύπνο 

ηζρύεη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ. 

 

Γειαδή ζε θάζε πεξίπησζε ηζρύεη: 

 

εκ Α ΟΑ εκ Α ΟΑ εκ Α ΟΑ
ΟΚ

εκ Α εκ Α εκ Α

    

  

    


    
      (IX) 

 

10) Σνπ Ζ 

 

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 

α) Σν ηξίγσλν είλαη νμπγώλην  

 

΢ρ. γ΢ρ. β΢ρ. α

Α1Ζ

Α1

Ζ1

Ζ

Ζ1

Α1

Α2 Α3

Ζ Α2

Α2 Α3 Α3

 
Σόηε ην Ζ βξίζθεηαη κέζα ζην ηξίγσλν (΢ρ. α) θαη ηζρύεη: 

1 2 3ΖΖ 2RζπλΑ ζπλΑ  

1 1 2 3Α Ζ 2RεκΑ εκΑ  

Άξα: 

2 31

1 2 3

(ΖΑ Α )Δ

Δ (Α Α Α )
  2 31

2 3

1 1 2 3

2RζπλΑ ζπλΑΖΖ
ζθΑ ζθΑ

Α Ζ 2RεκΑ εκΑ
   

 

Άξα:  1 2 3Δ ΔζθΑ ζθΑ ,  όκνηα: 

 2 3 1Δ ΔζθΑ ζθΑ  

 3 1 2Δ ΔζθΑ ζθΑ  

 

Δπνκέλσο: 

 

Δ ΟΑ Δ ΟΑ Δ ΟΑ
ΟΖ

Δ Δ Δ

    

  

 


 
   ή  



2
η 
Μαθημαηική Δβδομάδα. Θεζζαλονίκη 7 Μαρηίοσ 2008 

΢ει. 20 

1 2 31 2 3

1 2 3

εθΑ OA εθΑ OA εθΑ OA
ΟΖ

εθΑ εθΑ εθΑ

 


 
          

 

β) Σν ηξίγσλν είλαη ακβιπγώλην 

Έζησ 1

π
Α

2
   (΢ρ. β)  

Σόηε ην νξζόθεληξν Ζ βξίζθεηαη έμσ από ην ηξίγσλν θαη κέζα ζηελ θαηαθνξπθήλ 

γσλία ηεο 1Α . Πάιη είλαη: 

1 2 3ΖΖ 2RζπλΑ ζπλΑ  θαη  1 1 2 3Α Ζ 2RεκΑ εκΑ  

Άξα: 

2 31

1 2 3

(ΖΑ Α )Δ

Δ (Α Α Α )
  2 31

2 3

1 1 2 3

2RζπλΑ ζπλΑΖΖ
ζθΑ ζθΑ

Α Ζ 2RεκΑ εκΑ
       

1 2 3Δ ΔζθΑ ζθΑ  

 

Όκνηα βξίζθνπκε: 

 2 3 1Δ ΔζθΑ ζθΑ   

 

 3 1 2Δ ΔζθΑ ζθΑ   

΢ύκθσλα επνκέλσο κε ηελ πξόηαζε 2 ζα είλαη 

 

Δ ΟΑ Δ ΟΑ Δ ΟΑ
ΟΖ

Δ Δ Δ

    

  

 
 

 

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ

εθΑ εθΑ εθΑ

    

  

 

 
 

 

γ) Σν ηξίγσλν είλαη νξζνγώλην. 

Έζησ π.ρ 1

π
Α

2
    (΢ρ. γ) 

Σόηε 1Ζ Α , άξα 1ΟΖ ΟΑ  

Ο ηύπνο πνπ βξήθακε ζηηο δύν πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο, όηαλ 1Α 
π

2
 δίλεη: 

1

π
A

2

lim ΟΖ



1

π
A

2

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
lim

εθΑ εθΑ εθΑ

    

   

 


 

1

1
π

A
2

εθΑ εθΑ
εθΑ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

εθΑ εθΑ
lim ΟΑ

εθΑ εθΑ
εθΑ

εθΑ εθΑ

 
  

 

  


 

   



  

 

Έηζη κπνξνύκε λα πνύκε όηη ν ίδηνο ηύπνο ηζρύεη ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο, αξθεί ζηελ 

πεξίπησζε 1

π
Α

2
  λα λννύκε ην 2

ν
 κέινο ζαλ 

1

1 2 31 2 3

π
A 1 2 3

2

εθΑ OA εθΑ OA εθΑ OA
lim

εθΑ εθΑ εθΑ

 

 
 

Γειαδή ζε θάζε πεξίπησζε ηζρύεη: 
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εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ εθΑ

    

  

    


 
     (X)    

 

Ο ηύπνο απηόο κε 1Α 
π

2
, 2Α 

π

2
, 3Α 

π

2
, αλ ζέζνπκε 

1
1

1

εκΑ
εθΑ

ζπλΑ
 

2 2 2

α

2R
β γ α

2βγ


 

  
2 2 2

αβγ

R(β γ α ) 
 θ.ι.π, γξάθεηαη: 

1 2 3yzOA zxOA xyOA
ΟΖ

yz zx xy

 


 
            

α
(X )  

 

όπνπ 2 2 2x β γ α   , 2 2 2y γ α β   , 2 2 2z α β γ     

 

Με ηελ ηειεπηαία κνξθή ν ηύπνο ηζρύεη ζε θάζε πεξίπησζε, δειαδή θαη όηαλ  

1

π
Α

2
   ή 2

π
Α

2
   ή 3

π
Α

2
   

Πξάγκαηη, όηαλ 1

π
Α

2
   ηόηε 2 2 2α β γ      x 0  θαη ν ηύπνο αΥ  ζηελ πεξίπησζε 

απηή δίλεη 1ΟΖ ΟΑ   πνπ ηζρύεη δηόηη 1Ζ Α  

 

11) Σνπ 
9

Ο  

Δίλαη γλσζηό όηη ην Ο9 είλαη ην κέζν ηνπ ηκήκαηνο ΚΖ. Δπνκέλσο 

9

1
ΟΟ (ΟΚ ΟΖ)

2
   θαη αληηθαζηζηώληαο ηα  ΟΚ  θαη ΟΖ  από ηνπο ηύπνπο ΗΥ θαη Υ 

ζα έρνπκε: 

 

1 2 31 2 3
9

1 2 3

(εθΑ Γ)ΟΑ (εθΑ Γ)ΟΑ (εθΑ Γ)ΟΑ
OO

4εθΑ εθΑ εθΑ

    
        (ΥΗ) 

 

όπνπ  1 2 3Γ εθΑ εθΑ εθΑ  γηα κε νξζνγώλην ηξίγσλν 

 

Οη ηύπνη Υ θαη ΥΗ κπνξνύλ λα απινπνηεζνύλ αλ σο αξρή πάξνπκε ην πεξίθεληξν Κ 

Πξάγκαηη, ζε θάζε πεξίπησζε (νμπγώλην, ακβιπγώλην ή νξζνγώλην ηξίγσλν) ηζρύεη:  

1 2 31Α Ζ 2ΚΜ ΚΑ ΚΑ    θαη επνκέλσο 1 1ΚΖ ΚΑ Α Ζ   ή  

 

1 2 3ΚΖ ΚΑ ΚΑ ΚΑ                            
β

(Υ )  

θαη 9

1
ΚΟ (ΚΖ ΚΚ)

2
    

1 2 39

1
ΚΟ (ΚΑ ΚΑ ΚΑ )

2
                    

α
(ΥΗ )  

Οη άιινη ηύπνη Η σο ΗΥ παξακέλνπλ όπσο είλαη 
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Απνζηάζεηο ησλ θύξησλ ζεκείσλ ελόο ηξηγώλνπ 
 

 

Όπσο αλαθέξακε ζηελ αξρή ηνπ άξζξνπ απηνύ, έλαο από ηνπο ζθνπνύο ηνπ άξζξνπ 

είλαη ν ππνινγηζκόο ησλ απνζηάζεσλ θύξησλ ζεκείσλ ηξηγώλνπ ζπλαξηήζεη ησλ 

πιεπξώλ ηνπ. Κάλνπκε ηνλ ππνινγηζκό απηό ελδεηθηηθά γηα κεξηθά δεύγε ζεκείσλ θαη 

θαηόπηλ ζα δώζνπκε έλα ηππνιόγην κε ηηο απνζηάζεηο όισλ ησλ δπλαηώλ δεπγώλ πνπ 

όπσο έρνπκε πεη είλαη 325. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ απνζηάζεσλ ζα ζεσξήζνπκε γλσζηνύο ηνπο παξαθάησ 

ηύπνπο: 

 

1 2 3

α β γ
2R

εκΑ εκΑ εκΑ
      (Νόκνο ησλ εκηηόλσλ) 

 
2 2 2

1α β γ 2βγζπλA               (Νόκνο ησλ ζπλεκηηόλσλ) 

 

1Α (η β)(η γ)
εκ

2 βγ

 
  

1Α η(η α)
ζπλ

2 βγ


   

 

Γηα ηελ απινύζηεπζε ησλ ζρέζεσλ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο ηύπνπο:  
2 4 4 4 2 2 2 2 2 216Δ α β γ 2α β 2β γ 2γ α        

αβγ
Δ

4R
  

Έλαο αθόκε ηύπνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε πνιιέο θνξέο είλαη ν 
2 2 2

11 12 3
2A A .A A =2βγζπλΑ =β +γ -α  

 

 

Παξαδείγκαηα 

1) Τπνινγηζκόο ηεο δηακέζνπ 
1 1

Α Μ  

Γηα ηπραία αξρή Ο είλαη: 1 2 3

1
ΟΜ = (ΟΑ +ΟΑ )

2
 

Καη αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ηελ θνξπθή 1Α : 

1 1 11 2 3

1
Α Μ = (Α Α +Α Α )

2
  

Τςώλνληαο ηε ζρέζε απηή ζην ηεηξάγσλν βξίζθνπκε 
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2 2
2

1 1 1 1 1 12 3 2 3

1
d (A ,M ) (Α Α Α Α 2Α Α Α Α )

4
     2 2

1

1
(γ β 2βγζπλΑ )

4
  

2 2 2 2 21
(γ β β γ α )

4
     ή  

2 2 2 2

1 1

1
d (A ,M ) = (2β + 2γ -α )

4
 

 

 

2) Τπνινγηζκόο ηεο δηρνηόκνπ
1 1

A A  

Γηα ηπραία αξρή Ο ηζρύεη:  

 

2 3

1

βΟΑ +γΟΑ
ΟΑ =

β+γ
  

θαη αλ πάξνπκε ζαλ αξρή ηελ θνξπθή 1A : 1 12 3
1 1

βΑ Α +γΑ Α
Α Α =

β+γ
   

θαη πςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν: 

 

 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2

1
d (A ,A ) β γ γ β βγ(β γ α

(β γ)
      


  2 2 2

2

βγ
β γ 2βγ α

(β γ)
  


 

 

Δθηειώληαο θαηάιιεια ηηο πξάμεηο κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε ζηνπο γλσζηνύο ηύπνπο: 

 

α

2
δ = βγη(η-α)

β+γ
 θαη 

1

α

2βγ Α
δ = ζπλ

β+γ 2
 

 

ηεο Γεσκεηξίαο θαη ηεο Σξηγσλνκεηξίαο αληίζηνηρα. Έηζη από ηε ζρέζε 

  2 2
2 2 2

1 1 1 1 1 12 3 2 32

1
d (A ,A ) β Α Α γ Α Α 2βγA A .A A

(β γ)
   


 ζηελ νπνία θηάζακε πξηλ, 

αληηθαζηζηώληαο όπνπ 11 12 3
A A .A A = βγζπλΑ , έρνπκε 

 2 2 2 2 2

1 1 12

1
d (A ,A ) 2β γ 2β γ ζπλΑ

(β γ)
   



2 2

1
2

2β γ
(1 ζπλΑ )

(β γ)
 



2 2
12

2

2β γ Α
2ζπλ

(β γ) 2
 

Άξα 
1

1 1

2βγ Α
(Α Α ) ζπλ

β γ 2
 


 

Ο αληίζηνηρνο γεσκεηξηθόο ηύπνο πξνθύπηεη αληηθαζηζηώληαο όπνπ  

1Α η(η α)
ζπλ

2 βγ


   

ή από ηελ ηειηθή ζρέζε  2 2 2 2

1 1 2

βγ
d (A ,A ) β γ 2βγ α

(β γ)
    


αλ γξάςνπκε: 

2 2 2β γ 2βγ α    2 2(β γ) α   (β γ α)(β γ α)     2η 2(η α)   4η(η α)  

όπνπ 2η α β γ    
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3) Τπνινγηζκόο ηεο  
1 2

d(Z ,O )  ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ κε 

ηελ πιεπξά 
2 3

A A  από ην θέληξν ηνπ παξεγγεγξακκέλνπ θύθινπ ζηελ πιεπξά 

3 1
A A  

Δίλαη: 
2 3

1

(η γ)ΟΑ (η β)ΟΑ
ΟΕ

α

  
  θαη  

3 1 2
2

γΟΑ αΟΑ βΟΑ
ΟΟ

γ α β

 


 
 

Άξα: 2 11 2
Ε Ο ΟΟ ΟΕ    

1 2 3

α β η γ γ η β
ΟΑ ( )ΟΑ ( )ΟΑ

γ α β γ α β α γ α β α

 
   

     
 

θαη αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην 1A  δειαδή 1O A , ηόηε: 

 

1 2
Ε Ο  1 12 3

β η γ γ η β
( )Α Α ( )Α Α
γ α β α γ α β α

 
   

   
  

2 2 2 2

1 2

β η γ γ η β
d (Z ,O ) ( ) γ ( )β

γ α β α γ α β α

 
    

   

1 12 3

β η γ γ η β
2( )( )Α Α Α Α

γ α β α γ α β α

 
   

   
 

θαη κεηά ηηο πξάμεηο: 

 

2

1 2
d (Z ,O ) 

2 2

1

4α (γ α β) 

2 2 2 2 3 3 2 3 3(6α β γ 8α β γ 8α β γ 8α β   

4 2 2 4 2 4 4 2 62α γ α γ 3α β 6α β α )            

 

 

4) Τπνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο d(G,I)  ηνπ θ.β από ην έγθεληξν 
2
 

Γηα ηπραία αξρή Ο είλαη: 

1 2 3

1
ΟG= (OA +OA +OA )

3
 θαη 

1 2 3αOA +βOA +γOA
ΟI=

α+β+γ
,  

άξα:  

GI OI OG   1 2 3

α 1 β 1 γ 1
( )ΟΑ ( )ΟΑ ( )ΟΑ
α β γ 3 α β γ 3 α β γ 3

    
     

  

θαη αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην 1A  δειαδή 1O A , ηόηε 

1 12 3

β 1 γ 1
GI ( )Α Α ( )Α Α

α β γ 3 α β γ 3
   

   
   

 
2 2

2 2 2

1 12 3

β 1 γ 1
d (G, I) ( ) Α Α ( ) Α Α

α β γ 3 α β γ 3
    

   
 

1 12 3

β 1 γ 1
2( )( )Α Α Α Α

α β γ 3 α β γ 3
   

   
 

                                                
2 ΢ην ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ ΣΟΤ ΓΔΛΣΗΟΤ ΣΖ΢ ΔΜΔ δεκνζηεύζεθε ζαλ πξνηεηλόκελε ζηνλ ηόκν Γ,  ηεύρνο 

1-2,  ΢επη-Οθη 1970, ζει. 69. Ζ ιύζε δεκνζηεύζεθε ζηνλ ηόκν Γ, ηεύρνο 8, Απξ 1971, ζει 312.  
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θαη επεηδή 2 2 2

1 12 3
2A A .A A β γ α   , κεηά ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε: 

2d (G, I) 
2

1

9(α β γ) 

2 2 2 2 2 2[4(α β β γ γ α )   4 4 42(α β γ )    

3 3 35αβγ(α β γ) (α β γ)(α β γ )]         

 

θαη απινπνηώληαο δηα α β γ   βξίζθνπκε: 

 

2 3 3 31
d (G,I)= [α +β +γ +2(β+γ-α)(γ+α-β)(α+β-γ)-5αβγ]

9(α+β+γ)
 

 

(Υξεζηκνπνηήζακε ηελ ηαπηόηεηα 
4 4 4 2 2 2 2 2 2α β γ 2α β 2β γ 2γ α (α β γ)(β γ α)(γ α β)(α β γ)                 ) 

 

 

5) Τπνινγηζκόο ηεο αθηίλαο 
1

R d(A ,K)  

Δίλαη: 
εκ Α ΟΑ εκ Α ΟΑ εκ Α ΟΑ

ΟΚ
εκ Α εκ Α εκ Α

    

  

       


    
 θαη αλ σο αξρή πάξνπκε ην 

1A : 

εκ Α Α Α εκ Α Α Α
Α Κ

εκ Α εκ Α εκ Α

    


  

    


    
   

2 2 2 2
2 2 3 2 3 1

1 2

1 2 3

γ εκ 2Α β εκ 2Α 2βγεκ2Α εκ2Α ζπλΑ
d (A ,K)

(εκ2Α εκ2Α εκ2Α )

 


 
    (1) 

Δίλαη όκσο: 2 2 2

2 2 2εκ 2Α 4εκ Α ζπλ Α    

22 2 2 2β γ α β
4

2R 2γα

   
  

   

2
2 2 2 2

2 2 2

β
(γ α β )

4α γ R
  ,  

2
2 2 2 2 2

3 2 2 2

γ
εκ 2Α (α β γ )

4α β R
    

2 3 12βγεκ2Α εκ2Α ζπλΑ  1 2 3 2 3(2βγζπλΑ ) 4εκΑ εκΑ ζπλΑ ζπλΑ    

2 2 2(β γ α ) 4   
β

2R

γ

2R


2 2 2γ α β

2αγ

 


2 2 2α β γ

2αβ

 
    

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1
(β γ α )(γ α β )(α β γ )

4α R
       θαη 

1 2 3 1 2 3εκ2Α εκ2Α εκ2Α 4εκΑ εκΑ εκΑ   
α β γ

2R 2R 2R
    

3

αβγ

8R
 

άξα ε (1) γίλεηαη: 
2

1d (A ,K)   
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

6

2β γ 1
(γ β ) (α β γ ) (β γ α )(γ α β )(α β γ )

4α R 4α R 4α R

α β γ

4R

α           
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  
2R 

4
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2

R
[β (γ α β ) γ (α β γ )

α β γ
          

 2 2 2 2 2 2 2 2 2(β γ α )(γ α β )(α β γ )]         
2 2 2

2

4 4 4 2 2 2 2 2 2

α β γ
R

α β γ 2α β 2β γ 2γ α

     

   ή 
2 2 2

2

2

α β γ
R

16Δ
     

αβγ
R

4Δ
  

όπνπ, όπσο έρνπκε πεη: 2 4 4 4 2 2 2 2 2 216E α β γ 2α β 2β γ 2γ α        ή  
2E η(η α)(η β)(η γ)     

 

΢ην ηππνιόγην πνπ ζα αθνινπζήζεη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην  Δ γηα ην 

η(η α)(η β)(η γ)    θαη ην R γηα ην 
αβγ

4Δ
 ώζηε νη ηύπνη λα έρνπλ απινύζηεξε κνξθή. 

 

 

6) Τπνινγηζκόο ηεο 
1 9

d(A ,O )  

΢ύκθσλα κε ηνλ ηύπν (ΥΗ) κε 1 2 3

π
Α ,Α ,Α

2
   είλαη:  

εθΑ Γ ΟΑ εθΑ Γ ΟΑ εθΑ Γ ΟΑ
ΟΟ

εθΑ εθΑ εθΑ

    


  

          



 όπνπ 1 2 3Γ εθΑ εθΑ εθΑ  

θαη αλ 1Ο Α , ηόηε: 

εθΑ Γ Α Α εθΑ Γ Α Α
Α Ο

εθΑ εθΑ εθΑ

    
 

  

      



  

1 1 19 2 3

1 3 1 2

1 1 1 1
Α O = ( 1)Α Α ( 1)Α Α

4 εθΑ εθΑ 4 εθΑ εθΑ
     

2

1 916d (A ,O )  2 2 2 2

1 3 1 2

1 1
( 1) γ ( 1) β
εθΑ εθΑ εθΑ εθΑ

     

1 12 3

1 3 1 2

1 1
2( 1)( 1)Α Α Α Α

εθΑ εθΑ εθΑ εθΑ
                                        (1) 

Όκσο: 
1 3

1
1

εθΑ εθΑ
   1 3

1 3

ζπλΑ ζπλΑ
1

εκΑ εκΑ
   

2 2 2 2 2 2β γ α α β γ

2βγ 2αβ
1

α γ

2R 2R

   


 



 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

(β γ α )(α β γ )R α β γ

α β γ

    
 

Θέηνπκε όπνπ 
αβγ

R
4Δ

   θαη  2 4 4 4 2 2 2 2 2 21
E ( α β γ 2α β 2β γ 2γ α )

16
       , άξα: 

1 3

1
1

εθΑ εθΑ
   

2 2 2 2 2 2 2

2

(β γ α )(α β γ ) 16Δ

16Δ

    
  = κεηά ηηο πξάμεηο  

4 4 2 2 2 2 2 2

2

1
( α γ α β β γ 2γ α )

8E
       

Όκνηα βξίζθνπκε: 
1 2

1
1

εθΑ εθΑ
  4 4 2 2 2 2 2 2

2

1
( α β α γ β γ 2α β )

8Δ
      θαη  



Νικ. Ιωζηθίδης. ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΣΟΤ ΓΙΑΝΤ΢ΜΑΣΙΚΟΤ ΛΟΓΙ΢ΜΟΤ ΢Δ ΓΔΩΜΔΣΡΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ 

 

΢ει. 27 

 
2 2 2

1 12 3
2Α Α Α Α β γ α     

 

Ζ (1) ινηπόλ γίλεηαη:  

 

2

1 916d (A ,O )  4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

4

1
( α γ α β β γ 2γ α ) γ

64Δ
            

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

4

1
( α β α γ β γ 2α β ) β

64Δ
       

 

 4 4 2 2 2 2 2 2

4

1
( α γ α β β γ 2γ α )

64Δ
     4 4 2 2 2 2 2 2( α β α γ β γ 2α β )     2 2 2(β γ α )   

θαη κεηά ηηο πξάμεηο: 

 

2

1 9
d (A ,O ) 

4

1

1024Δ

10 10 10 8 2 2 4 2 2 2 2[β γ α 5α (β γ ) 8α β γ (β γ )      

6 4 4 2 2 2 4 4 4 4 2 2 4 6 610α (β γ ) 3α β γ (β γ ) 2β γ (β γ ) 10α (β γ )          
6 2 2 2 2 6 6 2 8 8 2 4 413α β γ 3β γ (β γ ) 5α (β γ ) 4α β γ ]         (1) 

 

Όπσο ζα δνύκε παξαθάησ, ν ίδηνο ηύπνο ηζρύεη ζε θάζε πεξίπησζε, δειαδή θαη όηαλ ην 

ηξίγσλν είλαη νξζνγώλην. 

 

Γείρλνπκε ηώξα ηνλ ίδην ππνινγηζκό παίξλνληαο ζαλ αξρή ην ζεκείν Κ. 

 

Δίλαη: ΚΟ ΚΑ ΚΑ ΚΑ  


    


 γηα θάζε ηξίγσλν (νξζνγώλην ή κε) (ηύπνο αΥΗ ). 

Άξα: 191 9
Α Ο ΚΟ ΚΑ   ΚΑ ΚΑ ΚΑ ΚΑ   


    


 ΚΑ ΚΑ ΚΑ  


   


 θαη 

πςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν:  

2 2 2 2 2 2 2

1 9 1 3 2

1
d (A ,O ) (R R R 2R ζπλ2Α 2R ζπλ2Α 2R ζπλ2Α )

4
       

Αληηθαζηζηώληαο όπνπ 
2

2

1 1 2

α
ζπλ2Α 1 2εκ Α 1

2R
     θ.ι.π βξίζθνπκε: 

                     
2 2 2 2 2

1 9

1
d (A ,O ) (R β γ α )

4
                                 (2) 

 

Σν παξάδεηγκα απηό δείρλεη πόζν κπνξεί λα απινπζηεπζεί ε δηαδηθαζία, αιιά θαη ηα 

απνηειέζκαηα ησλ ππνινγηζκώλ ζε πνιιέο πεξηπηώζεηο αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην Κ. 

 

Αλ ζηνλ ηειεπηαίν ηύπν αληηθαηαζηήζνπκε ην 
αβγ

R
4Δ

  θαη 

2 4 4 4 2 2 2 2 2 2 216Δ α β γ 2α β γ 2β γ 2γ α        βξίζθνπκε: 

  

2 6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 6 4 2 2 4

1 9 2

1
d (A ,O ) α 3(β γ )α 3(β γ β γ )α β γ β γ β γ

64E
             (3) 
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Απηό ζεκαίλεη όηη ν πξνεγνύκελνο πνιύπινθνο ηύπνο (1) κπνξεί λα απινπνηεζεί.  

 

Πξάγκαηη ην πνιπώλπκν 10
νπ

 βαζκνύ ηνπ 2
νπ

 κέινπο δηαηξείηαη αθξηβώο δηα 
2 4 4 4 2 2 2 2 2 2 216Δ α β γ 2α β γ 2β γ 2γ α        θαη δίλεη πειίθν 

6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 6 4 2 2 4α 3(β γ )α 3(β γ β γ )α β γ β γ β γ          

Έηζη ν παξαπάλσ ηύπνο (1) θαηαιήγεη ζηνλ ηειεπηαίν απινύζηεξν ηύπν (3) 

 

΢ηα παξαθάησ 4 παξαδείγκαηα ζαλ αξρή παίξλνπκε ην Κ, ώζηε νη πξάμεηο λα είλαη 

θαηά ην δπλαηόλ ιηγόηεξεο. 

 

 

7) Τπνινγηζκόο ηεο 
1

d(K,H )  

Ο ππνινγηζκόο ζα γίλεη γηα κε νξζνγώλην ηξίγσλν. Όπσο πξνθύπηεη από ζεώξεκα πνπ 

ζα παξαζέζνπκε ζηα επόκελα, ν ίδηνο ηύπνο ηζρύεη θαη ζε νξζνγώλην ηξίγσλν. 

 

Γηα ηπραία αξρή Ο είλαη:  
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΟΑ εθΑ ΟΑ
ΟΖ

εθΑ εθΑ





 

Αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην Κ, ζα έρνπκε: 
2 32 3

1

2 3

εθΑ ΚΑ εθΑ ΚΑ
ΚΖ

εθΑ εθΑ





  

2

1d (Κ,Ζ )   

2 2 2 232

2 3 2 3

εθΑεθΑ
( ) R ( ) R
εθΑ εθΑ εθΑ εθΑ

 
 

2 3
2 3

2

2 3

εθΑ εθΑ
2 ΚΑ ΚΑ

(εθΑ εθΑ )
 


   (1) 

Δίλαη όκσο:  

2

2 3

εθΑ

εθΑ εθΑ




2

2

32

2 3

εκΑ

ζπλΑ

εκΑεκΑ

ζπλΑ ζπλΑ





2 2 2

2 2 2 2 2 2

β

2R
γ α β

2γα

β γ

2R 2R
γ α β α β γ

2γα 2αβ

 




   

2 2 2

2

α β γ

2α

 
  

Όκνηα: 3

2 3

εθΑ

εθΑ εθΑ



 

2 2 2

2

α γ β

2α

 
 

Δπίζεο: 
2

2 2 2 2
2 3 1 1 2

α
ΚΑ ΚΑ R ζπλ2Α R (1 2εκ Α ) R (1 )

2R
       

Άξα ε (1) γίλεηαη: 
2

1d (Κ,Ζ )   

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

α β γ α γ β
( ) R ( ) R

2α 2α

   
 

2 2 2 2 2 2 2
2

4 2

(α β γ )(α γ β ) α
2 R (1 )

4α 2R

   
   

θαη κεηά ηηο πξάμεηο:  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 2

(α β γ )(α γ β )
d (Κ,Ζ ) R

4α

   
   
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8) Τπνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο 
1 9

d(Ο ,O )  

΢ύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο VI θαη 
αXI ,  δειαδή αλ πάξνπκε  σο αξρή ην Κ ζα είλαη: 

 

2 3 1
1

βΚΑ γΚΑ αΚΑ
ΚΟ

β γ α

 


 
 

1 2 39

1
ΚΟ (ΚΑ ΚΑ ΚΑ )

2
   , άξα 

9 11 9
Ο Ο ΚΟ ΚΟ   1 2 3

1 α 1 β 1 γ
( )ΚΑ ( )ΚΑ ( )ΚΑ
2 β γ α 2 β γ α 2 β γ α
    

     
 ή  

1 9
Ο Ο  1 2 3

1
[(α β γ)ΚΑ (α β γ)ΚΑ (α γ β)ΚΑ ]

2(β γ α)
       

 
  

2

1 9 2

1
d (O ,O )

4(β γ α)


 

2 2 2 2 2 2[(α β γ) R (α β γ) R (α γ β) R        

1 22(α β γ)(α β γ)ΚΑ ΚΑ      1 32(α β γ)(α γ β)ΚΑ ΚΑ      

2 32(α β γ)(α γ β)ΚΑ ΚΑ ]       

θαη επεηδή  
2

2 2 2 2
2 3 1 1 2

α
KA KA R ζπλ2Α R (1 2εκ Α ) R (1 )

2R
       

2
2

1 3
2

β
KA KA R (1 )

2R
   , 

2
2

1 2
2

γ
KA KA R (1 )

2R
    

κεηά πξάμεηο βξίζθνπκε: 

 
2

1 9
d (O ,O )   

2

2 2 2 4 4 2 2 4 2

2

R 1
[2α (β γ ) 2αβγ(β γ) (β γ ) 2β γ α 2α βγ]

4 4(β γ α)
        

 
 

 

 

9) Τπνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο d(G,H) ηνπ θ.β από ην νξζόθεληξν 

Αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην Κ, ηόηε: 1 2 3

1
ΚG= (ΚΑ +ΚΑ +ΚΑ )

3
θαη 

1 2 3ΚΖ ΚΑ ΚΑ ΚΑ   , άξα: 

GH KH KG   ΚΑ ΚΑ ΚΑ  


   


   

2d (G,H)   

2 2 2
2 3 3 1 1 2

4
(R R R 2KΑ KΑ 2KΑ KΑ 2KΑ KΑ )

9
          

2 2

1 2 3

4
[3R 2R (ζπλ2Α ζπλ2Α ζπλ2Α )]

9
    

θαη επεηδή 
2

2

1 1 2

α
ζπλ2Α 1 2εκ Α 1

2R
     θ.ι.π βξίζθνπκε: 

2 2 2 2 24
d (G,H) = 4R - (α + β + γ )

9
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10) Τπνινγηζκόο ηεο d(I,H)  

Αλ πάξνπκε σο αξρή ην Κ, είλαη: 

1 2 3αΚΑ βΚΑ γΚΑ
ΚΗ

α β γ

  


 
 

1 2 3ΚΖ ΚΑ ΚΑ ΚΑ   , άξα 

 

1 2 3

α β γ
ΗΖ ΚΖ ΚΗ (1 )ΚΑ (1 )ΚΑ (1 )ΚΑ

α β γ α β γ α β γ
        

     
 

1 2 3

1
[(β γ)ΚΑ (γ α)ΚΑ (α β)ΚΑ ]

α β γ
    

 
  

 

2 2 2 2 2 2 2

2

1
d (Η,Ζ) [(β γ) R (γ α) R (α β) R

(α β γ)
      

 
2 2 2

3 2 12(β γ)(γ α)R ζπλ2Α 2(β γ)(α β)R ζπλ2Α 2(γ α)(α β)R ζπλ2Α ]         

θαη ζέηνληαο όπνπ 
2

2

1 1 2

α
ζπλ2Α 1 2εκ Α 1

2R
     θ.ι.π βξίζθνπκε 

 

2 2 2 4 4 4

2

1
d (Η,Ζ) [4R (α β γ) (α β γ ) αβγ(α β γ)

(α β γ)
         

 
3 3 3α (β γ) β (γ α) γ (α β)]       

θαη απινπνηώληαο δηα α β γ   βξίζθνπκε ηειηθά: 
3 3 3

2 2 α β γ αβγ
d (Η,Ζ) 4R

α β γ

  
 

 
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Γηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο δύν θπξίσλ ή  

δεπηεξεπνπζώλ επζεηώλ. 
 

Θεώξεκα 

Αλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ βξίζθνληαη ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3

A A A  θαη γηα κηα  

αξρή Ο είλαη: 

 

1 2 31 2 3
ΟΑ α ΟΑ α ΟΑ α ΟΑ    

1 2 31 2 3
ΟΒ β ΟΑ β ΟΑ β ΟΑ    

1 2 31 2 3
ΟΓ γ ΟΑ γ ΟΑ γ ΟΑ    

1 2 31 2 3
ΟΓ δ ΟΑ δ ΟΑ δ ΟΑ     

 

ηόηε:  

 

α) 
1 1 2 2

1 1 2 2

β α β α

δ γ δ γ

 


 
 

2 2 3 3

2 2 3 3

β α β α

δ γ δ γ

 


 

3 3 1 1

3 3 1 1

β α β α

δ γ δ γ

 

 
 

 

β) Έζησ Γ ε θνηλή ηηκή ησλ παξαπάλσ νξηδνπζώλ. Οη επζείεο ΑΒ θαη ΓΓ 

ηέκλνληαη αλ θαη κόλν αλ Γ 0 . Σν δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο Μ ησλ 

δύν επζεηώλ δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1

1 2 3

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1

β α α β α β β α α β α ββ α α β α β1
ΟΜ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

δ γ γ δ γ δ δ γ γ δ γ δδ γ γ δ γ δΓ

    
  

    

 
 
 

 

 

Απόδεημε 

Αλ ην ζεκείν Ο επηιεγεί εθηόο ηνπ επηπέδνπ 1 2 3(A A A )  ηόηε είλαη γλσζηό όηη: 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3α α α β β β γ γ γ δ δ δ 1             Δπεηδή Μ ΑΒ  

ζ R :ΑΜ ζΑΒ   , άξα 

ΟΜ ΟΑ ΑΜ ΟΑ ζΑΒ ΟΜ ζ(ΟΒ ΟΑ)        (1 ζ)ΟΑ ζΟΒ  

1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3(1 ζ)(α ΟΑ α ΟΑ α ΟΑ ) ζ(β ΟΑ β ΟΑ β ΟΑ )        

3

ii i

i 1

[(1 ζ)α ζβ ]ΟΑ


                                                    (1) 

Όκνηα, επεηδή ην Μ ΓΓ η R :   ΓΜ ηΓΓ  θαη όπσο θαη πξνεγνπκέλσο ζα είλαη: 
3

ii i

i 1

ΟΜ [(1 η)γ ηδ ]ΟΑ


                                            (2) 

Από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη: 
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3

ii i

i 1

[(1 ζ)α ζβ ]ΟΑ


  
3

ii i

i 1

[(1 η)γ ηδ ]ΟΑ


   

θαη επεηδή ηα δηαλύζκαηα 1 2 3ΟΑ ,ΟΑ ,ΟΑ  είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηα δηόηη 

1 2 3Ο (Α Α Α ) , πξνθύπηεη: 

i i i i(1 ζ)α ζβ (1 η)γ ηδ , i 1,2,3       

 

Γειαδή: 1 1 1 1 1 1(β α )ζ (δ γ )η (γ α ) 0       

 2 2 2 2 2 2(β α )ζ (δ γ )η (γ α ) 0       

 3 3 3 3 3 3(β α )ζ (δ γ )η (γ α ) 0       

 

Σν παξαπάλσ ζύζηεκα 3x2 έρεη νξίδνπζα 

 

 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

β α (δ γ ) (γ α )

D β α δ γ ) (γ α ) 0

β α (δ γ ) (γ α )

    

      

    

 

 

όπσο πξνθύπηεη αλ ζηα ζηνηρεία ηεο 1
εο

 γξακκήο πξνζζέζνπκε ηα ζηνηρεία ησλ δύν 

άιισλ γξακκώλ θαη πάξνπκε ππόςε όηη:  

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3α α α β β β γ γ γ δ δ δ 1            , νπόηε ζηε λέα νξίδνπζα ηα 

ζηνηρεία ηεο 1
εο

 γξακκήο είλαη όια ίζα κε κεδέλ. 

Δπίζεο αλ ππνηεζεί όηη νη ΑΒ θαη ΓΓ ηέκλνληαη, ηόηε: 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

β α δ γ
Γ

β α δ γ

 
 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

β α δ γ

β α δ γ

 


 

3 3 3 3

1 1 1 1

β α δ γ
0

β α δ γ

 


 
 

 

Πξάγκαηη:  

 

1 1 1 1

2 2 2 2

β α δ γ

β α δ γ

 


 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

β β (α α ) δ δ (γ γ )

β α δ γ

     


 
 

 

3 3 3 3

2 2 2 2

1 β (1 α ) 1 δ (1 γ )

β α δ γ

     


 

3 3 3 3

2 2 2 2

(β α ) (δ γ )

β α δ γ

   


 

2 2 2 2

3 3 3 3

β α δ γ

β α δ γ

 


 
 

 

(όκνηα) 
3 3 3 3

1 1 1 1

β α δ γ

β α δ γ

 


 
 

 

θαη είλαη Γ 0  δηόηη αλ Γ 0  ηα δηαλύζκαηα  

1 2 31 1 2 2 3 3ΑΒ ΟΒ ΟΑ (β α )ΟΑ (β α )ΟΑ (β α )ΟΑ         θαη  

1 2 31 1 2 2 3 3ΓΓ ΟΓ ΟΓ (δ γ )ΟΑ (δ γ )ΟΑ (δ γ )ΟΑ         

ζα ήζαλ παξάιιεια. 

 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα έρεη κνλαδηθή ιύζε: 
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1 1 1 1

2 2 2 2

γ α δ γ

γ α δ γ
ζ

Γ

 


 
 



1 1 1 1

2 2 2 2

γ α δ γ

γ α δ γ

Γ

 

 
 

θαη κε αληηθαηάζηαζε ηνπ ζ ζηελ (1) βξίζθνπκε: 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

3
2 2 2 2 2 2 2 2

ii i

i 1

γ α δ γ γ α δ γ

γ α δ γ γ α δ γ
ΟΜ 1 α β ΟΑ

Γ Γ

    
 

      
 
  
 

  

Δίλαη: 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

γ α δ γ γ α δ γ

γ α δ γ γ α δ γ
1 α β

Γ Γ

    
 

      
 
  
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

β α δ γ γ α δ γ γ α δ γ1
α β

β α δ γ γ α δ γ γ α δ γΓ

       
    

        

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

β γ δ γ γ α δ γ1
α β

β γ δ γ γ α δ γΓ

    
  

    
  

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2

α β α γ δ γ β γ β α δ γ1

α β α γ δ γ β γ β α δ γΓ

    
  

    
 

 

1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

β γ α γ δ γ1

α β α γ β γ β α δ γΓ

  
 

    
 

 

1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1

1
[(γ δ γ δ )(β α ) (α β α β )(δ γ )]

Γ
       

1

Γ

1 1 1 2 2 1

1 1 1 2 2 1

β α α β α β

δ γ γ δ γ δ

 

 
 

 

Όκνηα γηα ηνπο ζπληειεζηέο ησλ 2ΟΑ  θαη 3ΟΑ  βξίζθνπκε αληίζηνηρα: 

 

2 2(1 ζ)α ζβ    
1

Γ

2 2 2 3 3 2

2 2 2 3 3 2

β α α β α β

δ γ γ δ γ δ

 

 
 

 

3 3 3(1 ζ )α ζβ    
1

Γ

3 3 3 1 1 3

3 3 3 1 1 3

β α α β α β

δ γ γ δ γ δ

 

 
 

άξα ε (1) γίλεηαη: ΟΜ    

 



2
η 
Μαθημαηική Δβδομάδα. Θεζζαλονίκη 7 Μαρηίοσ 2008 

΢ει. 34 

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1
1 2 3

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1

β α α β α β β α α β α ββ α α β α β
ΟΑ ΟΑ ΟΑ

δ γ γ δ γ δ δ γ γ δ γ δδ γ γ δ γ δ

      
  

     
 

 

δειαδή απνδείρζεθε ε πξόηαζε γηα ηπραίν ζεκείν Ο εθηόο ηνπ επηπέδνπ 1 2 3(A A A ) . 

 

Θα απνδείμνπκε ηώξα όηη ε ίδηα ζρέζε ηζρύεη θαη γηα ηπραίν ζεκείν Ρ ηνπ επηπέδνπ ηνπ 

ηξηγώλνπ 
1 2 3A A A .  

 

Πξάγκαηη, επεηδή 1 2 3Μ (A A A ) , ε ηειεπηαία ζρέζε γξάθεηαη: 

 

1 2 31 2 3ΟΜ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    κε 1 2 3ι ι ι 1    όπνπ: 

 

1 1 1 2 2 1

1

1 1 1 2 2 1

β α α β α β1
ι

δ γ γ δ γ δΓ

 


 
 θ.ι.π 

 

Δπνκέλσο αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην 1 2 3Ρ (A A A )  ζα είλαη: 

ΡΜ ΟΜ ΟΡ   1 2 31 2 3ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    1 2 3(ι ι ι )ΟΡ     

1 2 31 2 3ι (ΟΑ ΟΡ) ι (ΟΑ ΟΡ) ι (ΟΑ ΟΡ)       1 2 31 2 3ι ΡΑ ι ΡΑ ι ΡΑ   

 

Γειαδή ε πξόηαζε ηζρύεη θαη γηα ην ζεκείν 1 2 3Ρ (A A A ) . 

 

Παξαδείγκαηα 

1) Να βξεζεί ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ θ.β G ηξηγώλνπ 
1 2 3

A A A  ζπλαξηήζεη ησλ 

δηαλπζκάησλ ζέζεσο ησλ θνξπθώλ ηνπ. 

 

Λύζε 

Δίλαη: 1 1 2 2G A M A M   

 

Γηα ηπραία αξρή Ο είλαη:  

 

1 1 2 3ΟΑ 1.ΟΑ 0.ΟΑ 0.ΟΑ    

1 1 2 3

1 1
ΟΜ 0 ΟΑ ΟΑ ΟΑ

2 2
     

2 1 2 3ΟΑ 0 ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ       

2 1 2 3

1 1
ΟΜ ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ

2 2
         

 

Με εθαξκνγή επνκέλσο ηνπ ηύπνπ ηεο ζει.31   γηα ην G βξίζθνπκε: 

 

1 2 3

1
OG (OA OA OA )

3
    
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2) i) Πνηα ζρέζε πξέπεη λα ηζρύεη κεηαμύ ησλ πιεπξώλ α,β, γ  ηξηγώλνπ 
1 2 3

A A A  

ώζηε νη επζείεο 
1 1

Α Μ  θαη 
3

ΗΕ  λα ηέκλνληαη; 

ii) ΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη παξαπάλσ επζείεο ηέκλνληαη, λα βξεζεί ην δηάλπζκα 

ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηνπο ζπλαξηήζεη ησλ δηαλπζκάησλ ζέζεσο ησλ 

θνξπθώλ ηνπ ηξηγώλνπ
1 2 3

A A A . 

 

Λύζε 

i) Δίλαη: 1 1 2 3ΟΑ 1.ΟΑ 0.ΟΑ 0.ΟΑ    

               1 1 2 3

1 1
ΟΜ 0.ΟΑ ΟΑ ΟΑ

2 2
    

              1 2 3

α β γ
ΟΗ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

α β γ α β γ α β γ
  

     
 

               3 1 2 3

η β η α
ΟΕ ΟΑ ΟΑ 0.ΟΑ

γ γ

 
    

Πξέπεη 
1 1 2 2

1 1 2 2

β α β α
Γ 0

δ γ δ γ

 
 

 
 όπνπ: 

1α 1 , 2α 0 , 1β 0 , 2

1
β

2
 , 1

α
γ

α β γ


 
, 2

β
γ

α β γ


 
, 1

η β
δ

γ


 , 2

η α
δ

γ


 , 

όπνπ 
1

η (α β γ)
2

    

άξα ε ζρέζε Γ 0  
2 2 2α β 3γ  ) 

 

 

ii) Με εθαξκνγή ηνπ ηύπνπ ηεο ζει. 31 βξίζθνπκε όηη ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ 

Μ είλαη:  

 
2 2 2

1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

β γ α 2βγ 2αγ γ(β γ α) γ(β γ α)
ΟΜ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β 3γ α β 3γ α β 3γ α

       
  

     
 

 

 

3) Να βξεζεί ε απόζηαζε 
1

d(M,O )  όπνπ 
1 1 3

M A M IZ   

 

Λύζε 

Βξέζεθε ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα όηη: 

2 2 2

1 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

β γ α 2βγ 2αγ γ(β γ α) γ(β γ α)
ΟΜ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β 3γ α β 3γ α β 3γ α

       
  

     
 

Δίλαη επίζεο: 1 1 2 3

α β γ
ΟΟ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β γ α β γ α β γ α


  

     
 

άξα 1 1 1 2 31 2 3ΜΟ ΟΟ ΟΜ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ     , όπνπ:   
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2 2 2

1 2 2 2

α β γ α 2βγ 2αγ
ι

β γ α β 3γ α

    
 

   
 

2 2 2 2

β γ(β γ α)
ι

β γ α β 3γ α

 
 

   
 

3 2 2 2

γ γ(β γ α)
ι

β γ α β 3γ α

 
 

   
 

θαη αλ πάξνπκε σο αξρή ην 1A  δει 1O A , ηόηε 

1 2 1 3 12 3
ΜΟ ι Α Α ι Α Α   

θαη πςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν: 

2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 1 12 3
d (M,O ) ι γ ι β 2ι ι Α Α Α Α       ή  

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 3
d (M,O ) ι γ ι β ι ι (β γ α )      

 

 

Θεώξεκα 

Αλ Α θαη Β είλαη δύν ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3

A A A , ην 2
d (A,B)  

είλαη ξεηή παξάζηαζε ησλ πιεπξώλ ηνπ α, β, γ θαη αλεμάξηεηε ηνπ είδνπο ηνπ 

ηξηγώλνπ. 

 

Απόδεημε 
Απνδεηθλύνπκε πξώηα όηη αλ Ρ είλαη έλα θύξην ζεκείν ηξηγώλνπ, ηόηε ζηελ έθθξαζε 

1 2 31 2 3ΟΡ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ   , νη ζπληειεζηέο  1 2 3ι ,ι ,ι  είλαη ξεηέο εθθξάζεηο ησλ 

πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ. 

Πξάγκαηη, γηα ηηο θνξπθέο 1 2 3A ,A ,A  , ηα ζεκεία 1 2 3Μ ,Μ ,Μ , 1 2 3Α , Α , Α ,    

1 2 3Α , Α , Α   , 1 2 3Ζ ,Ζ ,Ζ , 1 2 3Ε , Ε , Ε , 1 2 3Ο ,Ο ,Ο , G, Η θαη Ζ είλαη θαλεξό από ηνπο ηύπνπο 

Η, ΗΗ, ΗΗΗ, αIV , V, VI, VII, VIII θαη αΥ . 

Απνκέλεη λα απνδεηρζεί γηα ηα ζεκεία Κ θαη 9Ο . 

Γηα ην  Κ είλαη: 
1 2 31 2 3

1 2 3

εκ2Α OA + εκ2Α OA + εκ2Α OA
ΟΚ =

εκ2Α + εκ2Α + εκ2Α
 θαη αλ ζέζνπκε: 

1 1 1εκ2Α 2εκΑ ζπλΑ   
2 2 2α β γ α

R 2βγ

 
 


 θαη απινπνηήζνπκε ηα R πξνθύπηνπλ ζαλ 

ζπληειεζηέο ησλ 1 2 3ΟΑ ,ΟΑ ,ΟΑ  ξεηέο εθθξάζεηο ησλ α, β, γ. 

Σέινο γηα ην 9Ο  είλαη:  
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΢ει. 37 

9

1 1
ΟΟ ΟΚ ΟΖ

2 2
   θαη επεηδή ζην 1 2 31 2 3ΟΚ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    θαη ζην 

1 2 31 2 3ΟΖ κ ΟΑ κ ΟΑ κ ΟΑ    νη ζπληειεζηέο 
1 2 3ι ,ι ,ι , 

1 2 3κ ,κ ,κ  είλαη ξεηέο 

παξαζηάζεηο ησλ α, β, γ, ην ίδην ζα ζπκβαίλεη θαη γηα ην 9ΟΟ . 

 

 

Από ηνλ ηύπν πάιη ηνπ ζεκείνπ ηνκήο δύν θπξίσλ επζεηώλ: 

 

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1
1 2 3

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1

β α α β α β β α α β α ββ α α β α β
ΟΜ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

δ γ γ δ γ δ δ γ γ δ γ δδ γ γ δ γ δ

      
   

     

 

πξνθύπηεη όηη νη ζπληειεζηέο ησλ 1 2 3ΟΑ ,ΟΑ ,ΟΑ  είλαη επίζεο ξεηέο παξαζηάζεηο ησλ 

α, β, γ. 

 

Γηα ηνλ ίδην ιόγν, αλ Ρ είλαη ηξηηεύνλ ζεκείν, ζηελ έθθξαζε 

1 2 31 2 3ΟΡ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ   , ηα 1 2 3ι ,ι ,ι  είλαη ξεηέο εθθξάζεηο ησλ α, β, γ. 

 

Έζησ ηώξα Α,Β L . Σόηε ζηηο εθθξάζεηο  

1 2 31 2 3ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    

1 2 31 2 3ΟΒ κ ΟΑ κ ΟΑ κ ΟΑ    

νη ζπληειεζηέο 1 2 3ι ,ι ,ι , 1 2 3κ ,κ ,κ  είλαη ξεηέο παξαζηάζεηο ησλ α, β, γ άξα θαη ζηελ 

παξάζηαζε: 1 2 31 1 2 2 3 3ΑΒ ΟΒ ΟΑ (κ ι )ΟΑ (κ ι )ΟΑ (κ ι )ΟΑ          

1 2 31 2 3ζ ΟΑ ζ ΟΑ ζ ΟΑ  νη ζπληειεζηέο 1 2 3ζ ,ζ ,ζ  είλαη ξεηέο παξαζηάζεηο ησλ α, β, γ. 

Αλ ηώξα πάξνπκε 1Ο Α , ηόηε: 

2 1 3 12 3
ΑΒ ζ Α Α ζ Α Α  

2 2 2 2 2

2 3 2 3 1 12 3
d (A,B) ζ γ ζ β ζ ζ (2Α Α Α Α )    

2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 3ζ γ ζ β ζ ζ (β γ α )     

δειαδή ην 2d (A,B)  είλαη ξεηή παξάζηαζε ησλ α, β, γ. 

 Δπεηδή ηώξα νη ζπληειεζηέο 1 2 3ι ,ι ,ι , 1 2 3κ ,κ ,κ  ζαλ ξεηέο παξαζηάζεηο ησλ α, 

β, γ είλαη νη ίδηνη ζε θάζε είδνπο ηξίγσλν άξα θαη νη 2ζ  θαη 3ζ  είλαη νη ίδηνη ζε θάζε 

είδνπο ηξίγσλν, πξνθύπηεη όηη θαη ην 2d (A,B)  δίλεηαη από ηελ ίδηα ζρέζε ζε θάζε 

είδνπο ηξίγσλν (νμπγώλην, ακβιπγώλην, νξζνγώλην). 
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Υξήζε ησλ δηαλπζκάησλ ζέζεσο ζηηο απνδείμεηο  

γεσκεηξηθώλ πξνηάζεσλ 
 

 

1. ΢πλζήθε ώζηε δύν επζείεο λα είλαη παξάιιειεο. 

Γηα λα είλαη νη επζείεο ΑΒ θαη ΓΓ παξάιιειεο πξέπεη θαη αξθεί:  

ΑΒ ΓΓ ΑΒ ΓΓ ζπλ(ΑΒ,ΓΓ) ΑΒ ΓΓ         ή  ηζνδύλακα: 

(ΟΒ ΟΑ) (ΟΓ ΟΓ) ΑΒ ΓΓ       όπνπ ΑΒ d(A,B)  ΓΓ d(Γ,Γ)   

 

Δπίζεο ΑΒ/ /ΓΓ ΑΒx ΓΓ 0   ή ηζνδύλακα (ΟΒ ΟΑ) x (ΟΓ ΟΓ) 0    

 

 

2. ΢πλζήθε ώζηε δύν επζείεο λα είλαη θάζεηεο. 

Γηα λα είλαη ΑΒ ΓΓ  πξέπεη θαη αξθεί ΑΒ ΓΓ 0   (ΟΒ ΟΑ) (ΟΓ ΟΓ) 0     ή 

ABx ΓΓ ΑΒ ΓΓ   (ΟΒ ΟΑ) x (ΟΓ ΟΓ) ΑΒ ΓΓ     όπνπ πάιη  

ΑΒ d(A,B)  θαη ΓΓ d(Γ,Γ)  

 

 

3. ΢πλζήθε ώζηε δύν επζείεο λα ζρεκαηίδνπλ γσλία θ 

Γηα λα ζρεκαηίδνπλ δύν επζείεο ΑΒ θαη ΓΓ γσλία θ, θ
π

[0, ]
2

, πξέπεη θαη αξθεί 

ΑΒ ΓΓ ΑΒ ΓΓ ζπλθ   ή ΑΒx ΓΓ ΑΒ ΓΓ εκθ  

 

 

4. ΢πλζήθε ώζηε ηξεηο επζείεο λα πεξλνύλ από ην ίδην ζεκείν. 

Γηα λα απνδείμνπκε όηη ηξεηο επζείεο ΑΒ, ΓΓ, ΔΕ πεξλνύλ από ην ίδην ζεκείν, αξθεί λα 

απνδείμνπκε όηη ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο Μ ησλ ΑΒ, ΓΓ ζπκπίπηεη κε 

ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ησλ ΑΒ θαη ΔΕ ή όηη ην δηάλπζκα ΔΜ  είλαη 

ζπγγξακκηθό κε ην ΔΕ . 

 

 

Παξαδείγκαηα 

1) Να απνδεηρζεί όηη ε δηάκεζνο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ από ηελ θνξπθή ηνπ είλαη 

θάζεηε ζηε βάζε ηνπ. 

 

Απόδεημε 

Θέινπκε λα απνδείμνπκε όηη ζην ηζνζθειέο ηξίγσλν 1 2 3A A A  (β γ)  είλαη: 

1 1 2 3Α Μ Α Α . Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη 

1 21 3
Α Μ Α Α 0   1 1 3 2(ΟΜ ΟΑ ) (ΟΑ ΟΑ ) 0      
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θαη αλ ζαλ αξρή πάξνπκε ην 
1Α :  1 1 11 3 2

Α Μ Α Α Α Α 0   

  1 1 1 12 3 3 2

1
Α Α Α Α Α Α Α Α 0

2
     

2 2

1 13 2
Α Α Α Α 0    

2 2β γ 0    πνπ ηζρύεη. 

 

 

2. Πνηα ζρέζε πξέπεη λα ηζρύεη κεηαμύ ησλ πιεπξώλ α, β, γ νμπγσλίνπ θαη 

ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α   β γ  ώζηε 
2 3

ΚΖ Α Α ; 

 

Λύζε 

Πξέπεη 
2 3

ΚΖ x Α Α 0  (1) 

Παίξλνπκε ζαλ αξρή ην Κ. Σόηε 1 2 3ΚΖ ΚΑ ΚΑ ΚΑ    θαη 3 22 3
Α Α ΚΑ ΚΑ   άξα 

ε (1) γίλεηαη 

   1 2 3 3 2ΚΑ ΚΑ ΚΑ x ΚΑ ΚΑ 0      

1 3 1 2 2 3ΚΑ x ΚΑ ΚΑ x KA 2KA x KA 0    δηόηη 

3 2 2 3KA x KA KA x KA   

Αλ ηώξα πάξνπκε ζαλ ζεηηθή θνξά επί ηνπ επηπέδνπ ηνπ ηξηγώλνπ ηελ 1 2 3Α Α Α   

θαη νλνκάζνπκε 0  ην κνλαδηαίν δηάλπζκα ην θάζεην ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ πνπ 

έρεη θνξά ηελ θνξά ηνπ δηαλύζκαηνο 1 2KA x KA  ηόηε πξνεγνύκελε ζρέζε γξάθεηαη: 

 2 2 2

2 3 1 0R εκ2Α R εκ2Α 2R εκ2Α 0      

1 2 32εκ2Α εκ2Α εκ2Α    

1 1 2 2 3 32εκΑ ζπλΑ 2εκΑ ζπλΑ 2εκΑ ζπλΑ    

2 2 2 2 2 2 2 2 2α β γ α β γ α β γ α β γ
2

2R 2βγ 2R 2γα 2R 2αβ

     
   

θαη κεηά ηηο πξάμεηο:  

   
2

2 2 2 2 2 2β γ α 2α β γ     

 

 

3. Πνηα ζρέζε πξέπεη λα ηζρύεη κεηαμύ ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  ώζηε ε 

γσλία ησλ επζεηώλ 
1 1

Α Α  θαη 
2 3

Α Α  λα είλαη ν
60 ; 

 

Λύζε 

Πξέπεη ν

1 1 2 1 23 1 3
Α Α Α Α | Α Α || Α Α | ζπλ60     

      3 21 1 1 1 2 3

1
ΟΑ ΟΑ ΟΑ ΟΑ d Α Α d Α Α

2
       

     
2 3

1 3 2 1 1 2 3

βΟΑ γΟΑ 1
ΟΑ ΟΑ ΟΑ d Α Α d Α Α

β γ 2

 
    

 
 

θαη αλ πάξνπκε ζαλ αξρή ην 1Α : 



2
η 
Μαθημαηική Δβδομάδα. Θεζζαλονίκη 7 Μαρηίοσ 2008 

΢ει. 40 

     1 12 3
1 1 1 1 2 33 2

βΑ Α γΑ Α 1
Α Α Α Α d Α Α d Α Α

β γ 2


   


   (1) 

Όκσο    1 1

2
d Α ,Α βγη η α

β γ
  


,  2 3d Α ,Α α  θαη 

 1 12 3
1 13 2

βΑ Α γΑ Α
Α Α Α Α

β γ


 


 

 2 2

1 1 1 12 3 2 3

1
βΑ Α Α Α βγ γβ γΑ Α Α Α

β γ
    


 

άξα ε (1) γίλεηαη: 

 

 2 2

1 1 1 12 3 2 3
βΑ Α Α Α βγ γβ γΑ Α Α Α α βγη η α        

θαη επεηδή  2 2 2

1 12 3

1
Α Α Α Α β γ α

2
     κεηά ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε: 

  
2 24η η α β γ α βγ    

 

 

4. Πνηα ζρέζε πξέπεη λα ηζρύεη κεηαμύ ησλ πιεπξώλ α, β, γ νμπγσλίνπ ηξηγώλνπ 

1 2 3
Α Α Α  ώζηε ηα ζεκεία Η, G, Κ λα είλαη ζπλεπζεηαθά; 

 

Λύζε 

Πξέπεη θαη αξθεί: ΚΗ x ΚG 0   

 1 2 3
1 3 3

αΚΑ βΚΑ γΚΑ 1
x ΚΑ ΚΑ ΚΑ 0

α β γ 3

 
   

 
 

     1 2 3 3 12
α β ΚΑ x ΚΑ β γ ΚΑ x ΚΑ γ α ΚΑ x ΚΑ 0       (1) 

Αλ ηώξα πάξνπκε ζαλ ζεηηθή θνξά ηελ 1 2 3Α Α Α   θαη 0  ην κνλαδηαίν δηάλπζκα 

ην θάζεην ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  κε θνξά ηελ θνξά ηνπ 1 2KA x KA  ε (1) 

γίλεηαη: 

     2 2 2

3 1 2 0R α β εκ2Α R β γ εκ2Α R γ α εκ2Α 0          

     3 1 2α β εκ2Α β γ εκ2Α γ α εκ2Α 0       

θαη ζέηνληαο όπνπ 
2 2 2

1 1 1

α β γ α
εκ2Α 2εκΑ ζπλΑ 2

2R 2βγ

 
     

θαη όκνηα γηα ηα 2εκ2Α  θαη 3εκ2Α  θαη εθηειώληαο ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε  

          2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2f α,β, γ α β γ β γ α β γ α γ α β γ α β α β γ 0            

 

Παξαηεξνύκε όηη  f β,β, γ 0  άξα ην  f α,β, γ  δηαηξείηαη δηα α-β θαη επεηδή είλαη 

θπθιηθώο ζπκκεηξηθό, δηαηξείηαη δηα    α β β γ γ α   , επνκέλσο ζα έρνπκε 

        2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α β γ β γ α β γ α γ α β γ α β α β γ             

       2 2 2α β β γ γ α ι α β γ κ αβ βγ γα        
 
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Θέηνληαο ζ’ απηήλ όπνπ    α,β, γ 0,1, 1   θαη    α,β, γ 1,2,0  βξίζθνπκε κ 2 , 

ι 1  άξα 

      2 2 2f α,β, γ α β β γ γ α α β γ 2αβ 2βγ 2γα 0            

      
2

α β β γ γ α α β γ 0 α β β γ γ α             

δειαδή πξέπεη θαη αξθεί ην ηξίγσλν λα είλαη ηζνζθειέο. 

 

 

5. Να απνδεηρζεί όηη ηα ζεκεία 
1 2 3

Α , Α , Α    είλαη ζπλεπζεηαθά (ππνηίζεηαη 

α β γ α   ). 

 

Απόδεημε 

Δίλαη 
2 3

1

βΟΑ γΟΑ
ΟΑ

β γ


 


 

3 1

2

γΟΑ αΟΑ
ΟΑ

γ α


 


 

 
1 2

3

αΟΑ βΟΑ
ΟΑ

α β


 


 άξα 

   2 3 1 2 3 2 2 1Α Α  x Α Α ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ            

1 2 3 1 3 1 2 3αΟΑ βΟΑ γΟΑ αΟΑ γΟΑ αΟΑ βΟΑ γΟΑ
x 0

α β γ α γ α β γ

      
     

      
 

κεηά ηηο πξάμεηο. Άξα ηα 2 3Α Α  , 1 2Α Α   είλαη ζπγγξακκηθά, επνκέλσο ηα ζεκεία 

1 2 3Α ,Α ,Α    είλαη ζπλεπζεηαθά.  

 

 

6. Να απνδεηρζεί όηη νη ηξεηο εζσηεξηθέο δηρνηόκνη θάζε ηξηγώλνπ πεξλνύλ από ην 

ίδην ζεκείν.  

 

Απόδεημε 

Αξθεί λα απνδεηρζεί όηη ην ζεκείν 1 1 2 2Κ Α Α Α Α    ηαπηίδεηαη κε ην ζεκείν 

2 2 3 3Λ Α Α Α Α    

Δίλαη 1 1 2 3ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ 0 ΟΑ       

 1 2 31

β γ
ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β γ β γ
      

 
 

 2 1 2 3ΟΑ 0 ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ       

 1 2 32

α γ
ΟΑ ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ

α γ α γ
      

 
 

επνκέλσο από ηνλ ηύπν ηνπ ζεκείνπ ηνκήο δύν επζεηώλ ηεο ζει. 31 βξίζθνπκε 

 1 2 3

1
ΟΚ α ΟΑ β ΟΑ γ ΟΑ

α β γ
     

 
 

Δληειώο όκνηα βξίζθνπκε 
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 1 2 3

1
ΟΛ α ΟΑ β ΟΑ γ ΟΑ

α β γ
     

 
 

Γειαδή Κ Λ  άξα νη ηξείο δηρνηόκνη 
1 1Α Α , 2 2Α Α , 

3 3Α Α  πεξλνύλ από ην ίδην ζεκείν. 

 

 

 

 

Τπνινγηζκόο ησλ απνζηάζεσλ θύξησλ ε  

δεπηεξεπόλησλ ζεκείσλ από κλήκεο 
 

 

Ο ππνινγηζκόο ησλ απνζηάζεσλ από κλήκεο ζηεξίδεηαη ζηηο δύν παξαθάησ πξνηάζεηο: 

 

Πξόηαζε 1 

Γηα θάζε νμπγώλην ηξίγσλν 
1 2 3

A A A  ππάξρνπλ δύν ζεκεία ΢ θαη ΢  ηνπ ρώξνπ 

ηέηνηα, ώζηε: 

1 2 32 3 1

π
A ΢Α A ΢Α A ΢Α

2
    θαη 

1 2 32 3 1

π
A ΢ Α A ΢ Α A ΢ Α

2
      

Οη απνζηάζεηο ησλ ζεκείσλ απηώλ από ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ δίλνληαη από ηηο 

ζρέζεηο: 

2 2 2

1 1

1
(΢Α ) = (΢ Α ) = x = (β + γ -α )

2
  

2 2 2

2 2

1
(΢Α ) = (΢ Α ) = y = (γ + α -β )

2
  

2 2 2

3 3

1
(΢Α ) = (΢ Α ) = z = (α + β - γ )

2
  

 

Σα δηαλύζκαηα ζέζεσο ησλ ζεκείσλ απηώλ δίλνληαη από ηνπο ηύπνπο 

 

 
2 2 2 2 2 2

1 2 3
1 2 2 3 132 2 2 2 2 2 2

y z ΟΑ z x ΟΑ x y ΟΑ xyz
Ο΢ ΟΑ xΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ xΟΑ

y z z x x y 4Δ

 
   

 
 

 

 
2 2 2 2 2 2

1 2 3
1 2 2 3 132 2 2 2 2 2 2

y z ΟΑ z x ΟΑ x y ΟΑ xyz
Ο΢ ΟΑ xΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ xΟΑ

y z z x x y 4Δ

 
   

 

 

Απόδεημε 

Αλ ππάξρεη πξάγκαηη ηέηνην ζεκείν ΢ δειαδή 1 2 2 3 3 1

π
Α ΢Α Α ΢Α Α ΢Α

2
    θαη 

ζέζνπκε  1΢Α x ,  2΢Α y ,  3΢Α z  από ηα νξζνγώληα ηξίγσλα 1 2΢Α Α , 

2 3΢Α Α , 3 1΢Α Α  έρνπκε: 
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2 2 2x y γ   
2 2 2y z α   
2 2 2z x β   

 

θαη ιύλνληαο ην ζύζηεκα βξίζθνπκε 

 

 2 2 2 21
x β γ α

2
     

 2 2 2 21
y γ α β

2
     

 2 2 2 21
z α β γ

2
    

 

Δπεηδή ην ηξίγσλν είλαη νμπγώλην, 

 2 2 2β γ α   νξίδνληαη ηα x, y, z 

 

 2 2 21
x β γ α

2
    

 2 2 21
y γ α β

2
     

 2 2 21
z β γ α

2
    

 

Σν ΢ ινηπόλ βξίζθεηαη ζηελ ηνκή ηξηώλ ζθαηξώλ κε θέληξα ηα 1 2 3Α ,Α ,Α  θαη αθηίλεο 

x, y, z αληίζηνηρα. 

Οη ζθαίξεο απηέο ηέκλνληαη ζε δύν ζεκεία ΢ θαη ΢  ζπκκεηξηθά σο πξνο ην επίπεδν 

ηνπ ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  δηόηη π.ρ. είλαη: 
2 2 2 2 2x y γ x y x y 2xy γ x y 2xy             

2 2 2 2 2 2x y 2xy x y x y 2xy        πνπ πξνθαλώο ηζρύεη. 

Ζ ΢΢  ηέκλεη ινηπόλ ην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  ζε θάπνην ζεκείν Ζ. Θα 

απνδείμνπκε όηη ην Ζ είλαη ην νξζόθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α . 

Πξάγκαηη, αλ Ζ  είλαη ην νξζόθεληξν ηνπ 1 2 3Α Α Α  ζα απνδείμνπκε όηη 

 1 2 3΢Ζ Α Α Α   

΢ύκθσλα κε ηνλ ηύπν αX  ηεο ζει. 21 ζα είλαη 

2 2 2 2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2 2

y z ΢Α z x ΢Α x y ΢Α
΢Ζ

y z z x x y

 
 

 
 θαη 1 2 2 1Α Α ΢Α ΢Α   

άξα  
2 2 2 2 2 2

1 2 3
2 11 2 2 2 2 2 2 2

y z ΢Α z x ΢Α x y ΢Α
΢Ζ Α Α ΢Α ΢Α

y z z x x y

 
    

 
 

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

z x ΢Α y z ΢Α z x y y z x
0

y z z x x y y z z x x y

 
 

   
 

γ

β

α

z

y

x

΢

΢'

Α1

Α2

Α3

Ζ
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άξα 1 2΢Ζ Α Α
νξζ


  θαη όκνηα, 2 3΢Ζ Α Α

νξζ


 , άξα  1 2 3΢Ζ Α Α Α Ζ Ζ     

Σν δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ΢ σο πξνο ηπραία αξρή Ο δίλεηαη από ηε ζρέζε  

Ο΢ ΟΖ Ζ΢   (1) 

Όκσο 
2 2 2 2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2 2

y z ΟΑ z x ΟΑ x y ΟΑ
ΟΖ

y z z x x y

 


 
 (2) 

0Ζ΢ Ζ΢   (3) 

Όπνπ 0 ην κνλαδηαίν δηάλπζκα ην θάζεην ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  θαηά ηε 

θνξά ηνπ Ζ΢  

Έλα δηάλπζκα θάζεην ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3Α Α Α  θαηά ηε θνξά ηνπ Ζ΢  είλαη 

ην  

   2 1 3 11 12 3
Α Α x Α Α ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ     

1 2 2 3 13
ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ   

θαη επεηδή 
1 12 3

Α Α x Α Α 2Δ , ην κνλαδηαίν δηάλπζκα ην θάζεην ζην επίπεδν ηξηγώλνπ 

1 2 3Α Α Α  είλαη ην 

 0 1 2 2 3 3 1

1
ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ

2Δ
    (4) 

κε θνξά ηνπ Ζ΢  

 

Σν κέηξν ηνπ Ζ΢ βξίζθεηαη σο εμήο: 

Ο όγθνο ηνπ ηεηξαέδξνπ 1 2 3΢Α Α Α  αλ ζαλ βάζε πάξνπκε ην ηξίγσλν 1 2΢Α Α  θαη ύςνο 

ην 3΢Α  είλαη: 

  1 2 3

1 1
V ΢Α Α ΢Α xyz

3 6
   

Καη αλ ζαλ βάζε πάξνπκε ην ηξίγσλν 1 2 3Α Α Α  είλαη: 

    1 2 3

1 1
V Α Α Α Ζ΢ Δ Ζ΢

3 3
   

Άξα    
1 1 xyz

xyz Δ Ζ΢ Ζ΢
6 3 2Δ

     (5) 

Λόγσ ησλ (2), (3), (4), (5) ε (1) γίλεηαη: 

 

 
2 2 2 2 2 2

1 2 3
1 2 2 3 132 2 2 2 2 2 2

y z ΟΑ z x ΟΑ x y ΟΑ xyz
Ο΢ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ

y z z x x y 4Δ

 
   

 
 

 

Σν δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ΢ είλαη 

 

Ο΢ ΟΖ Ζ΢ ΟΖ Ζ΢       

 

 
2 2 2 2 2 2

1 2 3
1 2 2 3 132 2 2 2 2 2 2

y z ΟΑ z x ΟΑ x y ΟΑ xyz
ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ

y z z x x y 4Δ

 
  

 
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΢ει. 45 

 

Με ηελ βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ απόζηαζε 

δύν ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ ηξηγώλνπ ζπλαξηήζεη ησλ πιεπξώλ ηνπ από κλήκεο. 

 

Πξάγκαηη, αλ P θαη Q δύν ζεκεία ηνπ L ελόο νμπγσλίνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3A A A  θαη 

πάξνπκε σο αξρή ην ΢, ζα είλαη: 
3

ii

i 1

΢Ρ ι ΢Α


   θαη 
3

ii

i 1

΢Q κ ΢Α


  

Σόηε: 
3

ii i

i 1

PQ ΢Q ΢P (κ ι )΢Α


     

Καη πςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν 

                            
3

2 2 2

i i i

i=1

d (P,Q) = (κ - ι ) (΢Α )      (1) 

αθνύ κε i j  είλαη: i j΢Α ΢Α  άξα i j΢Α ΢Α 0   

 

Ο ηύπνο (1) δίλεη ην ηεηξάγσλν ηεο απόζηαζεο δύν ζεκείσλ ηνπ L δηόηη νη ζπληειεζηέο 

iι
 
θαη iκ  είλαη γλσζηέο παξαζηάζεηο ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ θαη  

2 2 2 2 2

1

1
(΢Α ) x (β γ α )

2
     

2 2 2 2 2

2

1
(΢Α ) y (γ α β )

2
     

2 2 2 2 2

3

1
(΢Α ) z (α β γ )

2
     

Δπεηδή ηώξα ε απόζηαζε δύν ζεκείσλ ηνπ L δίλεηαη από ηελ ίδηα ζρέζε γηα θάζε 

ηξίγσλν (νμπγώλην, ακβιπγώλην ή νξζνγώλην), ν ηύπνο (1) ηζρύεη ζε θάζε ηξίγσλν (ελώ 

γηα ακβιπγώλην ηξίγσλν δελ ππάξρνπλ ηα ζεκεία ΢ θαη ΢  ). 

 

 

Παξάδεηγκα 

Τπνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο d(G,I)  από κλήκεο 

 

Τπνινγίδνπκε ηελ απόζηαζε απηή ζε νμπγώλην ηξίγσλν. Ο ίδηνο ηύπνο ηζρύεη ζε θάζε 

ηξίγσλν. 

Δίλαη: 1 2 3

1
΢G = (΢A + ΢A + ΢A )

3
 θαη 

1 2 3

α β γ
΢Η ΢Α ΢Α ΢Α

α β γ α β γ α β γ
  

     
,  

άξα ε απόζηαζε ησλ ζεκείσλ G θαη Η ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν (1) είλαη: 

 

2 2 2 2 2 2 21 α 1 β 1 γ
d (G,I) = ( - ) x + ( - ) y + ( - ) z

3 α + β + γ 3 α + β + γ 3 α + β + γ
 

 

όπνπ:     2 2 2 21
x (β γ α )

2
   ,  2 2 2 21

y (γ α β )
2

   ,  2 2 2 21
z (α β γ )

2
    
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Ο ηύπνο κπνξεί κε ηηο θαηάιιειεο πξάμεηο λα πάξεη ηε κνξθή πνπ βξήθακε θαη κε ηνλ 

θιαζηθό ηξόπν, δει. κεηά ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε: 

 

2 3 3 31
d (G,I) = [α + β + γ + 2(β + γ -α)(γ + α -β)(α + β - γ) - 5αβγ]

9(α + β + γ)
 

πνπ βξήθακε ζηε ζει. 25 

 

Όπσο εύθνια αληηιακβάλεηαη θαλείο, ν ππνινγηζκόο ησλ 325 απνζηάζεσλ ησλ θπξίσλ 

ζεκείσλ ηξηγώλνπ κεηαμύ ηνπο αλά δύν είλαη πιένλ άκεζνο.  

 

Γεληθόηεξα, ν ππνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο δύν ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ κπνξεί 

επίζεο λα γίλεη από κλήκεο, όκσο αλ ηα ζεκεία δελ είλαη θύξηα ζα πξέπεη πξώηα λα 

βξεζνύλ ηα δηαλύζκαηα ζέζεώο ηνπο θαη θαηόπηλ λα γίλεη ε εθαξκνγή ηνπ ηύπνπ. 

Γίλνπκε έλα ζρεηηθό  

 

Παξάδεηγκα 

Να βξεζεί ε απόζηαζε ΣΡ όπνπ 
1 1 2 2

Σ Α Μ Α Α   θαη 
2 2 1 1

Ρ Α Μ Α Α   

 

Λύζε 

Θα βξνύκε ηελ απόζηαζε απηή γηα νμπγώλην ηξίγσλν. Ο ίδηνο ηύπνο ηζρύεη γηα 

νπνηνδήπνηε ηξίγσλν. 

Δίλαη:  

 

 

1 1 2 3

1 1 2 3

2 1 2 3

1 2 32

ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ 0 ΟΑ

1 1
ΟΜ 0 ΟΑ ΟΑ ΟΑ

2 2

ΟΑ 0 ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ

α γ
ΟΑ ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ

α γ α γ

     

     

     

      
 

 

Δθαξκόδνπκε ηνλ ηύπν ηεο ζει. 31 (βι. πιήξε απόδεημε ζηε ζει. 86) γηα ην δηάλπζκα 

ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο δύν επζεηώλ. Βξίζθνπκε: 

1 2 3

α γ γ
ΟΣ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

α 2γ α 2γ α 2γ
     

  
 

Όκνηα, γηα ην ζεκείν Ρ βξίζθνπκε: 

1 2 3

γ β γ
ΟΡ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β 2γ β 2γ β 2γ
     

  
 

΢ύκθσλα κε ηνλ ηύπν 
3

2 2 2

i i i

i=1

d (P,Q) = (κ - ι ) (΢Α ) ηεο ζει. 45 γηα ηνλ από κλήκεο 

ππνινγηζκό ηεο απόζηαζεο δύν ζεκείσλ, είλαη:  

 

2 2 2 2γ α β γ γ γ
d (T,Ρ) ( )x ( )y ( )z

β 2γ α 2γ β 2γ α 2γ β 2γ α 2γ
     

     
 

όπνπ 2 2 2 21
x (β γ α )

2
   ,  2 2 2 21

y (γ α β )
2

   ,  2 2 2 21
z (α β γ )

2
    
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΢ει. 47 

 

 

Γίλνπκε παξαθάησ έλαλ πίλαθα κε ηηο απνζηάζεηο ησλ 26 θύξησλ ζεκείσλ ηξηγώλνπ 

ζπλαξηήζεη ησλ πιεπξώλ ηνπ. Όπνπ ρξεηάδεηαη (γηα ηελ απινύζηεπζε ησλ ηύπσλ) 

έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη ηελ αθηίλα R ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ή ην εκβαδόλ Δ ηνπ 

ηξηγώλνπ, ηα νπνία όκσο (R θαη Δ) είλαη γλσζηέο παξαζηάζεηο ησλ πιεπξώλ ηνπ 

ηξηγώλνπ. 

 

 

 

 

Σππνιόγην 
 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Α , Α , Α  από ηα ππόινηπα ζεκεία 

 

1) 1 2d(Α ,Α ) γ  

2) 1 3d(Α ,Α ) β  

3) 2 3d(Α ,Α ) α  

4) 2 2 2 2

1 1

1
d (Α ,Μ ) (2β 2γ α )

4
    

5) 1 2

β
d(Α ,Μ )

2
  

6) 1 3

γ
d(Α ,Μ )

2
  

7) 2 1

α
d(Α ,Μ )

2
  

8) 
2 2 2 2

2 2

1
d (Α ,Μ ) (2γ 2α β )

4
    

9) 2 3

γ
d(Α ,Μ )

2
  

10) 3 1

α
d(Α ,Μ )

2
  

11) 3 2

β
d(Α ,Μ )

2
  

12) 
2 2 2 2

3 3

1
d (Α ,Μ ) (2α 2β γ )

4
    

13) 1 1

2
d(Α ,Α ) βγη(η α)

β γ
  


 

14) 1 2

βγ
d(Α ,Α )

γ α
 


 

15) 1 3

βγ
d(Α ,Α )

α β
 


 

16) 2 1

γα
d(Α ,Α )

β γ
 


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17) 2 2

2
d(Α ,Α ) γαη(η β)

γ α
  


 

18) 2 3

γα
d(Α ,Α )

α β
 


 

19) 3 1

αβ
d(Α ,Α )

β γ
 


 

20) 3 2

αβ
d(Α ,Α )

γ α
 


 

21) 3 3

2
d(Α ,Α ) αβη(η γ)

α β
  


 

22) 
1 1

2
d(Α ,Α ) βγ(η β)(η γ)

β γ
   


 

23) 
1 2

βγ
d(Α ,Α )

γ α
 


 

24) 1 3

βγ
d(Α ,Α )

α β
 


 

25) 
2 1

γα
d(Α ,Α )

β γ
 


 

26) 2 2

2
d(Α ,Α ) γα(η γ)(η α)

γ α
   


 

27) 
2 3

γα
d(Α ,Α )

α β
 


 

28) 3 1

αβ
d(Α ,Α )

β γ
 


 

29) 3 2

αβ
d(Α ,Α )

γ α
 


 

30) 3 3

2
d(Α ,Α ) αβ(η α)(η β)

α β
   


 

31) 1 1

2 2Δ
d(Α ,Ζ ) η(η α)(η β)(η γ)

α α
      

32) 

2 2 2

1 2

β γ α
d(Α ,Ζ )

2β

 
  

33) 

2 2 2

1 3

β γ α
d(Α ,Ζ )

2γ

 
  

34) 

2 2 2

2 1

γ α β
d(Α ,Ζ )

2α

 
  

35) 2 2

2 2Δ
d(Α ,Ζ ) η(η α)(η β)(η γ)

β β
      
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36)  

2 2 2

2 3

γ α β
d(Α ,Ζ )

2γ

 
  

37) 

2 2 2

3 1

α β γ
d(Α ,Ζ )

2α

 
  

38) 

2 2 2

3 2

α β γ
d(Α ,Ζ )

2β

 
  

39) 3 3

2 2Δ
d(Α ,Ζ ) η(η α)(η β)(η γ)

γ γ
      

40)      2 2 2 3 3 3

1 1

1
d (Α , Ε ) 3α β γ 2βγ β γ 2 β γ α 2αβγ

4α
        
 

 

41) 1 2d(Α ,Ε ) η α   

42) 1 3d(Α ,Ε ) η α   

43) 2 1d(Α ,Ε ) η β   

44)      2 2 2 3 3 3

2 2

1
d (Α , Ε ) 3β γ α 2γα γ α 2 γ α β 2αβγ

4β
        
 

 

45) 2 3d(Α ,Ε ) η β   

46) 3 1d(Α ,Ε ) η γ   

47) 3 2d(Α ,Ε ) η γ   

48)      2 2 2 3 3 3

3 3

1
d (Α , Ε ) 3γ α β 2αβ α β 2 α β γ 2αβγ

4γ
        
 

 

49) 1 1

ηβγ
d(Α ,Ο )

η α



 

50) 1 2

βγ(η γ)
d(Α ,Ο )

η β





 

51) 1 3

βγ(η β)
d(Α ,Ο )

η γ





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52) 2 1

γα(η γ)
d(Α ,Ο )

η α





 

53) 
2 2

ηγα
d(Α ,Ο )

η β



 

54) 
 

2 3

γα η α
d(Α ,Ο )

η γ





 

55) 
 

3 1

αβ η β
d(Α ,Ο )

η α





 

56) 
 

3 2

αβ η α
d(Α ,Ο )

η β





 

57) 
3 3

ηαβ
d(Α ,Ο )

η γ



 

58)  2 2 2 2

1

1
d (Α ,G) 2β 2γ α

9
    

59)  2 2 2 2

2

1
d (Α ,G) 2γ 2α β

9
    

60)  2 2 2 2

3

1
d (Α ,G) 2α 2β γ

9
    

61) 
 

1

βγ η α
d(Α , Η)

η


  

62) 
 

2

γα η β
d(Α , Η)

η


  

63) 
 

3

αβ η γ
d(Α , Η)

η


  

64) 
   

1

αβγ αβγ
d(Α ,Κ) R

4Δ4 η η α η β η γ
  

  
 

65) 
   

2

αβγ αβγ
d(Α ,Κ) R

4Δ4 η η α η β η γ
  

  
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66) 
   

3

αβγ αβγ
d(Α ,Κ) R

4Δ4 η η α η β η γ
  

  
 

67) 

2 2 2

1

β γ α
d(Α ,Ζ) R

βγ

 
  

68) 

2 2 2

2

γ α β
d(Α ,Ζ) R

γα

 
  

69) 

2 2 2

3

α β γ
d(Α ,Ζ) R

αβ

 
  

70) 2 2 2 2 2

1 9

1
d (A ,O ) (R β γ α )

4
    = 

6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 6 4 2 2 4

2

1
α 3(β γ )α 3(β γ β γ )α β γ β γ β γ

64E
            

71) 2 2 2 2 2

2 9

1
d (O ,O ) (R γ α β )

4
    = 

6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 6 4 2 2 4

2

1
β 3(γ α )β 3(γ α γ α )β γ α γ α γ α

64Δ
            

72) 
2 2 2 2 2

3 9

1
d (Α ,Ο ) (R α β γ )

4
    = 

6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 6 4 2 2 4

2

1
γ 3(α β )γ 3(α β α β )γ α β α β α β

64Δ
            

 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Μ ,Μ ,Μ  από ηα ππόινηπα ζεκεία 

73) 1 2

γ
d(Μ ,Μ )

2
  

74) 1 3

β
d(Μ ,Μ )

2
  

75) 2 3

α
d(Μ ,Μ )

2
  

76) 
 

1 1

β γ α
d(Μ ,Α )

2 β γ


 


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77) 
 

2 2 4 2 2 2 3
2

1 2 2

2α β α 3α γ 2αβ γ 2αγ
d (Μ ,Α )

4 α γ

   
 


 

78) 
 

2 2 4 2 2 2 3
2

1 3 2

2α γ α 3α β 2αγ β 2αβ
d (Μ ,Α )

4 α β

   
 


 

79) 
 

2 2 4 2 2 2 3
2

2 1 2

2β α β 3β γ 2βα γ 2βγ
d (Μ ,Α )

4 β γ

   
 


 

80) 
 

2 2

α γ β
d(Μ ,Α )

2 α γ


 


 

81) 
 

2 2 4 2 2 2 3
2

2 3 2

2β γ β 3β α 2βγ α 2βα
d (Μ ,Α )

4 β α

   
 


 

82) 
 

2 2 4 2 2 2 3
2

3 1 2

2γ α γ 3γ β 2γα β 2γβ
d (Μ ,Α )

4 γ β

   
 


 

83) 
 

2 2 4 2 2 2 3
2

3 2 2

2γ β γ 3γ α 2γβ α 2γα
d (Μ ,Α )

4 γ α

   
 


 

84) 
 

3 3

α β γ
d(Μ ,Α )

2 α β


 


 

85) 
 

1 1

β γ α
d(Μ ,Α )

2 β γ


 


 

86) 
 

2 2 2 2 4 2 3
2

1 2 2

3α γ 2α β α 2αγβ 2αγ
d (Μ ,Α )

4 γ α

   
 


  

87) 
 

2 2 2 2 4 2 3
2

1 3 2

3α β 2α γ α 2αβγ 2αβ
d (Μ ,Α )

4 β α

   
 


 

88) 
 

2 2 2 2 4 2 3
2

2 1 2

3β γ 2β α β 2βγα 2βγ
d (Μ ,Α )

4 β γ

   
 


 

89) 
 

2 2

α γ β
d(Μ ,Α )

2 α γ


 


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90) 
 

2 2 2 2 4 2 3
2

2 3 2

3β α 2β γ β 2βαγ 2βα
d (Μ ,Α )

4 α β

   
 


  

91) 
 

2 2 2 2 4 2 3
2

3 1 2

3γ β 2γ α γ 2γβα 2γβ
d (Μ ,Α )

4 β γ

   
 


 

92) 
 

2 2 2 2 4 2 3
2

3 2 2

3γ α 2γ β γ 2γαβ 2γα
d (Μ ,Α )

4 α γ

   
 


 

93) 
 

3 3

α β γ
d(Μ ,Α )

2 α β


 


 

94) 

2 2

1 1

β γ
d(Μ ,Ζ )

2α


  

95) 1 2

α
d(Μ ,Ζ )

2
  

96) 1 3

α
d(Μ ,Ζ )

2
  

97) 2 1

β
d(Μ ,Ζ )

2
  

98) 

2 2

2 2

γ α
d(Μ ,Ζ )

2β


  

99) 2 3

β
d(Μ ,Ζ )

2
  

100) 3 1

γ
d(Μ ,Ζ )

2
  

101) 3 2

γ
d(Μ ,Ζ )

2
  

102) 

2 2

3 3

α β
d(Μ ,Ζ )

2γ


  

103) 1 1

β γ
d(Μ , Ε )

2


  
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104)        2 2 2 3

1 2

1
d (Μ , Ε ) αβ α β αγ α γ γ β γ 2βγ γ α α

4β
         
 

 

105)        2 2 2 3

1 3

1
d (Μ , Ε ) αγ α γ αβ α β β β γ 2βγ β α α

4γ
         
 

 

106)        2 2 2 3

2 1

1
d (Μ , Ε ) βα β α βγ β γ γ α γ 2αγ γ β β

4α
         
 

 

107) 2 2

γ α
d(Μ , Ε )

2


  

108)        2 2 2 3

2 3

1
d (Μ , Ε ) βγ β γ βα β α α γ α 2γα α β β

4γ
         
 

 

109)        2 2 2 3

3 1

1
d (Μ , Ε ) γα γ α γβ γ β β α β 2αβ β γ γ

4α
         
 

 

110)        2 2 2 3

3 2

1
d (Μ , Ε ) γβ γ β γα γ α α β α 2βα α γ γ

4β
         
 

 

111) 3 3

α β
d(Μ , Ε )

2


  

112) 
 

3 2 2
2

1 1

α (β γ)α 2(β γ) α
d (Μ ,Ο )

4 β γ α

   


 
  

113) 
     

 

2 2 2 3 3 2 4

2

1 2 2

3α β γ 2α β γ 2αβγ β γ 2α βγ α
d (Μ ,Ο )

4 α γ β

      


 
 

114) 
     

 

2 2 2 3 3 2 4

2

1 3 2

3α β γ 2α γ β 2αβγ γ β 2α γβ α
d (Μ ,Ο )

4 α β γ

      


 
 

115) 
     

 

2 2 2 3 3 2 4

2

2 1 2

3β γ α 2β α γ 2γβα α γ 2β αγ β
d (Μ ,Ο )

4 β γ α

      


 
 

116) 
 

3 2 2
2

2 2

β (γ α)β 2(γ α) β
d (Μ ,Ο )

4 γ α β

   


 
 

117) 
     

 

2 2 2 3 3 2 4

2

2 3 2

3β γ α 2β γ α 2βγα γ α 2β γα β
d (Μ ,Ο )

4 β α γ

      


 
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118) 
     

 

2 2 2 3 3 2 4

2

3 1 2

3γ α β 2γ α β 2γαβ α β 2γ αβ γ
d (Μ ,Ο )

4 γ β α

      


 
 

119) 
     

 

2 2 2 3 3 2 4

2

3 2 2

3γ α β 2γ β α 2γβα β α 2γ βα γ
d (Μ ,Ο )

4 γ α β

      


 
 

120) 
 

3 2 2
2

3 3

γ (α β)γ 2(α β) γ
d (Μ ,Ο )

4 α β γ

   


 
 

121)  2 2 2 2

1

1
d (Μ ,G) 2β 2γ α

36
    

122)  2 2 2 2

2

1
d (Μ ,G) 2γ 2α β

36
    

123)  2 2 2 2

3

1
d (Μ ,G) 2α 2β γ

36
    

124) 
     

 

2 2 2 3 3 4 2

2

1 2

3α β γ 2αβγ β γ 2α β γ α 2α βγ
d (Μ ,Η)

4 α β γ

      


 
 

125) 
     

 

2 2 2 3 3 4 2

2

2 2

3β γ α 2βγα γ α 2β γ α β 2β γα
d (Μ ,Η)

4 α β γ

      


 
 

126) 
     

 

2 2 2 3 3 4 2

2

3 2

3γ α β 2γαβ α β 2γ α β γ 2γ αβ
d (Μ ,Η)

4 α β γ

      


 
 

127) 

2 2 2

1

R β γ α
d(Μ ,Κ)

2βγ

 
  

128) 

2 2 2

2

R γ α β
d(Μ ,Κ)

2γα

 
  

129) 

2 2 2

3

R α β γ
d(Μ ,Κ)

2αβ

 
  

130)      2 2 2 2 2 2 2 2 6 6 2 4 4 6

1 2

1
d (Μ ,Ζ) 6α β γ 2β γ β γ 2 β γ 3α β γ α

64Δ
        
 

 

131)      2 2 2 2 2 2 2 2 6 6 2 4 4 6

2 2

1
d (Μ ,Ζ) 6β γ α 2γ α γ α 2 γ α 3β γ α β

64Δ
        
 
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132)      2 2 2 2 2 2 2 2 6 6 2 4 4 6

3 2

1
d (Μ ,Ζ) 6γ α β 2α β α β 2 α β 3γ α β γ

64Δ
        
 

 

133) 
1 9

R
d(Μ ,Ο )

2
  

134) 
2 9

R
d(Μ ,Ο )

2
  

135) 
3 9

R
d(Μ ,Ο )

2
  

 

 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Α , Α , Α    από ηα ππόινηπα ζεκεία 

136) 
   

 2 3 3 3 3

1 2 2 2

αβ
d (Α ,Α ) [αβγ α β 3γ α γ αγ β γ βγ

α γ β γ
         

 
 

       2 2 2 2 4α γ β γ γ ]    

137) 
   

 2 3 3 3 3

1 3 2 2

αγ
d (Α ,Α ) [αβγ α γ 3β γ β γβ α β αβ

α β γ β
         

 
 

       2 2 2 2 4γ β α β β ]    

138) 
   

 2 3 3 3 3

2 3 2 2

βγ
d (Α ,Α ) [αβγ β γ 3α β α βα γ α γα

β α γ α
         

 
 

       
2 2 2 2 4β α γ α α ]    

139) 1 1 2 2

2αβγ
d(Α ,Α )

β γ
  


 

140) 
   

2 2 2 2 3 3 3

1 2 2 2

αβ
d (Α ,Α ) [αβ γ 3αβγ α βγ α γ αγ β γ

α γ β γ
        

 
 

       
3 2 2 2 2 4βγ α γ β γ γ ]     

141) 
   

2 2 2 2 3 3 3

1 3 2 2

αγ
d (Α ,Α ) [αγ β 3αγβ α γβ α β αβ βγ

α β γ β
        

 
 

       
3 2 2 2 2 4β γ α β β γ β ]     
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142) 
   

2 2 2 2 3 3 3

2 1 2 2

βα
d (Α ,Α ) [βα γ 3βαγ β γα β γ βγ γα

β γ α γ
        

 
 

        3 2 2 2 2 4γ α β γ γ α γ ]     

143) 2 2 2 2

2αβγ
d(Α ,Α )

γ α
  


 

144) 
   

2 2 2 2 3 3 3

2 3 2 2

βγ
d (Α ,Α ) [βγ α 3βγα β γα β α βα γ α

β α γ α
        

 
 

      3 2 2 2 2 4γα β α γ α α ]     

145) 
   

2 2 2 2 3 3 3

3 1 2 2

γα
d (Α ,Α ) [γα β 3γαβ γ αβ γ β γβ α β

γ β α β
        

 
 

       3 2 2 2 2 4αβ γ β α β β ]     

146) 
   

2 2 2 2 3 3 3

3 2 2 2

γβ
d (Α ,Α ) [γβ α 3γβα γ αβ γ α γα αβ

γ α β α
        

 
 

       3 2 2 2 2 4α β γ α α β α ]     

147) 3 3 2 2

2αβγ
d(Α ,Α )

α β
  


 

148) 
  

 
1 1

β γ α β γ β γ α
d(Α ,Ζ )

2α β γ

    
 


 

149) 
 

2 4 2 4 2 6 2 2 2 2 4 2 4

1 2 22

1
d (Α ,Ζ ) [α γ 3β γ γ 4α β γ 2α γ 3β γ

4β β γ
       


 

       
4 2 6 2 4α β β 2α β ]    

150) 
 

2 4 2 4 2 6 2 2 2 2 4 2 4

1 3 22

1
d (Α ,Ζ ) [α β 3γ β β 4α γ β 2α β 3γ β

4γ β γ
       


 

       
4 2 6 2 4α γ γ 2α γ ]    

151) 
 

2 4 2 4 2 6 2 2 2 2 4 2 4

2 1 22

1
d (Α ,Ζ ) [β γ 3α γ γ 4α β γ 2β γ 3α γ

4α γ α
       


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       4 2 6 2 4β α α 2β α ]    

152) 
  

 
2 2

γ α α β γ γ α β
d(Α ,Ζ )

2β γ α

    
 


 

153) 
 

2 4 2 4 2 6 2 2 2 2 4 2 4

2 3 22

1
d (Α ,Ζ ) [β α 3γ α α 4α β γ 2β α 3γ α

4γ γ α
      


 

       4 2 6 2 4β γ γ 2β γ ]    

154) 
 

2 4 2 4 2 6 2 2 2 2 4 2 4

3 1 22

1
d (Α ,Ζ ) [γ β 3α β β 4β γ α 2γ β 3α β

4α α β
       


 

       4 2 6 2 4γ α α 2γ α ]    

155) 
 

2 4 2 4 2 6 2 2 2 2 4 2 4

3 2 22

1
d (Α ,Ζ ) [γ α 3β α α 4β γ α 2γ α 3β α

4β α β
       


 

       4 2 6 2 4γ β β 2γ β ]    

156) 
  

 
3 3

α β α β γ α β γ
d(Α ,Ζ )

2γ α β

    
 


 

157) 
 

 
1 1

β γ β γ α
d(Α , Ε )

2 β γ

  
 


 

158) 
     

 

2 2 2 4 4 2 2 2 3

2

1 2 2

3α β γ β γ 2β γ 2α βγ 2α β γ
d (Α , Ε )

4 β γ

      
 


 

159) 
     

 

2 2 2 4 4 2 2 2 3

2

1 3 2

3α β γ β γ 2β γ 2α βγ 2α β γ
d (Α , Ε )

4 β γ

      
 


 

160) 
     

 

2 2 2 4 4 2 2 2 3

2

2 1 2

3β γ α γ α 2γ α 2β γα 2β γ α
d (Α , Ε )

4 γ α

      
 


 

161) 
 

 
2 2

γ α α γ β
d(Α , Ε )

2 γ α

  
 


 

162) 
     

 

2 2 2 4 4 2 2 2 3

2

2 3 2

3β γ α γ α 2γ α 2β γα 2β γ α
d (Α , Ε )

4 γ α

      
 


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163) 
     

 

2 2 2 4 4 2 2 2 3

2

3 1 2

3γ α β α β 2α β 2γ αβ 2γ α β
d (Α , Ε )

4 α β

      
 


 

164) 
     

 

2 2 2 4 4 2 2 2 3

2

3 2 2

3γ α β α β 2α β 2γ αβ 2γ α β
d (Α , Ε )

4 α β

      
 


 

165) 
 

 
3 3

α β α β γ
d(Α , Ε )

2 α β

  
 


 

166) 1 1

α ηβγ
d(Α ,Ο )

β γ η α
 

 
 

167) 
   

   2 2 2 2 2

1 2 2 2

βγ
d (Α ,Ο ) [6α βγ 2αβγ γ β α β γ

β γ γ α β
      

  
 

          3 3 3 42α γ β 2α γ β α ]      

168) 
   

   2 2 2 2 2

1 3 2 2

βγ
d (Α ,Ο ) [6α βγ 2αβγ β γ α β γ

β γ α β γ
      

  
 

          3 3 3 42α β γ 2α β γ α ]      

169) 
   

   2 2 2 2 2

2 1 2 2

γα
d (Α ,Ο ) [6β γα 2αβγ γ α β γ α

γ α β γ α
      

  
 

          3 3 3 42β γ α 2β γ α β ]      

170) 
2 2

β ηγα
d(Α ,Ο )

γ α η β
 

 
 

171) 
   

   2 2 2 2 2

2 3 2 2

γα
d (Α ,Ο ) [6β γα 2αβγ α γ β γ α

γ α α β γ
      

  
 

          3 3 3 42β α γ 2β α γ β ]      

172) 
   

   2 2 2 2 2

3 1 2 2

αβ
d (Α ,Ο ) [6γ αβ 2αβγ β α γ α β

α β β γ α
      

  
 

          3 3 3 42γ β α 2γ β α γ ]       
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173) 
   

   2 2 2 2 2

3 2 2 2

αβ
d (Α ,Ο ) [6γ αβ 2αβγ α β γ α β

α β β γ α
      

  
 

          3 3 3 42γ α β 2γ α β γ ]      

174) 
3 3

γ ηαβ
d(Α ,Ο )

α β η γ
 

 
 

175) 
 

     2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2

1 2

1
d (Α ,G) [βγ β γ 2α β γ β γ 4β γ 5α βγ]

9 β γ
        


 

176) 
 

     2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2

2 2

1
d (Α ,G) [γα γ α 2β γ α γ α 4γ α 5β γα]

9 γ α
        


 

177) 
 

     2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2

3 2

1
d (Α ,G) [αβ α β 2γ α β α β 4α β 5γ αβ]

9 α β
        


 

178)  
 

1

βγ η αα
d Α , Η

β γ η


 


 

179)  
 

2

γα η ββ
d Α , Η

γ α η


 


 

180)  
 

3

αβ η γγ
d Α , Η

α β η


 


 

181)  
 

2
2 2

1 2

α βγ
d Α ,Κ R

β γ
  


 

182)  
 

2
2 2

2 2

β γα
d Α ,Κ R

γ α
  


 

183)  
 

2
2 2

3 2

γ αβ
d Α ,Κ R

α β
  


 

184)    
 

2
2 2 2 2

1 2

α βγ
d Α ,Ζ 4R β γ βγ

β γ
     


 

185)    
 

2
2 2 2 2

2 2

β γα
d Α ,Ζ 4R γ α γα

γ α
     


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186)    
 

2
2 2 2 2

3 2

γ αβ
d Α ,Ζ 4R α β αβ

α β
     


 

187)    
 

 

22
22 2

1 9 2

α β γ1
d Α ,Ο R β γ

4 β γ

 
     

  

 

188)    
 

 

22
22 2

2 9 2

β γ α1
d Α ,Ο R γ α

4 γ α

 
     

  

 

189)    
 

 

22
22 2

3 9 2

γ α β1
d Α ,Ο R α β

4 α β

 
     

  

 

 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Α , Α , Α    από ηα ππόινηπα ζεκεία 

190)  
   

   2 2 3 3

1 2 2 2

αβ
d Α ,Α [3αβγ αβγ α β γ α β

α γ β γ
       

 
 

          3 2 2 2 4γ α β γ α β γ ]      

191)  
   

   2 2 3 3

1 3 2 2

αγ
d Α ,Α [3αβ γ αβγ α γ β α γ

α β β γ
       

 
 

          3 2 2 2 4β α γ β α γ β ]      

192)  
   

   2 2 3 3

2 3 2 2

βγ
d Α ,Α [3βγα αβγ β γ α β γ

β α γ α
       

 
 

          3 2 2 2 4α β γ α β γ α ]      

193)  
     2 3 3

1 1

α β γ βγ β γ β γ
d Α ,Ζ

2α β γ

    
 


 

194)  
 

     2 4 2 2 2 2 2 2 6 6

1 2 22

1
d Α ,Ζ [α γ β 3β γ γ β γ β

4β γ β
       


 

        2 4 4 2 2 22α γ β 4α β γ ]    
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195)  
 

     2 4 2 2 2 2 2 2 6 6

1 3 22

1
d Α ,Ζ [α β γ 3β γ β γ β γ

4γ β γ
       


 

        2 4 4 2 2 22α β γ 4α β γ ]    

196)  
 

     2 4 2 2 2 2 2 2 6 6

2 1 22

1
d Α ,Ζ [β γ α 3γ α γ α γ α

4α γ α
       


 

        2 4 4 2 2 22β γ α 4α β γ ]    

197)  
     2 3 3

2 2

β γ α γα γ α γ α
d Α ,Ζ

2β γ α

    
 


 

198)  
 

     2 4 2 2 2 2 2 2 6 6

2 3 22

1
d Α ,Ζ [β α γ 3γ α α γ α γ

4γ α γ
       


 

        2 4 4 2 2 22β α γ 4α β γ ]    

199)  
 

     2 4 2 2 2 2 2 2 6 6

3 1 22

1
d Α ,Ζ [γ β α 3α β β α β α

4α β α
       


 

        2 4 4 2 2 22γ β α 4α β γ ]    

200)  
 

     2 4 2 2 2 2 2 2 6 6

3 2 22

1
d Α ,Ζ [γ α β 3α β α β α β

4β α β
       


 

        2 4 4 2 2 22γ α β 4α β γ ]    

201)  
     2 3 3

3 3

γ α β αβ α β α β
d Α ,Ζ

2γ α β

    
 


 

202)  
   

 

2

1 1

β γ α β γ
d Α , Ε

2 β γ

  
 


 

203)  
 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 3

1 2 2

1
d Α , Ε [3α β α γ 2α βγ β 6β γ 8βγ

4 β γ
       


 

       
4 2 2 3 3 33γ 4αβ γ 8αβγ 4αγ 2α β 2α γ]       
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204)  
 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 3

1 3 2

1
d Α , Ε [3α γ α β 2α γβ γ 6γ β 8γβ

4 γ β
       


 

       4 2 2 3 3 33β 4αγ β 8αγβ 4αβ 2α γ 2α β]       

205)  
 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 3

2 1 2

1
d Α , Ε [3β α β γ 2β αγ α 6α γ 8αγ

4 α γ
       


 

       4 2 2 3 3 33γ 4βα γ 8βαγ 4βγ 2β α 2β γ]       

206)  
   

 

2

2 2

γ α β γ α
d Α , Ε

2β γ α

  
 


 

207)  
 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 3

2 3 2

1
d Α , Ε [3β γ β α 2β γα γ 6γ α 8γα

4 γ α
       


 

       4 2 2 3 3 33α 4βγ α 8βγα 4βα 2β γ 2β α]       

208)  
 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 3

3 1 2

1
d Α , Ε [3γ α γ β 2γ αβ α 6α β 8αβ

4 α β
       


 

       4 2 2 3 3 33β 4γα β 8γαβ 4γβ 2γ α 2γ β]       

209)  
 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 3

3 2 2

1
d Α , Ε [3γ β γ α 2γ βα β 6β α 8βα

4 β α
       


 

       4 2 2 3 3 33α 4γβ α 8γβα 4γα 2γ β 2γ α]       

210)  
   

 

2

3 3

α β γ α β
d Α , Ε

2γ α β

  
 


 

211)  
   

2 2 2 2

1 1 2

αβγ
d Α ,Ο [2β 2γ 4βγ α(β γ) α ]

β γ β γ α
      

  
 

212)  
 

1 2

βγ η γα
d Α ,Ο

β γ η β


 

 
 

213)  
 

1 3

γβ η βα
d Α ,Ο

γ β η γ


 

 
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214)  
 

2 1

αγ η γβ
d Α ,Ο

α γ η α


 

 
 

215)  
   

2 2 2 2

2 2 2

αβγ
d Α ,Ο [2γ 2α 4γα β(γ α) β ]

γ α γ α β
      

  
 

216)  
 

2 3

γα η αβ
d Α ,Ο

γ α η γ


 

 
 

217)  
 

3 1

αβ η βγ
d Α ,Ο

α β η α


 

 
 

218)  
 

3 2

βα η αγ
d Α ,Ο

β α η β


 

 
 

219)  
   

2 2 2 2

3 3 2

αβγ
d Α ,Ο [2α 2β 4αβ γ(α β) γ ]

α β α β γ
      

  
 

220)  
 

     2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2

1 2

1
d Α ,G [5α βγ 4β γ 2α β γ β γ βγ β γ ]

9 β γ
        


 

221)  
 

     2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2

2 2

1
d Α ,G [5β γα 4γ α 2β γ α γ α γα γ α ]

9 γ α
        


 

222)  
 

     2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2

3 2

1
d Α ,G [5γ αβ 4α β 2γ α β α β αβ α β ]

9 α β
        


 

 223)  
   

 2 4 2

1 2 2

βγ
d Α , Η [α 6α βγ 2αβγ β γ

β γ α β γ
     

  
 

            3 3 3 2 2 22α β γ 2α β γ α β γ ]       

224)  
   

 2 4 2

2 2 2

γα
d Α , Η [β 6β γα 2βγα γ α

γ α α β γ
     

  
 

            3 3 3 2 2 22β γ α 2β γ α β γ α ]       

225)  
   

 2 4 2

3 2 2

αβ
d Α , Η [γ 6γ αβ 2γαβ α β

α β α β γ
     

  
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            3 3 3 2 2 22γ α β 2γ α β γ α β ]       

226)  
 

2
2 2

1 2

α βγ
d Α ,Κ R

β γ
  


 

227)  
 

2
2 2

2 2

β γα
d Α ,Κ R

γ α
  


 

228)  
 

2
2 2

3 2

γ αβ
d Α ,Κ R

α β
  


 

229)  
 

2
2 2 2 2

1 2

α βγ
d Α ,Ζ 4R β γ βγ

β γ
     


 

230)  
 

2
2 2 2 2

2 2

β γα
d Α ,Ζ 4R γ α γα

γ α
     


 

231)  
 

2
2 2 2 2

3 2

γ αβ
d Α ,Ζ 4R α β αβ

α β
     


 

232)    
 

 

22
22 2

1 9 2

α β γ1
d Α ,Ο R β γ

4 β γ

 
     

  

 

233)    
 

 

22
22 2

2 9 2

β γ α1
d Α ,Ο R γ α

4 γ α

 
     

  

 

234)    
 

 

22
22 2

3 9 2

γ α β1
d Α ,Ο R α β

4 α β

 
     

  

 

 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Ζ ,Ζ ,Ζ  από ηα ππόινηπα ζεκεία 

235)   2 2 2

1 2

γ
d Ζ ,Ζ α β γ

2αβ
    

236)   2 2 2

1 3

β
d Ζ ,Ζ α γ β

2αγ
    

237)   2 2 2

2 3

α
d Ζ ,Ζ β γ α

2βγ
    
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238)  
 

1 1

β γ β γ α
d Ζ , Ε

2α

  
  

239)  2 4 2 3 2 2 3 4 5 4

1 2 2

1
d Ζ , Ε [α β α β α βγ 2α βγ α γ α β γ

4α β
         

       4 5 4 2 3 3 2 2 3 2 2αβ γ αγ 2α γ 2α γ 2β γ 2αβ γ ]        

240)  2 4 2 3 2 2 3 4 5 4

1 3 2

1
d Ζ , Ε [α γ α γ α γβ 2α γβ α β α γ β

4α γ
         

       4 5 4 2 3 3 2 2 3 2 2αγ β αβ 2α β 2α β 2γ β 2αγ β ]        

241)  2 4 2 3 2 2 3 4 5 4

2 1 2

1
d Ζ , Ε [β α β α β γ α 2β αγ β γ β α γ

4β α
         

       4 5 4 2 3 3 2 2 3 2 2βα γ βγ 2β γ 2β γ 2α γ 2βγ α ]        

242)  
 

2 2

α γ γ α β
d Ζ , Ε

2β

  
  

243)  2 4 2 3 2 2 3 4 5 4

2 3 2

1
d Ζ , Ε [β γ β γ β α γ 2β γα β α β γ α

4β γ
         

       4 5 4 2 3 3 2 2 3 2 2βγ α βα 2β α 2β α 2γ α 2βα γ ]        

244)  2 4 2 3 2 2 3 4 5 4

3 1 2

1
d Ζ , Ε [γ α γ α γ β α 2γ αβ γ β γ α β

4γ α
         

       4 5 4 2 3 3 2 2 3 2 2γα β γβ 2γ β 2γ β 2α β 2γβ α ]        

245)  2 4 2 3 2 2 3 4 5 4

3 2 2

1
d Ζ , Ε [γ β γ β γ α β 2γ βα γ α γ β α

4γ β
         

       
4 5 4 2 3 3 2 2 3 2 2γβ α γα 2γ α 2γ α 2β α 2γα β ]        

246)  
 

3 3

β α α β γ
d Ζ , Ε

2γ

  
  

247)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

1 1 24

1
d Ζ ,Ο [6α β γ 2α βγ 4α β γ α α β γ

4α β γ α
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23α β γ 2α βγ β γ 3α β γ α β γ β γ ]          
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248)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

1 2 24

1
d Ζ ,Ο [6α β γ 2α βγ 4α β γ α α β γ

4α γ α β
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23α β γ 2α βγ β γ 3α β γ α β γ β γ ]         

249)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

1 3 24

1
d Ζ ,Ο [6α β γ 2α βγ 4α β γ α α β γ

4α α β γ
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23α β γ 2α βγ β γ 3α β γ α β γ β γ ]         

250)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

2 1 24

1
d Ζ ,Ο [6β γ α 2β γα 4β γ α β β γ α

4β γ α β
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23β γ α 2β γα γ α 3β γ α α β γ γ α ]         

251)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

2 2 24

1
d Ζ ,Ο [6β γ α 2β γα 4β γ α β β γ α

4β γ α β
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23β γ α 2β γα γ α 3β γ α α β γ γ α ]         

252)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

2 3 24

1
d Ζ ,Ο [6β γ α 2β γα 4β γ α β β γ α

4β α β γ
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23β γ α 2β γα γ α 3β γ α α β γ γ α ]         

253)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

3 1 24

1
d Ζ ,Ο [6γ α β 2γ αβ 4γ α β γ γ α β

4γ β γ α
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23γ α β 2γ αβ α β 3γ α β α β γ α β ]         

254)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

3 2 24

1
d Ζ ,Ο [6γ α β 2γ αβ 4γ α β γ γ α β

4γ α β γ
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23γ α β 2γ αβ α β 3γ α β α β γ α β ]         

255)  
 

 2 4 2 2 6 2 3 3 8 2 6 6

3 3 24

1
d Ζ ,Ο [6γ α β 2γ αβ 4γ α β γ γ α β

4γ α β γ
      

 
 

              4 4 4 2 4 4 6 2 2 2 2 2 2 23γ α β 2γ αβ α β 3γ α β α β γ α β ]         
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256)      2 2 2 2 4 4 2 2 4

1 2

1
d Ζ ,G 2α β γ 3 β γ 6β γ α

36α
      
 

 

257)      2 2 2 2 4 4 2 2 4

2 2

1
d Ζ ,G 2β γ α 3 γ α 6γ α β

36β
      
 

 

258)      2 2 2 2 4 4 2 2 4

3 2

1
d Ζ ,G 2γ α β 3 α β 6α β γ

36γ
      
 

 

259)  
 

 2 4 2 2 6 8 2 3 3 6 2 2

1 24

1
d Ζ , Η [6α β γ 2α βγ α 4α β γ 3α β γ

4α α β γ
      

 
 

              2 2 2 2 2 2 6 6 4 4 4 2 4 4α β γ β γ α β γ 3α β γ 2α βγ β γ ]         

260)  
 

 2 4 2 2 6 8 2 3 3 6 2 2

2 24

1
d Ζ , Η [6β γ α 2β γα β 4β γ α 3β γ α

4β α β γ
      

 
 

              2 2 2 2 2 2 6 6 4 4 4 2 4 4α β γ γ α β γ α 3β γ α 2β γα γ α ]         

261)  
 

 2 4 2 2 6 8 2 3 3 6 2 2

3 24

1
d Ζ , Η [6γ α β 2γ αβ γ 4γ α β 3γ α β

4γ α β γ
      

 
 

              2 2 2 2 2 2 6 6 4 4 4 2 4 4α β γ α β γ α β 3γ α β 2γ αβ α β ]         

262)  
  2 2 2 2 2 2

2 2

1 2

α β γ α γ β
d Ζ ,Κ R

4α

   
   

263)  
  2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

β γ α α β γ
d Ζ ,Κ R

4β

   
   

264)  
  2 2 2 2 2 2

2 2

3 2

β γ α α γ β
d Ζ ,Κ R

4γ

   
   

265)   2 2 2 2 2 2

1 2

R
d Ζ ,Ζ α β γ α γ β

2α βγ
      

266)   2 2 2 2 2 2

2 2

R
d Ζ ,Ζ β γ α α β γ

2β γα
      

267)   2 2 2 2 2 2

3 2

R
d Ζ ,Ζ γ β α α γ β

2γ αβ
      
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268)  1 9

R
d Ζ ,Ο

2
  

269)  2 9

R
d Ζ ,Ο

2
  

270)  3 9

R
d Ζ ,Ο

2
  

 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Ε ,Ε ,Ε  από ηα ππόινηπα ζεκεία 

271)      
22

1 2

4
d Ε , Ε η α η β η γ

αβ
     

272)      
22

1 3

4
d Ε , Ε η α η γ η β

αγ
     

273)      
22

2 3

4
d Ε , Ε η β η γ η α

βγ
     

274)  
 

   2 4 2 2 2 4 4

1 1 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 3α β γ

4α β γ α
    

 
 

          3 3 3 3 2 2 2 6 48α βγ β γ 8α β γ 6α β γ α 8α βγ]        

275)  
 

2 2 2 2 2 3 3 2

1 2 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 8α β γ 8α β γ

4α γ α β
   

 
 

       3 3 4 2 2 4 2 4 4 2 68α β 2α γ α γ 3α β 6α β α ]       

276)  
 

2 2 2 2 2 3 3 2

1 3 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 8α γ β 8α γ β

4α α β γ
   

 
 

       
3 3 4 2 2 4 2 4 4 2 68α γ 2α β α β 3α γ 6α γ α ]       

277)  
 

2 2 2 2 2 3 3 2

2 1 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 8β α γ 8β α γ

4β β γ α
   

 
 

       
3 3 4 2 2 4 2 4 4 2 68α β 2β γ β γ 3β α 6β α β ]       

278)  
 

   2 4 2 2 2 4 4

2 2 22

1
d Ε ,Ο [6β γ α 3β γ α

4β γ α β
    

 
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          3 3 3 3 2 2 2 6 48β γα γ α 8β γ α 6β γ α β 8β γα]        

279)  
 

2 2 2 2 2 3 3 2

2 3 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 8β γ α 8β γ α

4β α β γ
   

 
 

       3 3 4 2 2 4 2 4 4 2 68β γ 2β α β α 3β γ 6β γ β ]       

280)  
 

2 2 2 2 2 3 3 2

3 1 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 8γ α β 8γ α β

4γ β γ α
   

 
 

       3 3 4 2 2 4 2 4 4 2 68γ α 2γ β γ β 3γ α 6γ α γ ]       

281)  
 

2 2 2 2 2 3 3 2

3 2 22

1
d Ε ,Ο [6α β γ 8γ β α 8γ β α

4γ γ α β
   

 
 

       3 3 4 2 2 4 2 4 4 2 68β γ 2γ α γ α 3γ β 6γ β γ ]       

282)  
 

   2 4 2 2 2 4 4

3 3 22

1
d Ε ,Ο [6γ α β 3γ α β

4γ α β γ
    

 
 

          3 3 3 3 2 2 2 6 48γ αβ α β 8γ α β 6γ α β γ 8γ αβ]        

283)        2 2 2 2 3 3 2 4

1 2

1
d Ε ,G [11α β γ 6αβγ β γ 6α β γ 18α βγ α ]

36α
         

284)        2 2 2 2 3 3 2 4

2 2

1
d Ε ,G [11β γ α 6αβγ γ α 6β γ α 18β γα β ]

36β
         

285)        2 2 2 2 3 3 2 4

3 2

1
d Ε ,G [11γ α β 6αβγ α β 6γ α β 18γ αβ γ ]

36γ
         

286) 1

Δ
d(Z , I)

η
  

287)  2

Δ
d Ε , Η

η
  

288)  3

Δ
d Ε , Η

η
  

289)     2 2

1d Ε ,Κ R η β η γ     

290)     2 2

2d Ε ,Κ R η γ η α     
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291)     2 2

3d Ε ,Κ R η α η β     

292)  
2

2 2 2 2 2

1

1 1 (β γ)(β γ)
d Ε ,Ζ 4R (α β γ ) βγ

4 2 2α

 
       

293)  
2

2 2 2 2 2

2

1 1 (γ α)(γ α)
d Ε ,Ζ 4R (α β γ ) γα

4 2 2β

 
       

294)  
2

2 2 2 2 2

3

1 1 (α β)(α β)
d Ε ,Ζ 4R (α β γ ) αβ

4 2 2γ

 
       

295)  
   

22
2

1 9

β γ β γ αR
d Ε ,Ο

4 4α

  
   

296)  
   

22
2

2 9

γ α γ α βR
d Ε ,Ο

4 4β

  
   

297)  
   

22
2

3 9

α β α β γR
d Ε ,Ο

4 4γ

  
   

 

Απνζηάζεηο ησλ 
1 2 3

Ο ,Ο ,Ο  από ηα ππόινηπα ζεκεία 

298)  
  1 2

αβ
d Ο ,Ο γ

η α η β


 
 

299)  
  1 3

αγ
d Ο ,Ο β

η α η γ


 
 

300)  
  2 3

βγ
d Ο ,Ο α

η β η γ


 
 

301)  
 

   2 2 2 2 2 2 4 4

1 2

1
d Ο ,G [4α β γ 4β γ β γ

9 β γ α
     

 
 

              3 3 2 2 3 2 45αβγ β γ α β γ βγ β γ α β γ 5α βγ α ]           

302)  
 

   2 2 2 2 2 2 4 4

2 2

1
d Ο ,G [4β γ α 4γ α γ α

9 γ α β
     

 
 

              3 3 2 2 3 2 45αβγ γ α β γ α γα γ α β γ α 5β γα β ]            
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303)  
 

   2 2 2 2 2 2 4 4

3 2

1
d Ο ,G [4γ α β 4α β α β

9 α β γ
     

 
 

              3 3 2 2 3 2 45αβγ α β γ α β αβ α β γ α β 5γ αβ γ ]           

304)  
 1

βγ
d Ο , Η α

η η α



 

305)  
 2

γα
d Ο , Η β

η η β



 

306)  
 3

αβ
d Ο , Η γ

η η γ



 

307)  2 2

1

αβγ
d Ο ,Κ R

β γ α
 

 
 

308)  2 2

2

αβγ
d Ο ,Κ R

γ α β
 

 
 

309)  2 2

3

αβγ
d Ο ,Κ R

α β γ
 

 
 

310)  
 

   2 2 2 2

1 2

1
d Ο ,Ζ 4R [αβγ β γ βγ β γ

β γ α
     

 
 

            4 4 3 3 3 4 2β γ α β γ α β γ α α βγ]         

311)  
 

   2 2 2 2

2 2

1
d Ο ,Ζ 4R [αβγ γ α γα γ α

γ α β
     

 
 

            4 4 3 3 3 4 2γ α β γ α β γ α β β γα]         

312)  
 

   2 2 2 2

3 2

1
d Ο ,Ζ 4R [αβγ α β αβ α β

α β γ
     

 
 

            4 4 3 3 3 4 2α β γ α β γ α β γ γ αβ]         

313)  
 

   
2

2 2 2 2

1 9 2

R 1
d Ο ,Ο [2α β γ 2αβγ β γ

4 4 γ β α
     

 
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        4 4 2 2 4 2β γ 2β γ α 2α βγ]      

314)  
 

   
2

2 2 2 2

2 9 2

R 1
d Ο ,Ο [2β γ α 2αβγ γ α

4 4 α γ β
     

 
 

        4 4 2 2 4 2γ α 2γ α β 2β γα]      

315)  
 

   
2

2 2 2 2

3 9 2

R 1
d Ο ,Ο [2γ α β 2αβγ α β

4 4 β α γ
     

 
 

        4 4 2 2 4 2α β 2α β γ 2γ αβ]      

 

Απνζηάζεηο ηνπ G από ηα ππόινηπα ζεκεία 

316)  
 

   2 3 3 31
d G, Η [α β γ 2 β γ α γ α β α β γ 5αβγ]

9 α β γ
          

 
 

317)    2 2 2 2 21
d G,Κ R α β γ

9
     

318)    2 2 2 2 24
d G,Ζ 4R α β γ

9
     

319)    
2

2 2 2 2

9

R 1
d G,Ο α β γ

4 36
     

 

Απνζηάζεηο ηνπ  Η από ηα ππόινηπα ζεκεία 

320)  2 2 αβγ
d Η,Κ R

α β γ
 

 
 

321)  
3 3 3

2 2 α β γ αβγ
d Η,Ζ 4R

α β γ

  
 

 
 

322)  
 

   
2

2

9

R 1
d Η,Ο β γ α γ α β α β γ 2αβγ

4 4 α β γ
           

  

 

Απνζηάζεηο ηνπ Κ από ηα ππόινηπα ζεκεία 
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323)    2 2 2 2 2d Κ,Ζ 9R α β γ     

324)    2 2 2 2 2

9

9 1
d Κ,Ο R α β γ

4 4
     

 

Απόζηαζε ηνπ H από ην 
9

Ο  

325)    2 2 2 2 2

9

9 1
d Ζ,Ο R α β γ

4 4
     

 

 

Αληζόηεηεο ζηα ηξίγσλα 
 

Με ηελ βνήζεηα ησλ απνζηάζεσλ ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζεκείσλ κπνξνύλ λα 

απνδεηρζνύλ άκεζα πνιιέο αληζόηεηεο κεηαμύ ησλ πιεπξώλ ηξηγώλνπ. Πνιιέο από 

απηέο είλαη δύζθνιν λα απνδεηρζνύλ κε άιιεο κεζόδνπο. 

Γίλνπκε ηα ζρεηηθά παξαδείγκαηα 

 

 

1) Απόζηαζε Νν 40 

2 2 2 3 3 3

1 1

1
d (A ,Z ) 3α(β γ ) 2βγ(β γ) 2(β γ ) α 2αβγ 0

4α
           

2 2 3 3 33α(β γ ) 2βγ(β γ) 2(β γ ) α 2αβγ        

 

 

2) Απόζηαζε Νν 70α 

2 2 2 2 2

1 9

1
d (A ,0 ) (R β γ α ) 0

4
       

2 2 2 2
α R β γ    

 

 

3) Απόζηαζε Νν 70β 

2

1 9d (A ,0 )  6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 6 4 2 2 4

2

1
α 3(β γ )α 3(β γ β γ )α β γ β γ β γ 0

64E
            

6 4 4 2 2 2 2 2 2 2 6 6 2 2 4α 3(β γ β γ )α β γ (β γ ) β γ 3(β γ )α          

 

 

4) Απόζηαζε Νν 104 

       2 2 2 3

1 2

1
d (Μ , Ε ) αβ α β αγ α γ γ β γ 2βγ γ α α 0

4β
           
   

 

       2 2 3
αβ α β αγ α γ γ β γ 2βγ α γ α         
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5) Απόζηαζε Νν 292 

 
2

2 2 2 2 2

1

1 1 (β γ)(β γ)
d Ε ,Ζ 4R (α β γ ) βγ

4 2 2α

 
        

2 2 2 2 22
16R α β γ 2βγ (β γ)(β γ)

α
        

 

6) Απόζηαζε Νν 295 

 
   

22
2

1 9

β γ β γ αR
d Ε ,Ο 0

4 4α

  
   

   
2

2
β γ β γ α

R
α

  
  

 

7) Απόζηαζε Νν 316 

 
 

   2 3 3 31
d G, Η [α β γ 2 β γ α γ α β α β γ 5αβγ] 0

9 α β γ
            

 
 

   3 3 3
α β γ 2 β γ α γ α β α β γ 5αβγ           

Σν ίζνλ ηζρύεη όηαλ α β γ   

 

 

8) Απόζηαζε Νν 317 

   2 2 2 2 21
d G,Κ R α β γ 0

9
       

2 2 2 2α β γ 9R     

Σν ίζνλ ηζρύεη όηαλ α β γ   

 

 

9) Απόζηαζε Νν 320 

 2 2 αβγ
d Η,Κ R 0

α β γ
   

 

2 αβγ
R

α β γ


 
 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε κπνξεί λα γξαθεί ηζνδύλακα:  

2 24RE 4Rηξ
R R

2η 2η
    R 2ξ  

Σν ίζνλ ηζρύεη όηαλ Η Κ ,  όηαλ δει. ην ηξίγσλν είλαη ηζόπιεπξν. 

 

 

10) Απόζηαζε Νν 321 

 
3 3 3

2 2 α β γ αβγ
d Η,Ζ 4R 0

α β γ

  
   

 

3 3 3

2 α β γ αβγ
4R

α β γ

  


 
 

Σν ίζνλ ηζρύεη όηαλ Η Ζ , όηαλ δει. ην ηξίγσλν είλαη ηζόπιεπξν 

 

 

11) Απόζηαζε ησλ ζεκείσλ Σ θαη Ρ,  

όπνπ 1 1 2 2Σ Α Μ Α Α   θαη 2 2 1 1Ρ Α Μ Α Α   

Βξήθακε ζηε ζει. 46 όηη ε απόζηαζε ησλ ζεκείσλ απηώλ είλαη 
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2 2 2 2γ α β γ γ γ
d (T,Ρ) ( )x ( )y ( )z 0

β 2γ α 2γ β 2γ α 2γ β 2γ α 2γ
       

     
 

2 2 2γ α β γ γ γ
( )x ( )y ( )z 0
β 2γ α 2γ β 2γ α 2γ β 2γ α 2γ

     
     

 

Όπνπ 2 2 2 21
x (β γ α )

2
   , 2 2 2 21

y (γ α β )
2

   ,  2 2 2 21
z (α β γ )

2
    
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΢ει. 77 

 

 

 

 

 

ΜΔΡΟ΢ 2
ν 

 

 

 

ΔΜΒΑΓΑ ΣΡΗΓΧΝΧΝ ΠΟΤ ΔΥΟΤΝ ΚΟΡΤΦΔ΢ 

ΥΑΡΑΚΣΖΡΗ΢ΣΗΚΑ ΢ΖΜΔΗΑ ΣΡΗΓΧΝΟΤ 

 

 
Ζ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ελόο ηέηνηνπ ηξηγώλνπ είλαη πάληνηε δπλαηή, αθνύ όπσο 

δείμακε σο ηώξα, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηηο πιεπξέο ηνπ θαη θαηόπηλ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν    Δ η η α η β η γ     

Δπεηδή όκσο κε ηνλ ηξόπν απηό απαηηνύληαη επίκνλεο πξάμεηο δελ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ παξαπάλσ ηύπν αιιά ηα ζεσξήκαηα πνπ αθνινπζνύλ. 

 

 

1
ν
 Θεώξεκα 

Σν εκβαδό ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

  1 2 2 3 11 2 3 3

1
S Α Α Α ΟΑ xΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ xΟΑ

2
    

όπνπ Ο ηπραία δηαλπζκαηηθή αξρή. 

 

Απόδεημε 

Δίλαη:      2 1 3 11 2 3 1 12 3

1 1
S Α Α Α Α Α x Α Α ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ

2 2
     θαη κεηά ηηο 

πξάμεηο 

  1 2 2 3 3 11 2 3

1
S Α Α Α ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ ΟΑ x ΟΑ

2
    

 

 

2
ν
 Θεώξεκα  

Αλ ηα δηαλύζκαηα ζέζεσο ησλ ζεκείσλ Ρ, ΢, Σ ηνπ επηπέδνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  σο 

πξνο ηπραία αξρή δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

1 2 31 2 3
ΟΡ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    

1 2 31 2 3
Ο΢ κ ΟΑ κ ΟΑ κ ΟΑ    

1 2 31 2 3
ΟΣ λ ΟΑ λ ΟΑ λ ΟΑ    
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ηόηε ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ Ρ΢Σ δίλεηαη από ηνπο ηύπνπο 

  2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

ι κ ι κ ι κ ι κι κ ι κ
S Ρ, ΢,Σ Δ Δ Δ

κ λ κ λ κ λ κ λκ λ κ λ

 
    

  
    

 

 ή ην ίδην  

  1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 2 3 3 3 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

S Ρ, ΢,Σ ι κ λ Δ ι κ λ Δ ι κ λ Δ

ι κ λ ι κ λ ι κ λ

 

    

όπνπ Δ ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  θαη ηα ζύκβνια 
α β

γ δ



 θαη 

α β γ

θ ι κ

x y z



 

παξηζηάλνπλ ηηο απόιπηεο ηηκέο ησλ νξηδνπζώλ. 

Απόδεημε 
Δίλαη: 

1 2 31 1 2 2 3 3΢Ρ ΟΡ Ο΢ (ι κ )ΟΑ (ι κ )ΟΑ (ι κ )ΟΑ         

1 2 31 1 2 2 3 3Σ΢ Ο΢ ΟΣ (κ λ )ΟΑ (κ λ )ΟΑ (κ λ )ΟΑ         

Καη αλ σο αξρή πάξνπκε ην ζεκείν 3Α , δειαδή 3Ο Α , ηόηε 

1 1 3 2 2 31 2
΢Ρ (ι κ )Α Α (ι κ )Α Α     

1 1 3 2 2 31 2
Σ΢ (κ λ )Α Α (κ λ )Α Α     

Δπνκέλσο ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ Ρ΢Σ είλαη 

1
S(Ρ,΢,Σ) ΢Ρ x Σ΢

2
  1 1 2 2 2 2 1 1 3 31 2

1
(ι κ )(κ λ ) (ι κ )(κ λ ) Α Α x Α Α

2
      

1 1 2 2

1 1 2 2

ι κ ι κ
Δ

κ λ κ λ


 

 
  

Όκνηα απνδεηθλύνληαη θαη νη άιινη ηύπνη. 

 

Δπίζεο είλαη: 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 3

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1
ι κ κ λ

ι κ λ ι κ κ λ ι
ι κ κ λ

ι κ λ ι κ κ λ κ

 
 

   
 

 

 θ.ι.π 

Από ην ζεώξεκα απηό πξνθύπηεη άκεζα ην παξαθάησ 

 

 

3
ν
 Θεώξεκα 

Αλ ηα ζεκεία Ρ, ΢, Σ βξίζθνληαη ζην επίπεδν ηνπ ηξηγώλνπ
1 2 3

Α Α Α θαη γηα ηπραία 

αξρή Ο είλαη: 

 

1 2 31 2 3
ΟΡ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    
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΢ει. 79 

 

1 2 31 2 3
Ο΢ κ ΟΑ κ ΟΑ κ ΟΑ    

 

1 2 31 2 3
ΟΣ λ ΟΑ λ ΟΑ λ ΟΑ    

ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε ώζηε ηα ζεκεία Ρ, ΢, Σ λα είλαη ζπλεπζεηαθά, είλαη 

κηα από ηηο νξίδνπζεο 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

ι κ λ

ι κ λ

    ,   
2 2 2

3 3 3

1 1 1

ι κ λ

ι κ λ

   ,    
3 3 3

1 1 1

1 1 1

ι κ λ

ι κ λ

 

λα είλαη ίζε κε 0. 

 

Απόδεημε 

Γηα λα είλαη ηα ζεκεία Ρ, ΢, Σ ζπλεπζεηαθά πξέπεη θαη αξθεί ην εκβαδόλ S(Ρ,΢,Σ) 0  

θαη ην ζεώξεκα απνδείρζεθε. 

 

4
ν
 Θεώξεκα 

Αλ ηα ζεκεία Λ, Μ, Ν βξίζθνληαη αληίζηνηρα ζηηο πιεπξέο 
2 3

Α Α , 
3 1

Α Α  θαη 
1 2

Α Α  

ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  θαη ηζρύεη 
2

3

ΛΑ
ι

ΛΑ
  , 

3

1

ΜΑ
κ

ΜΑ
 , 

1

2

ΝΑ
λ

ΝΑ
 , ηόηε ην εκβαδόλ ηνπ 

ηξηγώλνπ ΛΜΝ δίλεηαη από ηε ζρέζε 

     
ικλ 1

S(Λ,Μ,Ν) Δ
ι 1 κ 1 λ 1




  
 

Απόδεημε 

Δπεηδή  
2

3

ΛΑ
ι

ΛΑ
 γηα ηπραία αξρή Ο ζα είλαη 

2 3ΟΑ ιΟΑ
ΟΛ

1 ι





 

Όκνηα: 
3 1ΟΑ κΟΑ

ΟΜ
1 κ





  θαη  

1 2ΟΑ λΟΑ
ΟΝ

1 λ





 ή 

1 2 3

1 ι
ΟΛ 0 ΟΑ ΟΑ ΟΑ

1 ι 1 ι


   

 
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1 2 3

κ 1
ΟΜ ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ

1 κ 1 κ


   

 
 

1 2 3

1 λ
ΟΝ ΟΑ ΟΑ 0 ΟΑ

1 λ 1 λ


   

 
 

θαη εθαξκόδνληαο ην 2
ν
 ζεώξεκα βξίζθνπκε: 

2 2 3 3

2 2 3 3

ι κ ι κ
S(Λ,Μ, Ν) Δ

κ λ κ λ


 


 

 όπνπ 

2

1
ι

1 ι



   ,  2κ 0    , 

2

λ
λ

1 λ
 


 

3

ι
ι

1 ι
 


   , 3

1
κ

1 κ



   , 3λ 0       άξα 

1 ι 1

1 ι 1 ι 1 κ
S(Λ,Μ, Ν) Δ

λ 1

1 λ 1 κ



 
  



 

 

θαη αλαπηύζζνληαο ηελ νξίδνπζα βξίζθνπκε 

   
ικλ 1

S(Λ,Μ, Ν) Δ
ι 1 κ 1 λ 1




  
 

 

 

5
ν
 Θεώξεκα 

Έζησ ηα ζεκεία Λ, Μ, Ν πνπ βξίζθνληαη ζηηο πιεπξέο 
2 3

Α Α , 
3 1

Α Α  θαη 
1 2

Α Α  

αληίζηνηρα ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  ηέηνηα,  

ώζηε 
2

3

ΛΑ
ι

ΛΑ
 , 

3

1

ΜΑ
κ

ΜΑ
 , 

1

2

ΝΑ
λ

ΝΑ
  

Ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε ώζηε ηα ζεκεία Λ, Μ, Ν λα είλαη ζπλεπζεηαθά είλαη 

ικλ 1  

Ζ απόδεημε πξνθύπηεη από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα όηαλ S(Λ,Μ, Ν) 0  

 

 

6
ν
 Θεώξεκα 

Έζησ ηξίγσλν 
1 2 3

Α Α Α  θαη ηα ζεκεία Α , Β , Γ , Γ , Δ , Ε ηνπ επηπέδνπ ηνπ, 

Μ ΑΒ ΓΓ , Ν ΓΓ ΔΕ , Ρ ΔΕ ΑΒ   
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΢ει. 81 

θαη 1 2 31 2 3
ΟΑ α ΟΑ α ΟΑ α ΟΑ    

 1 2 31 2 3
ΟΒ β ΟΑ β ΟΑ β ΟΑ    

 1 2 31 2 3
ΟΓ γ ΟΑ γ ΟΑ γ ΟΑ    

 1 2 31 2 3
ΟΓ δ ΟΑ δ ΟΑ δ ΟΑ    

 1 2 31 2 3
ΟΔ ε ΟΑ ε ΟΑ ε ΟΑ    

 1 2 31 2 3
ΟΕ δ ΟΑ δ ΟΑ δ ΟΑ    

Σόηε ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ ΜΝΡ δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

S(Μ,Ν,Ρ)   

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1

1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 11 2 3

2 2 2 3 3 2 2 2 2 3 3 2

2 2 2 3 3 2 2 2 2

β α β α δ γ δ γ δ ε δ ε

δ γ δ γ δ ε δ ε β α β α

β α α β α β δ γ γ δ γ δ δ ε ε δ ε δ1

δ γ γ δ γ δ δ ε ε δ ε δ β α α β α βΓ Γ Γ

β α α β α β δ γ γ δ γ δ

δ γ γ δ γ δ δ ε ε

     

     

     

     

   

  

2 2 2 3 3 2

3 3 2 2 2 2 3 3 2

Δ

δ ε ε δ ε δ

δ ε δ β α α β α β



 

  

 

όπνπ 
2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

1

2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

β α β α β α β αβ α β α
Γ

δ γ δ γ δ γ δ γδ γ δ γ

    
  

    
 

 
2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

2

2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

δ γ δ γ δ γ δ γδ γ δ γ
Γ

δ ε δ ε δ ε δ εδ ε δ ε

    
  

    
 

 
2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

3

2 2 3 3 3 3 1 11 1 2 2

δ ε δ ε δ ε δ εδ ε δ ε
Γ

β α β α β α β αβ α β α

    
  

    
 

όπνπ βέβαηα ππνηίζεηαη όηη 
1 2 3

Γ Γ Γ 0    δειαδή νη επζείεο ΑΒ, ΓΓ, ΔΕ ηέκλνληαη 

αλά δύν. 

 

Απόδεημε 

Δίλαη γλσζηό όηη 

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1
1 2 3

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 11

β α α β α β β α α β α ββ α α β α β1
ΟΜ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

δ γ γ δ γ δ δ γ γ δ γ δδ γ γ δ γ δΓ

    
  

    

 
 
 
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2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1
1 2 3

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 12

δ γ γ δ γ δ δ γ γ δ γ δδ γ γ δ γ δ1
ΟΝ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

δ ε ε δ ε δ δ ε ε δ ε δδ ε ε δ ε δΓ

    
  

    

 
 
 

 

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 1
1 2 3

2 2 2 3 3 2 3 3 3 1 1 31 1 1 2 2 13

δ ε ε δ ε δ δ ε ε δ ε δδ ε ε δ ε δ1
ΟΡ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β α α β α β β α α β α ββ α α β α βΓ

    
  

    

 
 
 

 

επνκέλσο ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ ΜΝΡ (2
ν
 ζεώξεκα) δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

S(Μ, Ν,Ρ) ι κ λ Δ

ι κ λ



  

Όπνπ ηα 1 1 1 2 2 2ι , κ , λ , ι , κ , λ  αλαθέξνληαη ζηα ζεκεία Μ, Ν, Ρ. Αληηθαζηζηώληαο απηά 

κε ηα ίζα ηνπο θαη βγάδνληαο από ηελ 1
ε
 ζηήιε θνηλό παξάγνληα ην 

1

1

Γ
, από ηελ 

δεύηεξε ην 
2

1

Γ
 θαη από ηελ ηξίηε ην 

3

1

Γ
βξίζθνπκε ηνλ δεηνύκελν ηύπν. 

Παξαηήξεζε: 

Ζ απ’ επζείαο εθαξκνγή ηνπ ηύπνπ είλαη δύζθνιε. Δίλαη πξνηηκόηεξν λα βξίζθνληαη 

ρσξηζηά ηα ζεκεία ηνκήο ησλ επζεηώλ αλά δύν θαη θαηόπηλ λα εθαξκόδεηαη ν ηύπνο 

1 1 2 2

1 1 2 2

ι κ ι κ
S Δ

κ λ κ λ


 


 

 

 

 

Παξαδείγκαηα 

1.  1 2 3

Δ
S Μ ,Μ ,Μ

4
  

Πξάγκαηη, 1 2

1 3

Μ Α
ι 1

Μ Α
   , 2 3

2 1

Μ Α
κ 1

Μ Α
   ,  3 1

3 2

Μ Α
λ 1

Μ Α
    

επνκέλσο ζύκθσλα κε ην 4
ν
 ζεώξεκα ζα είλαη   

 
   

1 2 3

ικλ 1 Δ
S Μ ,Μ ,Μ Δ

ι 1 κ 1 λ 1 4


 

  
 

 

2.  
     1 2 3

2αβγ
S Α , Α , Α Δ

α β β γ γ α
   

  
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΢ει. 83 

 

Απόδεημε 

Δίλαη 1 2

1 3

Α Α γ

βΑ Α


 


,  2 3

2 1

Α Α α

γΑ Α


 


,  3 1

3 2

Α Α β

αΑ Α


 


 

επνκέλσο  ζύκθσλα κε ην 4
ν
 ζεώξεκα ζα είλαη 

 
   1 2 3

1 1 2αβγ
S Α ,Α ,Α Δ Δ

α β β γ γ αγ α β
1 1 1

β γ α

 
    

     
        

   

 

 

 

3.  1 2 3
S Α ,Α ,Α 0     

Πξάγκαηη, είλαη 1 2

1 3

Α Α γ

βΑ Α





,  2 3

2 1

Α Α α

γΑ Α





,  3 1

3 2

Α Α β

αΑ Α





 

επνκέλσο ικλ 1  θαη ζύκθσλα κε ην 4
ν
 ζεώξεκα ζα είλαη  1 2 3S Α ,Α ,Α 0     

Απηό ζεκαίλεη όηη ηα ζεκεία 1 2Α ,Α ,Α    είλαη ζπλεπζεηαθά. 

 

 

4.  
     

1 2 3

2 η α η β η γ
S Ε ,Ε ,Ε Δ

αβγ

  
  

Πξάγκαηη, 1 2

1 3

Ε Α η β

η γΕ Α


 


,   2 3

2 1

Ε Α η γ

η αΕ Α


 


,   3 1

3 2

Ε Α η α

η βΕ Α


 


 

άξα   

 1 2 3

1 1
S Ε , Ε , Ε Δ

η β η γ η α
1 1 1

η γ η α η β

 
 
      
         

      

   2 η α η β η γ
Δ

αβγ

  
 

 

 

5.  
     1 2 3

αβγ
S Ο ,Ο ,Ο Δ

2 η α η β η γ


  
 

 

Απόδεημε 

Γηα ηπραία αξρή Ο είλαη: 

 

2 3 1
1 1 2 3

βΟΑ γΟΑ αΟΑ α β γ
ΟΟ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β γ α β γ α β γ α β γ α

  
   

       
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3 1 2
2 1 2 3

γΟΑ αΟΑ βΟΑ α β γ
ΟΟ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

γ α β γ α β γ α β γ α β

  
   

       
 

1 2 3
3 1 2 3

αΟΑ βΟΑ γΟΑ α β γ
ΟΟ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

α β γ α β γ α β γ α β γ

  
   

       
 

Καη εθαξκόδνληαο ην 2
ν
 ζεώξεκα έρνπκε 

  2 2 3 3

1 2 3

2 2 3 3

ι κ ι κ
S Ο ,Ο ,Ο Δ

κ λ κ λ


 

 
 

  

   

β β γ γ

β γ α α γ β β γ α γ α β αβγ
Δ Δ

β β γ γ 2 η α η β η γ

α γ β α β γ γ α β α β γ



 
       


   

 
       

 

 

6.  
 

2 2

1 2 3

2αβ αγ βγ α β
S M ,Z ,A Δ

4β α β

   
 


 

 

Απόδεημε 

Δίλαη  1 2

α
d Μ ,Α

2
  ,   1 3

α
d Μ ,Α

2
   1 2

1 3

Μ Α
1 ι

Μ Α
    

  2 3d Ε ,Α η γ  ,   2 1d Ε ,Α η α    2 3

2 1

Ε Α η γ
κ

η αΕ Α


  


 

  3 1

βγ
d Α ,Α

β α
 


,   3 2

αγ
d Α ,Α

α β
  



3 1

3 2

Α Α β
λ

αΑ Α


  


 

επνκέλσο ζύκθσλα κε ην 4
ν
 ζεώξεκα ζα έρνπκε 

     

2 2

1 2 3

ικλ 1 2αβ αγ βγ α β
S(Μ , Ε ,Α ) Δ Δ

ι 1 κ 1 λ 1 4β α β

    
  

   
 

 

7.    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

α γ β β γ α β γ α γ α β

3α γ β 3β α γ 3β α γ 3γ β α
S Ρ ,Ρ ,Ρ Δ

α β γ β α γ β α γ γ α β

3α γ β 3β α γ 3β α γ 3γ β α



       
 

       


       
 

       
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Όπνπ 
1 2 3

Ρ π κ  , 
2 3 1

Ρ π κ  , 
3 1 2

Ρ π κ  , 
1 2 3

π , π , π  ηα ύςε ηνπ ηξηγώλνπ θαη 

1 2 3
κ , κ , κ  νη δηάκεζνί ηνπ από ηηο θνξπθέο 

1 2 3
Α , Α , Α  αληίζηνηρα. 

 

Απόδεημε  

Βξίζθνπκε πξώηα ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ 1 2 2 3 3Ρ Α Ζ Α Μ  . Δίλαη: 

2 1 2 3ΟΑ 0 ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ       

2 2 2 2 2 2

2 1 2 3
2 2

β α γ β γ α
ΟΖ ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ

2β 2β

   
       

3 1 2 3ΟΑ 0 ΟΑ 0 ΟΑ 1 ΟΑ       

3 1 2 3

1 1
ΟΜ ΟΑ ΟΑ 0 ΟΑ

2 2
       

θαη επνκέλσο ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ ζεκείνπ 1Ρ  είλαη: (ζεώξεκα ζει. 31) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

β α γ β α γ β γ α
ΟΡ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

3β α γ 3β α γ 3β α γ

     
     

     
  

Με θπθιηθή ελαιιαγή βξίζθνπκε 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

γ α β γ β α γ β α
ΟΡ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

3γ β α 3γ β α 3γ β α

     
     

     
2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

α γ β α β γ α γ β
ΟΡ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

3α γ β 3α γ β 3α γ β

     
     

     
 

θαη ζύκθσλα κε ην 2
ν
 ζεώξεκα ζα έρνπκε 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

β α γ γ α β β α γ γ β α

3β α γ 3γ β α 3β α γ 3γ β α
S Ρ ,Ρ ,Ρ Δ

γ α β α γ β γ β α α β γ

3γ β α 3α γ β 3γ β α 3α γ β



       
 

       


       
 

       

 

 

 

8. Αλ 
1 2 3

G ,G ,G  είλαη ηα βαξύθεληξα ησλ ηξηγώλσλ 
2 3

Α GΜ , 
3 1

Α GΜ , 
1 2

Α GΜ  λα 

απνδείμεηε όηη  1 2 3

7
S G ,G ,G Δ

36
  

 

Απόδεημε 

Γηα θάζε αξρή Ο είλαη 
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 1 2 3

1
ΟG ΟΑ ΟG ΟΜ

3
     

2 1 2 3 1 2

1 1 1 1 1 1
ΟΑ ΟΑ ΟΑ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

3 3 3 3 2 2

 
       

 
 

1 1 2 3

5 11 2
ΟG ΟΑ ΟΑ ΟΑ

18 18 18
    ,  Όκνηα, 

2 1 2 3

2 5 11
ΟG ΟΑ ΟΑ ΟΑ

18 18 18
    

3 1 2 3

11 2 5
ΟG ΟΑ ΟΑ ΟΑ

18 18 18
    

θαη ζύκθσλα κε ην 2
ν
 ζεώξεκα ζα είλαη 

  1 1 2 2

1 2 3

1 1 2 2

5 2 11 5

ι κ ι κ 718 18 18 18
S G ,G ,G Δ Δ Δ

κ λ κ λ 2 11 5 2 36

18 18 18 18



  
 

  
 

 

 

 

 

9. Να βξεζεί ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ 
1 2

GG G  όπνπ G  ην θ.β ηνπ 
1 2 3

Α Α Α , 
1

G  ην 

θ.β ηνπ 
1 2 3

Z Z Z  θαη 
2

G  ην θ.β ηνπ ηξηγώλνπ πνπ έρεη θνξπθέο ηηο ηνκέο ησλ 

επζεηώλ 
1 1 2 2

Α Μ Α Α , 
2 2 3 3

Α Μ Α Α , 
3 3 3 1 1

Ρ Α Μ Α Α   

 

Λύζε 

Δίλαη 1 2 3

1 1 1
ΟG ΟΑ ΟΑ ΟΑ

3 3 3
   ,  

 1 1 2 3

1
ΟG ΟΕ ΟΕ ΟΕ

3
     

           2 3 3 1 1 2η γ ΟΑ η β ΟΑ η α ΟΑ η γ ΟΑ η β ΟΑ η α ΟΑ1

3 α β γ

         
  

  

= 

1 2 3

1 α β γ α γ β β γ α β α γ γ α β γ β α
ΟΑ ΟΑ ΟΑ

6 β γ γ α α β

           
    

      
      
      

 

Γηα λα βξνύκε ην δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ 2G , ζέηνπκε 1 1 2 2 3Α Μ Α Α Σ  , 

2 2 3 3 1Α Μ Α Α Σ  , 3 3 1 1 2Α Μ Α Α Σ   

Σν δηάλπζκα ζέζεσο ηνπ 3Σ  βξίζθεηαη από ηα δηαλύζκαηα ζέζεσο ησλ 1 1 2 2Α ,Μ ,Α ,Α . 
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Δίλαη  1 1 2 3ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ 0 ΟΑ       

 1 1 2 3

1 1
ΟΜ 0 ΟΑ ΟΑ ΟΑ

2 2
       

 2 1 2 3ΟΑ 0 ΟΑ 1 ΟΑ 0 ΟΑ       

 1 2 32

α γ
ΟΑ ΟΑ 0 ΟΑ ΟΑ

α γ α γ
    

 
  επνκέλσο 

 
1 1 2 2

1 1 2 2

1
0 1 0

β α β α α 2γ2
Γ

αδ γ δ γ 2 α γ
0 0 1

α γ

 
  

  
  

 


 

 
1 1 1 2 2 1

1

1 1 1 2 2 1

1
0 1 0

β α α β α β α2
Γ

α αδ γ γ δ γ δ 2 α γ
0 0

α γ α γ

 
 

  
  

 
 

 

 
2 2 2 3 3 2

2

2 2 2 3 3 2

1
0 0

β α α β α β γ2
Γ

γδ γ γ δ γ δ 2 α γ
0 1 0

α γ


 

  
  

 


 

 
3 3 3 1 1 3

3

3 3 3 1 1 3

1 1
0 0

β α α β α β γ2 2
Γ

γδ γ γ δ γ δ 2 α γ
0 0 0

α γ

 
 

  
  

 


 

θαη  ν ηύπνο ηεο ηνκήο δύν επζεηώλ δίλεη 

3 1 2 3

α γ γ
ΟΣ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

α 2γ α 2γ α 2γ
  

  
 

Με θπθιηθή ελαιιαγή βξίζθνπκε 

1 1 2 3

α β α
ΟΣ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

β 2α β 2α β 2α
  

  
  

2 1 2 3

β β γ
ΟΣ ΟΑ ΟΑ ΟΑ

γ 2β γ 2β γ 2β
  

  
  

άξα  2 1 2 3

1
ΟG ΟΣ ΟΣ ΟΣ

3
     
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1 2

1 α β α β γ γ
[ ΟΑ ΟΑ

3 β 2α γ 2β α 2γ β 2α γ 2β α 2γ

   
         

        
 

  3

α γ γ
ΟΑ ]

β 2α γ 2β α 2γ

 
   

   
 

΢ύκθσλα κε ην 2
ν
 ζεώξεκα ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ 1 2GG G  είλαη 

  1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

ι κ ι κ
S G,G ,G Δ

κ λ κ λ


 


 

 όπνπ 

1

1
ι

3
 ,  

1

1 α β γ α γ β
κ

6 β γ

    
  

 
, 

2

1
ι

3
 ,  

2

1 β γ α β α γ
κ

6 γ α

    
  

 
 

1

1 α β α
λ

3 β 2α γ 2β α 2γ

 
   

   
 

2

1 β β γ
λ

3 β 2α γ 2β α 2γ

 
   

   
 

 

 

Θεώξεκα 

Αλ 
1

Δ είλαη ην εκβαδό ελόο ηξηγώλνπ πνπ έρεη θνξπθέο ηξία ραξαθηεξηζηηθά 

ζεκεία ηξηγώλνπ 
1 2 3

Α Α Α  θαη Δ ην εκβαδό ηνπ 
1 2 3

Α Α Α  ηόηε ν ιόγνο 1
Δ

Δ
 είλαη 

ξεηή παξάζηαζε ησλ πιεπξώλ ηνπ 
1 2 3

Α Α Α    

 

Απόδεημε 

Όπσο απνδείρζεθε ζηε ζει. 36  ην δηάλπζκα ζέζεσο ελόο ραξαθηεξηζηηθνύ ζεκείνπ Ρ 

ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  δίλεηαη από ζρέζε ηεο κνξθήο 1 2 31 2 3ΟΡ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    όπνπ 

νη ζπληειεζηέο 1 2 3ι ,ι ,ι είλαη ξεηέο εθθξάζεηο ησλ πιεπξώλ α, β, γ ηνπ 1 2 3Α Α Α  

Αλ ινηπόλ Ρ, ΢ Σα είλαη ηξία ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηξηγώλνπ 1 2 3Α Α Α  κε  

1 2 31 2 3ΟΡ ι ΟΑ ι ΟΑ ι ΟΑ    

1 2 31 2 3Ο΢ κ ΟΑ κ ΟΑ κ ΟΑ    

1 2 31 2 3ΟΣ λ ΟΑ λ ΟΑ λ ΟΑ    
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Σόηε ζύκθσλα κε ην 2
ν
 ζεώξεκα ζα είλαη  

  2 2 3 3

2 2 3 3

ι κ ι κ
S Ρ,΢,Σ Δ

κ λ κ λ


 


 

 ή 

2 2 3 31

2 2 3 3

ι κ ι κΔ

κ λ κ λΔ


 


 

 

θαη ην ζεώξεκα απνδείρηεθε.  
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