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Θεωρούµε ν υλικά σηµεία µαζών 1 2 νm ,m ,...,m  που βρίσκονται στα σηµεία 

1 2 νΑ ,Α ,...,Α  (όχι αναγκαστικά διαφορετικά) αντίστοιχα ενός επιπέδου (p). 

Για να δηλώσουµε ότι στο σηµείο Α υπάρχει η σηµειακή µάζα α γράφουµε Α(α) ή 
m(A) α=   
 
Αποδεικνύεται ότι υπάρχει µοναδικό σηµείο G του (p) τέτοιο, ώστε: 

1 1 2 2 ν νm GA m GA ... m GA 0+ + + =
uuuur uuuur uuuur r

   (1) 

Πράγµατι, αν Κ είναι ένα ακόµη σηµείο του επιπέδου µε την ιδιότητα 

1 1 2 2 ν νm ΚA m ΚA ... m ΚA 0+ + + =
uuuur uuuur uuuur r

  (2) 

Τότε µε αφαίρεση κατά µέλη των (1) και (2) βρίσκουµε 
1 1 1 2 2 2 ν ν νm (ΚA GΑ ) m (ΚA GA ) ... m (ΚA GA ) 0− + − + + − =
uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur r

 ή 

1 2 ν(m m ... m )KG 0+ + + =
uuur r

 ⇒  KG 0=
uuur r

⇒ K G≡   

Έτσι το σηµείο G είναι µοναδικό. 
 
Αν Ο είναι τυχαία διαν. αρχή, η (1) γράφεται: 

1 1 2 2 ν νm (OA OG) m (OA OG) ... m (OA OG) 0− + − + + − =
uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur r

⇔  

 1 1 2 2 ν ν

1 2 ν

m OA m OA ... m OA
OG

m m ... m
+ + +

=
+ + +

uuuur uuuur uuuur

uuur

 (3) 

 
Λέµε ότι το G είναι το κέντρο µάζας (συντοµογραφικά ΚΜ) των σηµείων 

1 2 νΑ ,Α ,...,Α µε µάζες 1 2 νm ,m ,...,m  αντίστοιχα. 

 
Γράφουµε συµβολικά: 1 1 2 2 ν νG {A (m ),A (m ),...,A (m )}=   

Αν δεν υπάρχει κίνδυνος για το ποιες είναι οι µάζες 1 2 νm ,m ,...,m , γράφουµε 
απλούστερα 1 2 νG {A ,A ,..., A }=  

 
Για δύο ταυτιζόµενα σηµεία 1Α(m ) και 2A(m ) είναι 1 2{A(m ), A(m )} A=  
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Σελ. 2 

 
Ο συµβολισµός 1 2 νΑ(m , m ,..., m )  θα σηµαίνει ότι στο σηµείο Α έχουν τεθεί µάζες 

1 2 νm ,m ,...,m και είναι ταυτόσηµος µε τον συµβολισµό 1 2 νΑ(m m ... m )+ + + . 

Μπορούµε ισοδύναµα να πούµε ότι υπάρχουν ν σηµεία ταυτιζόµενα µε το Α µε µάζες  
1 2 νm ,m ,...,m . 

Για λόγους που θα φανούν στη συνέχεια θα χρησιµοποιείται ο καταλληλότερος. 
 
Τέλος ο συµβολισµός 1 2 ν(Α ,Α ,...,Α )(m)  θα σηµαίνει ότι σε όλα τα σηµεία 

1 2 νΑ ,Α ,...,Α υπάρχει η ίδια µάζα m. 

 
Αναφέρουµε τις βασικές ιδιότητες του ΚΜ χωρίς αποδείξεις λόγω του περιορισµένου 
χώρου και χρόνου. 
 
Ιδιότητες του ΚΜ 
1) Από την (3) προκύπτει ότι: 
Το ΚΜ δεν αλλάζει αν οι µάζες 1 2 νm ,m ,...,m αντικατασταθούν από τα 

ισοπολαπλάσιά τους 1 2 νλm ,λm ,...,λm . 

Αυτό µας δίνει την δυνατότητα να θεωρούµε αυθαίρετα ότι 1m 1=  παίρνοντας ως 

1

1λ
m
=  ή να γράφουµε 1 1 2 2 ν νG {A (m ),A (m ),...,A (m )}= και να εννοούµε ότι οι µάζες 

είναι ανάλογες των 1 2 νm ,m ,...,m , δηλαδή είναι 1 2 νλm ,λm ,...,λm και όχι υποχρεωτικά 

1 2 νm ,m ,...,m . 

 

2) Η σχέση 1 1 2 2 ν νm GA m GA ... m GA 0+ + + =
uuuur uuuur uuuur r

 για ν 2=  γίνεται 
1 1 2 2m GA m GA 0+ =
uuuur uuuur r

 

Η τελευταία δείχνει ότι το ΚΜ δύο σηµειακών µαζών 1m  και 2m  που βρίσκονται 
στα σηµεία 1A  και 2A  βρίσκεται στο ευθ. τµήµα 1 2A A  και έχει την ιδιότητα 

1 2

2 1

GA m
GA m
=  ή το ίδιο 1 1 2 2m GA m GA⋅ = ⋅   

Στην ειδική περίπτωση που είναι 1 2m m= το G είναι το µέσο του 1 2A A  

 
3) Θεώρηµα οµαδοποίησης: 
Το ΚΜ δεν αλλάζει αν οποιοδήποτε υποσύνολο των σηµείων 1 2 νΑ ,Α , ...,Α  
αντικατασταθεί µε το ΚΜ τους µε µάζα ίση µε το άθροισµα των µαζών τους. 
Αν π.χ 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5G {A (m ),A (m ), A (m ), A (m ), A (m )}= και ονοµάσουµε  

1 1 1 2 2 3 3G {A (m ), A (m ), A (m )}=  και 2 4 4 5 5G {A (m ),A (m )}= , τότε 
1 1 2 3 2 4 5G {G (m m m ),G (m m )}= + + +   

Η πρόταση ισχύει για οποιαδήποτε διαµέριση του συνόλου 

1 1 2 2 ν ν{A (m ), A (m ),..., A (m )} .  

 
Αυτή η ιδιότητα θα χρησιµοποιηθεί κυρίως στην 1η οµάδα παραδειγµάτων που 
ακολουθεί. 
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Από την πρόταση αυτή επίσης προκύπτει ότι η ευθεία που συνδέει τα  

1 1 1 2 2 3 3G {A (m ), A (m ),A (m )}=  και 2 4 4 5 5G {A (m ),A (m )}= διέρχεται από το G. 
Το συµπέρασµα αυτό της παραπάνω πρότασης είναι επίσης  ιδιαίτερα χρήσιµο. 
 
Με χρήση των ελαχίστων παραπάνω θεωρηµάτων µπορούµε να αποδείξουµε πολλές 
και δύσκολες προτάσεις της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 
 
 
Κάποιες κατηγορίες προβληµάτων που µπορούν να λυθούν εύκολα µε την βοήθεια των 
παραπάνω θεωρηµάτων είναι εκείνα στα οποία ζητείται: 
 
• Να αποδειχθεί ότι τρεις ή περισσότερες ευθείες διέρχονται από το ίδιο σηµείο.  
• Να αποδειχθεί ότι 3 ή περισσότερα σηµεία είναι συνευθειακά. 
• Να αποδειχθεί ότι µια ευθεία διέρχεται από ένα σηµείο. 
• Να βρεθεί ο λόγος στον οποίο διαιρείται ευθ. τµήµα από ένα σηµείο 

 
και άλλα είδη προτάσεων όπως δείχνουµε στη συνέχεια. 
 
∆είχνουµε τώρα πως µπορούν να χρησιµοποιηθούν τα παραπάνω µε συγκεκριµένα 
παραδείγµατα. Επιλέξαµε εδώ απλές εφαρµογές για να γίνει κατανοητή η θεωρία των 
ΚΜ. Τις κατατάξαµε σε 4 οµάδες Α, Β, Γ, ∆. 
Παραλείψαµε τη θεωρία του ΚΜ του µήκους γραµµής και της περιµέτρου, καθώς και 
το ΚΜ του εµβαδού που µπορούν να λύσουν µε την ίδια ευκολία άλλες κατηγορίες 
προβληµάτων. 
 
 
Α΄ ΟΜΑ∆Α  
 
Οι διάµεσοι κάθε τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο το οποίο διαιρεί κάθε 
διάµεσο σε λόγο 2:1 
 
Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(1), Β(1), Γ(1) και Α∆, ΒΕ και 
ΓΖ οι διάµεσοί του. Τότε {Β(1),Γ(1)} ∆(2)= . Άρα 
{Α(1),Β(1),Γ(1)} {Α(1),∆(2)} G(3)= =  όπου G σηµείο της 
διαµέσου Α∆ µε ΑG m(∆) 2

G∆ m(Α) 1
= =   

 
Για τον ίδιο λόγο το G βρίσκεται και στις άλλες 
διαµέσους ΒΕ και ΓΖ τις οποίες διαιρεί στον ίδιο λόγο. 
Έτσι και οι 3 διάµεσοι του ΑΒΓ διέρχονται από το ίδιο σηµείο G. 
 
 
Οι διχοτόµοι κάθε τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 
 
Απόδειξη 
Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ µε µέτρα πλευρών (ΒΓ) α, (ΓΑ) β, (ΑΒ) γ= = = . 

Ζ Ε
G

Α(1)

Β(1) Γ(1)∆(2)
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 Έστω Α(α), Β(β), Γ(γ) . 
Τότε {Β(β),Γ(γ)} ∆(β γ)= +  όπου ∆ το σηµείο της 
πλευράς ΒΓ µε Β∆ γ

∆Γ β=  . Άρα το σηµείο ∆ είναι το 

ίχνος της διχοτόµου Α∆. 
Εποµένως {Α(α),Β(β),Γ(γ)}=  {Α(α),{Β(β),Γ(γ)}}=  
{Α(α), ∆(β γ)} Ι(α β γ)+ = + + όπου Ι το σηµείο της 
διχοτόµου Α∆ µε την ιδιότητα ΑΙ β γ

Ι∆ α
+

=   

 
Για τον ίδιο λόγο το Ι βρίσκεται και στις άλλες διχοτόµους. Έτσι και οι 3 διχοτόµοι 
διέρχονται από το ίδιο σηµείο Ι που έχει την ιδιότητα 

ΑΙ β γ
Ι∆ α

+
=  

 
 
Θεώρηµα Ceva και Van Aubel  
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆, Ε και Ζ των πλευρών ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ 

αντίστοιχα. Αν Β∆ ΓΕ ΑΖ
. . 1

∆Γ ΕΑ ΖΒ
=   

οι ευθείες Α∆, ΒΕ και ΓΖ διέρχονται από το ίδιο σηµείο G µε την ιδιότητα 
ΑG ΑΖ ΑΕ
G∆ ΖΒ ΕΓ
= +   

 
Απόδειξη: 
Τοποθετούµε στις κορυφές Α, Β και Γ κατάλληλες µάζες x, y, ω αντίστοιχα ώστε: 
∆ {Β,Γ}= , Ε {Γ,Α}= , Ζ {Α,Β}=   
 

Άρα:  
Β∆ ω
∆Γ y
=    

ΓΕ x

ΕΑ ω
=   

ΑΖ y

ΖΒ x
=    

Με τις παραπάνω µάζες είναι: ∆ {Β,Γ}= , Ε {Γ,Α}= , Ζ {Α,Β}=   

Άρα:  {Α,Β,Γ} {Α,{Β,Γ}}= = 1{Α, ∆} Κ Α∆= ∈   

 {Α,Β,Γ} {Β,{Γ,Α}}= = 2{Β,Ε} Κ ΒΕ= ∈   

 {Α,Β,Γ} {Γ,{Α,Β}}= = 3{Γ,Ζ} Κ ΓΖ= ∈   

Όµως το Κ {Α,Β,Γ}= είναι µοναδικό. Άρα 1 2 3Κ Κ Κ≡ ≡  δηλαδή οι ευθείες Α∆, ΒΕ 

και ΓΖ διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Για το σηµείο Κ ισχύει: ΑΚ m(∆) y ω
Κ∆ m(Α) x

+
= = =

y ω ΑΖ ΑΕ
x x ΖΒ ΕΓ
+ = +   

Η τελευταία σχέση είναι γνωστή ως θεώρηµα του Van Aubel. 
 
 

ΙΖ Ε

A(α)

Β(β) Γ(γ)∆(β+γ)

∆

Ε
Ζ

Α(x)

B(y) Γ(ω)

Κ
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Σελ. 5 

∆ Γ

Ε

Α

Β

Λ

K Μ1

Ο

∆(4)

Γ(3)

Β(2)Α(1) Ε(3)

Η(7)

Ζ(5)

Θ(5)

Ο

∆ίνεται πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε (κυρτό ή µη). Έστω 1Μ  
το µέσο του τµήµατος ΚΛ που συνδέει τα µέσα των 
απέναντι πλευρών του τετραπλεύρου ΒΓ∆Ε και 1ε  η 

ευθεία 1ΑΜ . Με τον ίδιο τρόπο ορίζουµε και τις 
ευθείες 2 3 4 5ΒΜ ,ΓΜ ,∆Μ ,ΕΜ . Να αποδειχθεί ότι οι 5 
αυτές ευθείες διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 
 
Απόδειξη 
Έστω (Α, Β, Γ, ∆, Ε)(1) .  
Τότε: {Α(1),  Β(1), Γ(1), ∆(1), Ε(1)}=  
{{Α(1),  {Β(1), Γ(1)}, {∆(1), Ε(1)}}=  

{Α(1),  Λ(2), Κ(2)}= 1 1{Α(1), Μ (4)} Ο(5) ΑΜ= ∈   

Για τον ίδιο λόγο 2 3 4 5Ο ΒΜ ,  Ο ΓΜ ,  Ο ∆Μ ,  Ο ΕΜ∈ ∈ ∈ ∈ . 

Εποµένως και οι 5 ευθείες διέρχονται από το ίδιο σηµείο Ο. 

Για το Ο ισχύει η σχέση 1

1

m(Μ )ΑΟ
4

ΟΜ m(A)
= =   

 
Κατασκευή άσκησης και ταυτόχρονη απόδειξή της 
∆είχνουµε τώρα την  κατασκευή και ταυτόχρονα την απόδειξη άσκησης που µπορούµε 
να δηµιουργήσουµε εύκολα µε τη βοήθεια του ΚΜ. 
 
∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ (κυρτό ή µη) και τα σηµεία E AB∈ , Z BΓ∈ , Η Γ∆∈ , 

Θ ∆Α∈  τέτοια ώστε: ΑΕ
= 2

ΕΒ
, 
ΒΖ 3

=
ΖΓ 2

, 
ΓΗ 4

=
Η∆ 3

, 
∆Θ 1

=
ΘΑ 4

. 

Έστω Ο ΘΖ ΕΗ= ∩  . Να αποδειχθεί ότι ΘΟ ΟΖ=   και ΕΟ 7
=

ΟΗ 3
. 

 
Απόδειξη:  
Τοποθετούµε στις κορυφές Α, Β, Γ, ∆  
τις µάζες 1, 2, 3, 4 αντίστοιχα.  

Επειδή 
ΑΕ m(Β)

= 2 =
ΕΒ m(Α)

,  

θα είναι Ε(3) {Α(1),Β(2)}=   
Όµοια, Ζ(5) {Β(2),Γ(3)}= ,Η(7) {Γ(3), ∆(4)}= ,  
Θ(5) {∆(4),Α(1)}=  
Άρα {Α, Β, Γ, ∆}=  {{Α, ∆}, {Β, Γ}}=  

1{Θ(5), Ζ(5)}=Ο ΘΖ∈   

Όµοια: {Α, Β, Γ, ∆}=  

{{Α, Β}, {Γ,∆}}= 2{Ε(3), Η(7)}=Ο ΕΗ∈   

και επειδή το {Α, Β, Γ, ∆} είναι µοναδικό θα  

είναι 1 2Ο Ο Ο ΘΖ ΕΗ≡ ≡ = ∩  

Επειδή  m(Θ) m(Z)= , το Ο είναι το µέσο του ΘΖ και επιπλέον 
ΕΟ m(Η) 7

= =
ΟΗ m(Ε) 3
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Σελ. 6 

∆(µ)

Γ(λµ)

Β(λ)Α(1)

Η(µ+λµ)

Ε(1+λ)

Θ(1+µ)

Ζ(λ+λµ)
Ο

Ε

Ζ

Η

Θ O

∆

Α Β

Γδ
δ

γ
γ

β

β

α

α

Η παρακάτω εφαρµογή αυτή είναι η βασική πρόταση ή Λήµµα 1 που δηµοσιεύσαµε 
στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ, τεύχος 3, σελ. 88-91. Εκεί δώσαµε µια γεωµετρική και 
µια διανυσµατική απόδειξη. Μια ακόµη γεωµετρική απόδειξη έδωσε ο Νίκος Κυριαζής 
στο τ. 4 του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ σελ. 154-157. 
Η απόδειξη µε τη βοήθεια του κ.β που ακολουθεί είναι συντοµότατη και δεν έχει την 
ανάγκη διάκρισης περιπτώσεων όπως οι γεωµετρικές που αναφέραµε. 
 
 
Έστω τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και τα σηµεία Ε, Ζ, Η, Θ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, 

∆Α αντίστοιχα τέτοια, ώστε: ΑΕ ∆Η
= = λΕΒ ΗΓ  και ΑΘ ΒΖ

= = µΘ∆ ΖΓ . Έστω 

O EH ΘΖ= ∩ . Να αποδειχθεί ότι: ΘΟ
= λΟΖ  και ΕΟ = µΟΗ . 

 
Απόδειξη: 
Έστω Α(α),  Β(β), Γ(γ), ∆(δ) . Θα προσδιορίσουµε 
κατάλληλα τα  
α, β, γ, δ ώστε Ε={Α, Β} , Ζ {Β,Γ}= , Η {Γ,∆}= , 
Θ {∆,  Α}= .  Αρκεί: 
β γ

= = λα δ     (1)           και  
δ γ

= = µα β      (2) 

 
Θέτουµε αυθαίρετα α 1=  και βρίσκουµε β λ= , 
γ λµ= , δ µ=  

Είναι τώρα: {Α, Β, Γ, ∆}=  {{Α, Β}, {Γ, ∆}}= 1{Ε, Η}=Ο ΕΗ∈  και  
{Α, Β, Γ, ∆}= {{Α, ∆}}, {Β, Γ}}= 2{Θ, Ζ}=Ο ΘΖ∈   

Εποµένως {Α, Β, Γ, ∆}= ΕΗ ΘΖ Ο∩ = , δηλαδή 1 2Ο Ο Ο≡ ≡  

Άρα: 
ΘΟ m(Ζ) λ + λµ

= = = λΟΖ m(Θ) 1+µ  και  
ΕΟ m(Η) µ + λµ

= = = µΟΗ m(Ε) 1+ λ  

 
∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ περιγεγραµµένο σε κύκλο. 
Έστω Ε, Ζ, Η, Θ τα σηµεία επαφής του κύκλου µε τις 
πλευρές ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α αντίστοιχα και 
ΑΕ=ΑΘ=α , ΒΕ=ΒΖ=β , ΓΗ=ΓΖ=γ , ∆Η=∆Θ=δ . 
Έστω επίσης Ο ΕΗ ΘΖ= ∩ . Να αποδειχθεί ότι: 
ΕΟ α.β.Γ∆

=ΟΗ γ.δ.ΑΒ  και ΘΟ α.δ.ΒΓ
=ΟΖ β.γ.Α∆  

Απόδειξη: 
Η απόδειξη µπορεί να γίνει αν στις κορυφές  
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Σελ. 7 

Ο

Β Γ

Α
∆

Ε

Ζ

Α

Β Γ

Κ
∆

Ε

Μ

Λ

Α Γ

Β

Ι

Μ

Κ

ΛΕ

∆

Α, Β, Γ, ∆ τοποθετήσουµε τις µάζες 1 1 1 1
, , ,α β γ δ . 

 
∆ύο ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ είναι εγγεγραµµένα στον ίδιο κύκλο Ο. 
∆ιαµελίζουµε το σύνολο {Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ}  σε δύο υποσύνολα τριών στοιχείων. 
Έστω 1 1 1Χ {Α ,Β ,Γ }=  και 2 2 2Ψ {Α ,Β ,Γ }=   τα δύο υποσύνολα. Αν Κ και Λ είναι τα 

κ.β των τριγώνων 1 1 1Α Β Γ   και  2 2 2Α Β Γ , να αποδειχθεί ότι η ΚΛ διέρχεται από το 
Ο. 
 
Απόδειξη: 
Έστω (Α,Β,Γ,∆,Ε,Ζ)(1) . Τότε: 
{Α,Β,Γ,∆,Ε,Ζ} {{Α,Β,Γ},{∆,Ε,Ζ}}= = {Ο,Ο} Ο=  

Επίσης {Α,Β,Γ,∆,Ε,Ζ}= 1 1 1 2 2 2{{Α ,Β ,Γ},{Α ,Β ,Γ }}=  

{Κ,Λ} ΚΛ∈  
 
 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε κ.β (σηµείο τοµής διαµέσων)  το σηµείο Κ και κύκλος 
κέντρου Κ. Αν ∆Ε τυχαία διάµετρος του κύκλου, Λ το κ.β του τριγώνου ΑΒ∆ και 
Μ το µέσο του τµήµατος ΓΕ, να αποδειχθεί ότι η ΛΜ διέρχεται από το κέντρο του 
κύκλου. 
 
Απόδειξη: 
Έστω (Α,Β,Γ,∆,Ε)(1)  . Είναι 
{Α, Β, Γ, ∆, Ε}= {{Α,  Β, Γ}, {∆, Ε}}= {Κ,Κ} Κ=  
Επίσης: {Α, Β, Γ, ∆, Ε}= {{Α, Β, ∆}, {Γ, Ε}}=  
{Λ, Μ} ΛΜ∈ . 
Άρα Κ ΛΜ∈ . 

Επιπλέον είναι: ΛΚ m(M) 2

ΚΜ m(Λ) 3
= =  

 
∆ίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ο εγγεγραµµένος 
κύκλος του Ι. Αν ∆Ε τυχαία διάµετρος του κύκλου, Κ το µέσο του τµήµατος Β∆, Λ 
το µέσο του τµήµατος ΓΕ και Μ το µέσο του ΚΛ να αποδειχθεί ότι η ΑΙ διέρχεται 
από το Μ. 
 
Απόδειξη: 
Έστω Α( 2),  Β(1), Γ(1), ∆(1), Ε(1)   
Επειδή οι µάζες των Α, Β, Γ είναι ανάλογες των πλευρών 
του ΑΒΓ θα είναι {Α,  Β, Γ}=Ι . Επίσης {∆, Ε}=Ι .  
Άρα: {Α,  Β, Γ, ∆, Ε}= {{Α,Β,Γ},{∆,Ε}}= {Ι, Ι} Ι=  
Επίσης {Α,  Β, Γ, ∆, Ε}=  {Α, {Β, ∆}, {Γ, Ε}}=  
{Α, Κ(2), Λ(2)}=  {Α,Μ} ΑΜ∈ , δηλ. Ι ΑΜ∈  ή το ίδιο η ΑΙ 
διέρχεται από το Μ. 
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Σελ. 8 

Α

Β Γ∆

Ι

Ζ
ΕΚ

Α(3,5)

Β(4,4) Γ(7,1)

∆(7)

Ε(5)

Ζ(14)

Η(10)

Κ

Γ(µ)Β(µ)

Α(α/2,α/2)

∆(β,γ)
ΛΚ Σ

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι διχοτόµοι του Α∆, ΒΕ και ΓΖ που τέµνονται στο Ι. Η 
Α∆ τέµνει τη ΖΕ στο Κ. Να αποδειχθεί ότι: 
α) 

ΑΚ α +β + γ
=ΚΙ α  

β) 
ΖΚ α + γ

=ΚΕ α +β  

 
Απόδειξη: 
Έστω Α(α,α),Β(β),Γ(γ) . Τότε: 
G={Α(α, α), Β(β), Γ(γ)}=  {Α(α), {Α(α), Β(β), Γ(γ)}}=  {Α(α), Ι} ΑΙ∈  και  
G={Α(α, α), Β(β), Γ(γ)}= {{Α(α), Β(β)}, {Α(α), Γ(γ)}}= {Ζ,Ε} ΖΕ∈ . 
Εποµένως το G είναι το σηµείο τοµής των ΖΕ και ΑΙ, δηλαδή το Κ  και ισχύει:  
ΑΚ m(Ι) α +β + γ

= =ΚΙ m(Α) α  και  ΖΚ m(Ε) α + γ
= =ΚΕ m(Ζ) α +β  

 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆ και Ε των πλευρών του ΑΒ και ΒΓ τέτοια 

ώστε: Α∆ 4
=∆Β 3

 καιΒΕ 1
=ΕΓ 4

. Έστω Ζ και Η τα µέσα των Γ∆ και ΑΕ. Να αποδειχθεί 
ότι η ευθεία ΖΗ διέρχεται από το κ.β του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
Απόδειξη: 
Έστω Α(3, 5), Β(4,4), Γ(7,1) .  
Τότε ∆(7) {Α(3),  Β(4)}=  και Ε(5) {Β(4),Γ(1)}= , 
Ζ {Γ(7),  ∆(7)}=   
και Η {Α(5),  Ε(5)}= . Άρα 
{Α(3, 5), Β(4, 4), Γ(7,1)}= ,
{{Α(3), Β(4)}, {Β(4), Γ(1)}, Α(5), Γ(7)}=  
{∆(7), Ε(5), Α(5), Γ(7)}= {{∆(7), Γ(7)}, {Α(5), Ε(5)}}=
{Ζ(14), Η(10)} ΖΗ∈  Επίσης 
{Α(3, 5), Β(4, 4), Γ(7, 1)}= {Α(8), Β(8), Γ(8)}   
το οποίο είναι το κ.β Κ του τριγώνου ΑΒΓ.   

Άρα Κ ΖΗ∈  και µάλιστα 
ΗΚ m(Z) 14 7

ΚΕ m(H) 10 5
= = =  

 
Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διάµεσο 
Α∆. Έστω Κ και Λ τα έγγεντρα των 
τριγώνων ΑΒ∆ , ΑΓ∆ και Σ το σηµείο 
τοµής των Α∆ και ΚΛ. Να αποδειχθεί ότι 
ΑΣ β + γ + 2µ

=Σ∆ α  όπου α, β, γ οι πλευρές 
του ΑΒΓ και µ το µήκος της διαµέσου 
Α∆.  
 
Απόδειξη: 
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Σελ. 9 

Α

Β Γ

Κ
Ε1

Ε2Ε3

Κ Ε(4)∆(3)

Γ(3)Β(2)

Α(1)

Έστω 
α αΑ( , )
2 2

, Β(µ) , Γ(µ) , ∆(β,γ) .  

Επειδή στις κορυφές του τριγώνου ΑΒ∆  
έχουµε µάζες ανάλογες των πλευρών του, θα 

 είναι  αΚ {Α( ), Β(µ), ∆(γ)}
2

=  και όµοια 

 
αΛ {Α( ), Γ(µ), ∆(β)}
2

= . 

Έστω 
α αΡ {Α( , ), Β(µ), Γ(µ), ∆(β, γ)}
2 2

=   

Τότε α αΡ {{Α( ), Β(µ), ∆(γ)}, {Α( ), Γ(µ), ∆(β)}}
2 2

= = {Κ, Λ} ΚΛ∈ . 

Επίσης: α αΡ {Α( , ), Β(µ), Γ(µ), ∆(β, γ)}
2 2

= = {Α(α), ∆(β, γ), {Β(µ), Γ(µ)}}=  

{Α(α), ∆(β, γ), ∆(2µ)}= {Α(α), ∆(β, γ, 2µ)} Α∆∈   
Άρα Ρ Α∆ ΚΛ= ∩  δηλαδή Ρ Σ≡  και 
ΑΣ m(∆) β + γ + 2µ

= =Σ∆ m(Α) α  

 
 
 
Β΄ ΟΜΑ∆Α 
 
Μια πολύ χρήσιµη πρόταση είναι η παρακάτω που αναφέρουµε χωρίς απόδειξη 
 
Θεώρηµα: 
Αν Κ είναι εσωτερικό σηµείο τριγώνου ΑΒΓ 
 και ονοµάσουµε  1 2 3Ε (ΚΒΓ), Ε (ΚΓΑ),  Ε (ΚΑΒ)= = =  
τότε ισχύει: 

1 2 3Ε ΚΑ Ε ΚΒ Ε ΚΓ 0+ + =
uuur uuur uuur r

 δηλαδή το Κ είναι το ΚΜ 

 των 1 2 3Α(Ε ), Β(Ε ), Γ(Ε ) . 
 
 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆ και Ε των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ τέτοια 

ώστε: Α∆ 2
∆Β
=  και ΑΕ 3

ΕΓ
= . Αν Κ είναι το σηµείο τοµής των Γ∆ και ΒΕ να 

αποδειχθεί ότι 1
(ΚΒΓ) (ΑΒΓ)

6
=   

 
Απόδειξη:  
Έστω Α(1), Β(2), Γ(3).  
Τότε {Α, Β, Γ}= {{Α, Β}, Γ} = {∆, Γ} Γ∆∈   
Όµοια: {Α, Β, Γ}= {{Α, Γ}, Β} = {Ε, Β} ΒΕ∈   
Άρα {A, B, Γ} Γ∆ ΒΕ Κ= ∩ =  
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Σελ. 10 

Α

ΓΒ ∆

Λ

Κ
Μ

8

4

4

2

10

20

Α(10)

Β(φ+8) Γ(ω+5)

Ε(ω+15)Ζ(φ+18)

O5 8

ω φ

10

Εποµένως τα εµβαδά των τριγώνων ΚΒΓ, ΚΓΑ  
και ΚΑΒ είναι ανάλογα των 1, 2, 3.  
∆ηλαδή (ΚΒΓ) λ= , (ΚΓΑ) 2λ=  και (ΚΑΒ) 3λ= ,  

άρα (ΑΒΓ) 6λ=  και εποµένως   1
(ΚΒΓ) (ΑΒΓ)

6
=  

 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, σηµείο ∆ της πλευράς του ΒΓ,  
σηµείο Κ εσωτερικό του τριγώνου ΑΒ∆ και σηµείο Λ 
εσωτερικό σηµείο του τριγώνου ΑΒ∆ τέτοια ώστε:  
(ΚΒ∆) 20, (ΚΑΒ) 10, (ΚΑ∆) 2= = =   
(Λ∆Γ) 4, (ΛΓΑ) 8, (ΛΑ∆) 4= = =   
Αν Μ Α∆ ΚΛ= ∩   να αποδειχθεί ότι ΑΜ Μ∆=   
 
Απόδειξη: 
Έστω Α(20, 4), Β(2), Γ(4), ∆(10, 8)   
Τότε Κ {Α(20), Β(2), ∆(10)}=  και 
Λ {Α(4), Γ(4), ∆(8)}=   

Επειδή  
Β∆ (ΑΒ∆) 32 m(Γ)

2
∆Γ (Α∆Γ) 16 m(Β)
= = = = , θα είναι ∆ {Β,Γ}= . 

Εποµένως  {Α(20, 4), Β(2), Γ(4), ∆(10, 8)}= {Α(20, 4), ∆(2, 4), ∆(10, 8)}=  
{Α(20, 4), ∆(2, 4, 10, 8)} {Α(24), ∆(24)} Α∆= ∈   
Επίσης  {Α(20, 4), Β(2), Γ(4), ∆(10, 8)}=  
{{Α(20), Β(2), ∆(10)}, {Α(4), Γ(4), ∆(8)}}=  {Κ, Λ} ΚΛ∈  
Άρα {Α(20, 4), Β(2), Γ(4), ∆(10, 8)}=  Α∆ ΚΛ Μ∩ =  και ισχύει: 
ΑΜ m(∆) 24

= = = 1
Μ∆ m(Α) 24

, δηλαδή το Μ είναι το µέσο του Α∆. 

 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία Ε και Ζ των πλευρών του ΑΓ και ΑΒ 
αντίστοιχα. Οι ΒΕ και ΓΖ τέµνονται στο σηµείο Ο και είναι: (ΒΟΖ) 5= , 
(ΓΟΕ) 8= , (ΒΟΓ) 10= . Να βρεθεί το εµβαδόν του τετραπλεύρου ΑΖΟΕ. 

3η ∆ιεθνής Ολυµπιάδα Νέων, 1999 
Λύση: 
Φέρνουµε την ΑΟ. Ονοµάζουµε (ΑΟΖ) ω= , 
(ΑΟΕ) φ= . 
Έστω τώρα Α(10) , Β(φ 8)+ , Γ(ω 5)+ . Τότε 
Ο {Α, Β, Γ}= , Ε(ω 15) {Α, Γ}+ =  και  
Ζ(φ 18) {Α, Β}+ = . 

Είναι:   AZ (AOZ) ω
ZB (BOZ) 5
= =   και  

ΑΖ m(Β) φ 8

ΖΒ m(Α) 10

+
= = , άρα: 

φ 8 ω
10 5

+
=        (1) 
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Σελ. 11 

Α(3) Β(4)

∆(8) Γ(6)

O(10,3)

Λ

Κ
80

32 24

1612
6

Επίσης: ΑΕ (ΑΟΕ) φ
ΕΓ (ΓΟΕ) 8
= =  και ΑΕ m(Γ) ω 5

ΕΓ m(Α) 10

+
= = , άρα: 

ω 5 φ
10 8

+
=    (2) 

Από τη λύση του συστήµατος των (1) και (2) βρίσκουµε: ω 10=  και φ 12= , άρα 
(ΑΖΟΕ) ω φ 22= + = . 
 

 
∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ//Γ∆. Έστω Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων του 
και τα σηµεία Κ και Λ εσωτερικά των τριγώνων ΟΑΒ και ΟΓ∆ τέτοια ώστε: 
(ΚΑΒ) 80, (ΚΑΟ) 32, (ΚΒΟ) 24= = =   
(ΛΓ∆) 6, (Λ∆Ο) 12, (ΛΓΟ) 16= = =   
Να αποδειχθεί ότι τα σηµεία Κ, Ο και Λ είναι συνευθειακά. 
 
Απόδειξη: 
Θέτουµε τις κατάλληλες µάζες στις κορυφές Α, Β, Γ, ∆ και δύο µάζες 1m και 2m στο 

Ο, ώστε να είναι 1Κ {Ο(m ),Α,Β}=  και 2Λ {Ο(m ),Γ,∆}=  

Έστω Α(3), Β(4), Γ(6), ∆(8), Ο(10, 3) . 
 
Επειδή οι µάζες Ο(10), Α(3), Β(4)  είναι ανάλογες των εµβαδών (ΚΑΒ), (ΚΟΒ),  

(ΚΟΑ),  θα είναι  Κ {Α, Β, Ο(10)}=  
Όµοια: Λ {Γ, ∆, Ο(3)}=  
Άρα {Α, Β, Γ, ∆, Ο(10, 3)} {Κ, Λ}=  
Είναι: 
(ΟΑΒ)=80+32+24=136

(ΟΓ∆)=6+12+16=34

 ⇒  (ΟΑΒ) 4(ΟΓ∆)= ⇒  

2

2

(ΑΒ)
4

(Γ∆)
= ⇒ ΑΒ 2Γ∆=    

 

Επειδή 
ΑΟ ΑΒ m(Γ)

2
ΟΓ Γ∆ m(A)

= = = ⇒ O {A, Γ}=  

Όµοια: Ο {Β, ∆}= , άρα Ο {Α, Β, Γ, ∆}= ⇒  Ο {Α, Β, Γ, ∆, Ο(10, 3)}=   
Εποµένως πρέπει Ο ΚΛ∈   
 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι Σεβιανές Α∆, ΒΕ και ΓΖ που τέµνονται σε εσωτερικό 
σηµείο Κ του τριγώνου. Να αποδειχθεί ότι 

(ΚΕΖ) (Κ∆Ζ) (Κ∆Ε)
(ΚΑΒ) (ΚΑΓ) (ΚΒΓ) (ΚΑΒ) (ΚΑΓ) (ΚΒΓ)

= =
+ + +

  

 
Απόδειξη: 
Έστω (ΚΒΓ) x, (ΚΓΑ) y, (KAB) ω= = =  και 
Α(x),B(y),Γ(ω)  
Τότε: {Α(x), B(y),Γ(ω)} Κ=   
Επίσης 
∆ {Β(y),Γ(ω)}, Ε {Γ(ω),Α(x)}, Z {A(x), B(y)}= = =   

Α

Β Γ∆

Ε

Κ

Ζ
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Σελ. 12 

Εποµένως {∆,  Ε, Ζ}={Α(2x), Β(2y), Γ(2ω)}= {Α(x), Β(y), Γ(ω)}=K ⇒  

(ΚΖΕ) (Κ∆Ζ) (K∆Ε)

m(∆) m(E) m(Z)
= = ⇒  

(KZE) (Κ∆Ζ) (Κ∆Ε)

ω y x ω y x
= =

+ + +
  

 
 
 
Γ΄ ΟΜΑ∆Α 
 

ΡΟΠΗ ∆ΥΝΑΜΗΣ ΩΣ ΠΡΟΣ ΑΞΟΝΑ 
 
Λόγω του περιορισµένου χρόνου και χώρου, θα αναφέρουµε µόνο το συµπέρασµα του 
θεωρήµατος αυτού µεταφρασµένο µε γεωµετρικούς όρους και δεν θα υπεισέλθουµε 
στις αντίστοιχες θεωρίες της Φυσικής. 
 
Θεώρηµα 
Έστω τα συνεπίπεδα σηµεία 1 1 2 2 ν νA (m ), A (m ), ..., A (m ) , µε ΚΜ το σηµείο G, (ε) 
τυχαία ευθεία του επιπέδου τους και 1 2 νd , d , ...,d  και d οι αποστάσεις των 
σηµείων αυτών και του G από την (ε). Ισχύει τότε: 

1 1 1 2 2 2 ν ν ν 1 2 νε m d ε m d ... ε m d (m m ... m )d+ + + = + + +  όπου: 
 
Αν G (ε)∉ τότε 

iε 1= +  για όλα τα σηµεία iA  που βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο της (ε) που 
βρίσκεται και το G, 

iε 1= − για όλα τα σηµεία iA που βρίσκονται στο άλλο ηµιεπίπεδο της (ε) και iε 0=  

για όλα τα σηµεία iA που βρίσκονται στην (ε) 
 
Αν G (ε)∈  τότε  

iε 1= +  για όλα τα σηµεία iA  που βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο της (ε) (το 
οποιοδήποτε) 

iε 1= − για όλα τα σηµεία iA που βρίσκονται στο άλλο ηµιεπίπεδο της (ε) και 
iε 0=  για όλα τα σηµεία iA που βρίσκονται στην (ε) 

 
Η ίδια πρόταση ισχύει και αν τα  1 2 νd , d , ...,d δεν είναι τα µήκη των καθέτων τµηµάτων 
προς την ευθεία (ε), αλλά τα µήκη των τµηµάτων που φέρονται παράλληλα προς την 
ίδια διεύθυνση από τα σηµεία 1 2 νA , A ,..., A και έχουν το άλλο άκρο τους στην ευθεία 

(ε). 
 
Το παραπάνω θεώρηµα θα το ονοµάζουµε θεώρηµα των ροπών ως προς την ευθεία (ε). 
Συντοµογραφικά ΘΡ(ε). 
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Σελ. 13 

(ε)
d2 d1 d d3

Β

Α
ΓK

Β΄ Α΄ Κ΄ Γ΄
(ε)

Γ
Α

Β

K

Β΄ Α΄ Κ΄ Γ΄

d2
d

d3d4

d1

d5

d2
d

d3d4

d1

d5

A3A4

A5

G

A2
A1

Β4
Β2

Β3

ΚΒ1
Β5

A3A4

A5

G

A2A1

Β4

Β2

Β3
ΚΒ1

Β5ε ε

Σχ. 1 Σχ. 2
 

 
Έτσι, για το σχήµα 1 µε 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5G {A (m ), A (m ), A (m ),A (m ), A (m )}= ισχύει: 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 3 4 5m d m d m d m d m d (m m m m m )d+ − − − = + + + +  

 
Η ίδια πρόταση ισχύει και για το σχήµα 2 όπου οι 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5Α Β / /Α Β / /Α Β / /Α Β / /Α Β / / GK   

 
∆είχνουµε τη χρήση του παραπάνω θεωρήµατος στις επόµενες εφαρµογές. 
 
 
 
 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΚΜ το σηµείο Κ και ευθεία (ε) που αφήνει όλες τις 
κορυφές του τριγώνου προς το ίδιο µέρος της. Αν 1 2 3d ,d ,d  και d είναι οι 
αποστάσεις των Α, Β, Γ και Κ από την (ε) αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι: 

1 2 3d d d 3d+ + =  
 
Απόδειξη: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Έστω (A,Β,Γ)(1)   Τότε Κ(3) {Α, Β, Γ}=   
Εφαρµόζουµε το ΘΡ(ε).  

1 2 31.d 1.d 1.d 3.d+ + = ,   δηλαδή 1 2 3d d d 3d+ + =  

 
Αν οι ΑΑ ,  ΒΒ ,  ΓΓ′ ′ ′   δεν είναι κάθετες στην (ε) η πρόταση ισχύει πάλι ως εξής: 
ΑΑ ΒΒ ΓΓ 3ΚΚ′ ′ ′ ′+ + =  
 
 
∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆, τα µέσα Ε και Ζ των ΑΒ και Γ∆ και Μ 
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Σελ. 14 

(ε)

d4 d1 d d2d3

Α
Β

Γ

∆

Ζ

Ε

Μ

∆΄ Α΄ Μ΄ Β΄Γ΄

γ
α

β

(ε)

Α(α)

Β(β)

Γ(γ)Ι

Β΄ Α΄ Ι΄ Γ΄

Ι

A'B'

Γ'

Α(α)

Β(β)

Γ(γ)

Ι'
(ε)

το µέσο του ΕΖ. Έστω επίσης ευθεία (ε) που αφήνει όλες τις κορυφές του 
τετραπλεύρου προς το ίδιο µέρος της και 1 2 3 4d ,d ,d ,d  και d οι αποστάσεις των Α, 

Β, Γ, ∆ και Μ από την (ε). Να αποδειχθεί ότι: 1 2 3 4d d d d 4d+ + + =  
 
Απόδειξη: 
Έστω  (Α,  Β, Γ, ∆)(1) . Τότε ( ) { }Μ 4 Α,  Β,  Γ,∆= . 

Εφαρµόζουµε το Θ.Ρ(ε) για τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆. 

1 2 3 41.d 1.d 1.d 1.d 4.d+ + + =   ή   1 2 3 4d d d d 4d+ + + =  

 
 
 
 
 
 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ πλευρών α, β, γ, το έγγεντρό του Ι και ευθεία (ε) που αφήνει 
όλες τις κορυφές του τριγώνου προς το ίδιο µέρος της . Φέρνουµε τις ΑΑ', ΒΒ', 
ΓΓ', ∆∆' και ΙΙ' κάθετες στην (ε). Να αποδειχθεί ότι  
 
α) ( )α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ  α β γ .ΙΙ′ ′ ′ ′+ + = + +  αν η ευθεία (ε) αφήνει όλες τις κορυφές 
του τριγώνου προς το ίδιο µέρος της. 
 
β) ( )α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ  α β γ .ΙΙ′ ′ ′ ′+ − = + +   αν οι κορυφές Α και Β και το Ι 
βρίσκονται προς το ίδιο µέρος της (ε) ενώ η κορυφή Γ βρίσκεται προς το άλλο 
µέρος της (ε) 
 
γ) α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ′ ′ ′+ =   αν η ευθεία (ε) διέρχεται από το Ι και αφήνει τις κορυφές 
Α και Β προς το ένα µέρος της και την κορυφή Γ προς το άλλο µέρος της. 
 
Απόδειξη: 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
α) Έστω Α(α), Β(β), Γ(γ) . Τότε Ι(α β γ) {Α, Β, Γ}+ + = .  

Εφαρµόζουµε το Θ.Ρ(ε): ( )α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ   α β γ .ΙΙ′ ′ ′ ′+ + = + +   

 
β) Εφαρµόζουµε πάλι το Θ.Ρ(ε) για τα σηµεία Α, Β, Γ. 
Θα έχουµε λοιπόν: ( )α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ α β γ .ΙΙ′ ′ ′ ′+ − = + +   
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Σελ. 15 

Α Β

Γ

∆

Ε
K

Ε΄
Α΄ Β΄

Γ΄∆΄Κ΄

(ε)

Α Β

Γ

∆

Ε

ΟΕ΄
Α΄ Β΄

Γ΄

γ) Αν η ευθεία (ε) διέρχεται από το Ι, τότε ΙΙ 0′ =  και η προηγούµενη σχέση γίνεται: 
α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ 0 ′ ′ ′+ − =  ή α.ΑΑ β.ΒΒ γ.ΓΓ′ ′ ′+ =  
 
 
∆ίνεται κανονικό πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε και ευθεία (ε). Φέρνουµε από τις κορυφές του 
πενταγώνου τις κάθετες ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ', ∆∆', ΕΕ' προς την ευθεία (ε) καθώς και την 
ΚΚ' κάθετη στην (ε). 
Να αποδειχθεί ότι: 
 
α) ΓΓ ∆∆ ΕΕ ΑΑ ΒΒ 5ΚΚ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − − =   αν η (ε) αφήνει 
τις κορυφές Α, Β προς το ένα µέρος της και της κορυφές 
Γ, ∆, Ε και το κέντρο του Κ προς το άλλο µέρος της 
 
β)ΓΓ ∆∆ ΕΕ 5.ΚΚ′ ′ ′ ′+ + =   αν η (ε) συµπίπτει µε την 
ΑΒ 
 
γ) ΑΑ ΒΒ ΓΓ ∆∆ ΕΕ′ ′ ′ ′ ′+ = + +   αν η (ε) διέρχεται από το κέντρο του πενταγώνου 
και αφήνει τις κορυφές Α και Β προς το ένα µέρος της και τις κορυφές Γ, ∆ και Ε 
προς το άλλο µέρος της. 
 
Είναι άµεση εφαρµογή του θεωρήµατος των ροπών 
∆ίνεται κανονικό πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε κέντρου Ο. Από το Ο φέρνουµε ευθεία (ε) 
παράλληλη προς την ΑΒ. Έστω x,y οι αποστάσεις των Β και Γ αντίστοιχα από την 
(ε) και R η ακτίνα του πενταγώνου. Να αποδειχθεί ότι: R

x y
2

− =   

 
Απόδειξη: 
Έστω (A,B,Γ,∆,Ε)(1) . Τότε Ο {Α, Β, Γ, ∆,Ε}=  
Φέρνουµε και τις κάθετες από τα Α, ∆, Ε στην ευθεία (ε). 
Εφαρµόζουµε το θεώρηµα των ροπών ως προς την ευθεία 
(ε). 
1.ΑΑ 1.ΒΒ 1.ΓΓ 1.∆Ο 1.ΕΕ 0′ ′ ′ ′+ − − − =  και επειδή 
ΑΑ ΒΒ x′ ′= = , ΓΓ ΕΕ y′ ′= =  και ∆Ο R=  η παραπάνω 
σχέση γίνεται: 2x 2y R 0− − =   

και τελικά: 
R

x y
2

− =   

 
∆ίνεται κανονικό επτάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖΗ κέντρου Ο. Από το Ο φέρνουµε ευθεία 
ε // ΑΒ  και τις ΒΒ , ΓΓ και ∆∆′ ′ ′  κάθετες στην (ε). Να αποδειχθεί ότι 

( )R 2. ΒΒ ∆∆ ΓΓ′ ′ ′= − +  όπου R η ακτίνα του επταγώνου. 

 
Απόδειξη: 
Φέρνουµε τις κάθετες και από τις υπόλοιπες κορυφές του επταγώνου όπως δείχνει το 
σχήµα. Ονοµάζουµε ΑΑ ΒΒ x′ ′= = , ∆∆ ΖΖ y′ ′= = ,ΓΓ ΗΗ ω′ ′= = .  
Η κάθετη από το Ε στην (ε) είναι η ακτίνα R. 
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Σελ. 16 

(ε)

Α Β

Η

Ζ

Ε
∆

Γ
Ο

Η΄
Ζ́

Α΄ Β΄ Γ΄
∆΄

χχ

ψψ
ω ω

R

Ο
Α(m)

Π

r

(ε)

Έστω επίσης (A,  B, Γ, ∆, Ε, Ζ, Η)(1) . Τότε 
Ο(7) {Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, Η}=   
Εφαρµόζουµε το ΘΡ (ε): 
1.x 1.x 1.ω 1.y 1.R 1.y 1.ω 7.0+ + − − − + =   
και τελικά: R 2(x y ω)= − +  
 
 
 
 
∆΄ ΟΜΑ∆Α 
 
 

ΡΟΠΗ Α∆ΡΑΝΕΙΑΣ 
  

Έστω υλικό σηµείο Α ενός επιπέδου (Π) µε µάζα m. Έστω 
επίσης άξονας (ε) κάθετος στο επίπεδο. Ονοµάζουµε ροπή 
αδράνειας του Α(m)  ως προς τον άξονα (ε) το γινόµενο: 

2Ι mr=  
 
 
όπου r η απόσταση του σηµείου από τον άξονα. 
  
Έστω τώρα τα υλικά σηµεία 1 1 2 2 ν νΑ (m ), A (m ),..., A (m )  ενός επιπέδου και άξονας 
ε Π⊥  στο σηµείο του Ο.  
Έστω 1 2 νr , r ,..., r  οι αποστάσεις των 1 2 νΑ , A ,..., A  από τον άξονα αντίστοιχα, δηλαδή οι 
αποστάσεις των σηµείων 
 από το Ο. Ως ροπή του συστήµατος των ν υλικών αυτών  
σηµείων ως προς τον άξονα (ε) ορίζεται το άθροισµα των 
ροπών των σηµείων ως προς τον (ε), δηλ. το άθροισµα 
 

2 2 2
1 2 ν 1 1 2 νI I I ... I m r m ... mr= + + + = + + +  

 
Η ροπή αδράνειας ορίζεται και για µη συνεπίπεδα υλικά σηµεία, αλλά επειδή θα 
περιοριστούµε σε προτάσεις της Επιπεδοµετρίας, προς το παρόν ο παραπάνω ορισµός 
µας καλύπτει.  
 
Για τη ροπή αδράνειας ν υλικών σηµείων ισχύει το παρακάτω θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα Steiner ή θεώρηµα των παραλλήλων αξόνων: 
Η ροπή αδράνειας του συστήµατος ν υλικών συνεπίπεδων σηµείων ως προς άξονα 
(η) κάθετο στο επίπεδό τους είναι ίση µε τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ως 
προς άξονα ε // η   που διέρχεται από το ΚΜ των σηµείων συν τη ροπή αδράνειας 
της συνολικής µάζας των σηµείων ως προς τον άξονα (ε) αν αυτή είναι 
συγκεντρωµένη στο ΚΜ των σηµείων. 
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Σελ. 17 

(η) (ε)

Π
r1

r2

r3

d1 d2

d3

d KO

A1
A2

A3

∆(1) Γ(1)A(2)

B

Α Γ(1)

Β(1)

Μ(2)

Έστω δηλαδή τα συνεπίπεδα σηµεία 

1 1 2 2 ν νΑ (m ), A (m ),..., A (m ) , 

1 1 2 2 ν νΚ {Α (m ),A (m ),...,A (m )}= , άξονας (ε) που 

 διέρχεται από το Κ και είναι κάθετος στο επίπεδο 
 των σηµείων και άξονας η // ε  που τέµνει το επίπεδο 

των σηµείων στο Ο. Ονοµάζουµε 1 2 νr , r ,..., r  τις 
αποστάσεις των 1 2 νΑ , A ,..., A  από τον άξονα (ε) 
αντίστοιχα, 1 2 νd ,d ,...,d  τις αποστάσεις των ίδιων 
σηµείων  από τον άξονα (η) και d την απόσταση των 
δύο αξόνων, δηλ. την ΚΟ. Ισχύει τότε: 
 

2
(η) (ε ) 1 2 νΙ Ι (m m ... m )d= + + + +   ή το ίδιο: 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 ν ν 1 1 2 2 ν ν 1 2 νm d m d ... m d m r m r ... m r (m m ... m )d+ + + = + + + + + + +   

 
όπου (ε )I   η ροπή αδράνειας του συστήµατος των ν υλικών σηµείων ως προς τον άξονα 

(ε) και (η)Ι  η ροπή αδράνειας των ίδιων σηµείων ως προς τον άξονα (η). 

 
Στα παραδείγµατα που ακολουθούν, θα σηµειώνουµε µόνο το ίχνος του άξονα στο 
επίπεδο και όχι τον ίδιο τον άξονα και την ροπή αδράνειας ενός υλικού σηµείου ως 
προς τον άξονα θα την ονοµάζουµε ροπή αδράνειας ως προς το ίχνος του στο επίπεδο. 
 
 
Εφαρµογές  
 
Απόδειξη του Πυθαγόρειου θεωρήµατος. 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε πΑ

2
=   ισχύει: 2 2 2ΒΓ ΑΒ ΑΓ= +   

 
Α΄ Απόδειξη: 
Έστω ∆ το συµµετρικό του Γ ως προς το Α. Έστω επίσης  
Γ(1), ∆(1) . Τότε Α {Γ, ∆}= . Εφαρµόζουµε το θ. Steiner µε 
 άξονες κάθετους στο επίπεδο του τριγώνου στα σηµεία Α και Β.  
Αν ΑΙ  και ΒΙ  είναι οι ροπές αδράνειας του συστήµατος {Γ, ∆}  ως  
προς τα σηµεία Α και Β, θα έχουµε: 

2
Β ΑΙ  Ι 2ΑΒ= +  ή 2 2 2 2 2ΒΓ ∆Β ΑΓ ∆Α 2ΑΒ+ = + +    ή 

2 2 22ΒΓ 2ΑΓ 2ΑΒ+=   και τελικά: 2 2 2ΒΓ ΑΒ ΑΓ= +  
 
 
Β΄ Απόδειξη: 
Έστω  Β(1) και Γ(1). Έστω Μ το µέσο της ΒΓ. Τότε  
Μ {Β, Γ}=   και ΒΓΑΜ

2
=   (1). Εφαρµόζουµε το θ. Steiner  

για το σύστηµα {Β, Γ}  ως προς άξονες κάθετους στο επίπεδο του 
τριγώνου στα σηµεία Μ και Α.  
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Σελ. 18 

Β(1) Γ(1)

Α

Μ

Α

Β Γ

Κ

Ο

Θα έχουµε: 
2

Α ΜΙ Ι 2ΑΜ  = +  ή 2 2 2 2 2ΑΒ ΑΓ ΜΒ ΜΓ 2ΑΜ+ = + +   

και λόγω της (1): 2 2 2ΑΒ ΑΓ ΒΓ+ =  
 
Θεώρηµα διαµέσων. 
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ µε διάµεσο την ΑΜ ισχύει: 2 2

2
2 ΒΓΑΒ +ΑΓ = 2ΑΜ +

2
 

Απόδειξη:  
Έστω Β(1), Γ(1) . Τότε Μ(2) {Β, Γ}=   .  
Εφαρµόζουµε το θ. Steiner για δύο άξονες κάθετους 
στο επίπεδο του τριγώνου στα σηµεία Μ και Α. 

2
Α ΜΙ Ι 2ΑΜ= +   ή 2 2 2 2 2ΑΒ ΑΓ ΜΒ ΜΓ 2ΑΜ+ = + +  και 
επειδή 

ΒΓΜΒ ΜΓ
2

= =   έχουµε τελικά 

2
2 2 2 ΒΓΑΒ ΑΓ 2ΑΜ

2
+ = +   

 
Θεώρηµα Stewart 
Έστω ∆ τυχαίο σηµείο της πλευράς ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ. Ισχύει 

2 2 2ΑΒ Γ∆ ΑΓ Β∆ Β∆ ∆Γ ΒΓ Α∆ ΒΓ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅  
 
Απόδειξη:  
Έστω Β(Γ∆) και Γ(Β∆) ώστε ∆ {Β,Γ}=  
Εφαρµόζουµε το θεώρηµα Steiner για δύο άξονες κάθετους στο επίπεδο του τριγώνου 
στα σηµεία Α και ∆. 

2
Α ∆Ι (Β, Γ) Ι (Β, Γ) Α∆ ΒΓ= + ⋅ ⇒  

 
2 2 2 2 2ΑΒ Γ∆ ΑΓ Β∆ Β∆ Γ∆ Γ∆ Β∆ Α∆ (Β∆ Γ∆)⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + =

2Β∆ Γ∆ (Β∆ Γ∆) Α∆ ΒΓ⋅ ⋅ + + ⋅ =
2Β∆ Γ∆ ΒΓ Α∆ ΒΓ⋅ ⋅ + ⋅  

 
 
(Θεώρηµα Leibnitz) 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  κέντρου βάρους Κ και σηµείο Ο του επιπέδου του. Να 
αποδειχθεί ότι: 

2 2 2 2 2 2ΟΑ ΟΒ ΟΓ ΚΑ ΚΒ ΚΓ+ + = + + + 2 2 21
(α β γ )

3
+ +     

Απόδειξη: 
Έστω (Α, Β, Γ)(1) . Τότε Κ {Α, Β, Γ}= .  
Εφαρµόζουµε το θ. Steiner µε άξονες κάθετους στο  
επίπεδο του τριγώνου στο κέντρο µάζας Κ και στο  
σηµείο Ο. Έχουµε: 

2 2 2 2 2 2 21 ΟΑ 1 ΟΒ 1 ΟΓ 1 ΚΑ 1 ΚΒ 1 ΚΓ 3 ΟΚ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  ή  
2 2 2 2 2 2 2ΟΑ ΟΒ ΟΓ ΚΑ ΚΒ ΚΓ 3.ΟΚ+ + = + + +   (1) 

Α

∆Β(Γ∆) Γ(Β∆)
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Σελ. 19 

R

ΒΑ

Η

Ζ

Ε

∆

Γ
O

Όµως:  2 2 2
α α

2 4ΚΑ ( µ ) µ
3 9

= = =   

 
2 2 24 2β 2γ α

9 4

+ −
⋅ =  

2 2 22β 2γ α
9

+ −
   

Όµοια:  
2 2 2

2 2γ 2α βΚΒ
9

+ −
=    και 

2 2 2
2 2α 2β γΚΓ

9

+ −
=  

Άρα η (1) γίνεται: 2 2 2 2 2 2ΟΑ ΟΒ ΟΓ ΚΑ ΚΒ ΚΓ+ + = + + + 2 2 21
(α β γ )

3
+ +  

 
∆ίνεται κανονικό επτάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖΗ ακτίνας R. Να αποδειχθεί ότι:   

2 2 2 2ΑΒ ΑΓ Α∆ 7R+ + =   
 
Απόδειξη: 
Έστω (Α,Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, Η)(1) . Αν Ο είναι το κέντρο του επταγώνου, τότε 
{Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, Η}=Ο(7) . 
Εφαρµόζουµε το θ. Steiner µε άξονες κάθετους στο επίπεδο 
του επταγώνου στα σηµεία Ο και Α. 

2
Α ΟΙ Ι 7R= +   ή 

2 2 2 2 2 2 2 2AB AΓ Α∆ ΑΕ ΑΖ ΑΗ 7R 7R+ + + + + = +   και 
επειδή ΑΗ ΑΒ, ΑΖ ΑΓ και ΑΕ Α∆= = =  η σχέση γίνεται: 

2 2 2 22AB 2AΓ 2Α∆ 14R+ + =   ή 2 2 2 2AB ΑΓ Α∆ 7R+ + =   
 
 
 


