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Ζ εξγαζία απηή (έλα κέξνο ηεο) παξνπζηάζηεθε γηα 1
ε
 θνξά ζην 31

ν
 Παλειιήλην 

΢πλέδξην Μαζεκαηηθώλ πνπ δηνξγαλώζεθε ζηε Βέξνηα ηελ 7-11-14. 

΢ηα πξαθηηθά ηνπ ΢πλεδξίνπ βξίζθεηαη ζηηο ζειίδεο 381-387. 

Δδώ παξνπζηάδνπκε κηα βειηησκέλε θαη επαπμεκέλε έθδνζή ηεο. 

 

ΠΔΡΗΛΖΦΖ – ΢ΚΟΠΟ΢ 

΢ηελ εξγαζία απηή εηζάγεηαη κηα λέα έλλνηα “΢ΖΜΔΗΑΚΖ ΠΡΑΞΖ” (ζπληνκ. ΢.Π). 

΢θνπόο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη λα “αιγεβξηθνπνηήζεη” νξηζκέλεο απνδεηθηηθέο 

δηαδηθαζίεο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Θα παξνπζηάζνπκε εδώ ηα δύν πξώηα 

θεθάιαηα ηεο εξγαζίαο. Θα ζηεξηρηνύκε ζε δύν κόλν ηδηόηεηεο ησλ ΢.Π. 

 

΢ην 1
ν
 θεθάιαην δείρλνπκε πσο κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε θαη ηαπηόρξνλα λα 

απνδείμνπκε κε πνιύ ζύληνκν ηξόπν απεηξία γεσκεηξηθώλ πξνηάζεσλ θάπνηεο από ηηο 

νπνίεο απνδεηθλύνληαη δύζθνια κε ηελ θιαζηθή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Γηα ηνλ ζθνπό 

απηό ην κόλν πνπ ρξεηάδεηαη λα θάλνπκε είλαη λα γξάςνπκε ζηελ ηύρε κηζή γξακκή θαη 

λα ηελ εξκελεύζνπκε γεσκεηξηθά. Ζ γεσκεηξηθή εξκελεία είλαη κηα πνιύ απιή 

δηαδηθαζία. 

Οη πξνηάζεηο πνπ δεκηνπξγνύληαη κε απηήλ ηελ δηαδηθαζία κπνξεί λα είλαη γλσζηέο 

κπνξεί όκσο λα είλαη λέεο. Κάπνηεο κπνξεί λα είλαη πξνθαλείο, θάπνηεο λα 

απνδεηθλύνληαη εύθνια, θάπνηεο όκσο κπνξεί λα απνδεηθλύνληαη δύζθνια κε ηελ 

θιαζηθή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. 

Γείρλνπκε εύθνιεο εθαξκνγέο γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο εξγαζίαο. 

 

΢ην 2
ν
 θεθάιαην δείρλνπκε πσο απνδεηθλύνληαη ζπγθεθξηκέλεο πξνηάζεηο. Οη πξνηάζεηο 

πνπ επηιέμακε εδώ απνδεηθλύνληαη δύζθνια ή πνιύ δύζθνια κε ηελ θιαζηθή Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία. Με ηε ρξήζε κόλν ησλ δύν ηδηνηήησλ ησλ ΢.Π νη απνδείμεηο απηώλ ησλ 

δύζθνισλ πξνηάζεσλ δελ ππεξβαίλνπλ ηηο 2 γξακκέο. 
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΢ηα επόκελα, όια ηα ππάξρνληα ζεκεία ζα ζεσξνύκε όηη αλήθνπλ ζην ίδην επίπεδν Π θαη 

απηό δε ζα αλαθέξεηαη. 

 

Έλα βαζηθό πιενλέθηεκα ηεο κεζόδνπ πνπ πεξηγξάθνπκε είλαη ην όηη όιεο νη απνδείμεηο  

πνπ αθνινπζνύλ είλαη αλεμάξηεηεο ηεο ζέζεο ησλ δηαθόξσλ ζεκείσλ πάλσ ζην επίπεδν 

κε απνηέιεζκα λα ηζρύνπλ γεληθόηεξα θαη όρη κόλν ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθάζηνηε 

ζρήκαηνο. 

Έηζη κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε δηάθνξεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο, νη νπνίεο κε ηελ 

θιαζηθή Δπθιείδεηα γεσκεηξία ζα ρξεηάδνληαλ μερσξηζηή απόδεημε γηα ηελ θάζε 

πεξίπησζε δηαθνξεηηθνύ ζρήκαηνο. 

 

Γηα ηελ ηαύηηζε δύν ζεκείσλ Α ≡ Β ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ πην απιό ζπκβνιηζκό Α = Β 

θαη ζα δηαβάδνπκε Α ίζνλ Β. 

 

Χρ μονάδα μέηπηζηρ ηυν γυνιών θα σπηζιμοποιήζοςμε ηη μοίπα.  

 

  



Οπιζμόρ ΢ημειακήρ Ππάξηρ (΢.Π) 

Έζησ ι , ζ  .  

Ολνκάδνπκε ΢ημειακή Ππάξη (λ , θ) ζην Π ηελ απεηθόληζε f: Π Υ Π  Π κε ηελ νπνία 

ε εηθόλα ηνπ δεύγνπο (Α , Β)  Π Υ Π είλαη ην ζεκείν Γ ηνπ Π ην νπνίν νξίδεηαη σο 

εμήο:  

Έζησ Β ην νκνηόζεην ηνπ Β κε θέληξν 

ην Α θαη ιόγν ι (ι > 0 ή ι < 0 ή ι = 0), 

δει. ΑΒ ι ΑΒ . Σόηε ην ζεκείν Γ 

είλαη ε ζηξνθή ηνπ Β κε θέληξν ην Α θαη 

γσλία ζηξνθήο ζ (ζ > 0 ή ζ < 0 ή ζ = 0). 

Γειαδή κηα ΢.Π είλαη ζύλζεζε δύν 

κεηαζρεκαηηζκώλ. Μηαο νκνηνζεζίαο θαη 

κηαο ζηξνθήο. 

Μηα ηέηνηα πξάμε ζα ζπκβνιίδεηαη κε o ή 

*. 

Γξάθνπκε δειαδή Α o Β = Γ όπνπ  

o = (ι , ζ). 

Αληί λα ιέκε όηη ε εηθόλα ηνπ δεύγνπο (Α,Β) όηη είλαη ην ζεκείν Γ, ιέκε επίζεο πην απιά 

όηη ε εηθόλα ηνπ Β κε θέληξν ην Α θαη ΢.Π ηελ ν είλαη ην ζεκείν Γ. 

 

Δίλαη θαλεξό όηη: 

 

 Ζ εηθόλα ηνπ δεύγνπο (Α , Β) είλαη ε ίδηα θαη αλ αληηζηξαθεί ε ζεηξά ησλ 

κεηαζρεκαηηζκώλ (δει. εθαξκνζηεί πξώηα ε ζηξνθή θαη θαηόπηλ ε νκνηνζεζία). 

 

 Αλ ζ = 0,  ε πξάμε (ι,ζ) είλαη ε νκνηνζεζία κε θέληξν Α θαη ιόγν ι θαη ε εηθόλα 

ΑνΒ είλαη ην νκνηόζεην ηνπ Β κε θέληξν Α θαη ιόγν ι, δει. είλαη ην ζεκείν Β′. 

 

 Αλ ι=1, ε πξάμε (ι,ζ) είλαη ζηξνθή θαη ε εηθόλα ΑνΒ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Β γύξσ 

από ην Α θαηά γσλία ζ. 

 

Γειαδή ε νκνηνζεζία θαη ε ζηξνθή είλαη εηδηθέο πεξηπηώζεηο ΢.Π.  

 

Ηζρύεη πξνθαλώο  Α o Α = Α γηα θάζε ζεκείν Α ηνπ Π θαη γηα θάζε ΢.Π ν. 

 



Μηα εηδηθή, αιιά πνιύ ζπλεζηζκέλε ΢.Π είλαη ε  o 
1

( ,0)
2

θαηά ηελ νπνία ε εηθόλα ηνπ 

δεύγνπο (Α , Β) θαη ηνπ (Β, Α) είλαη ην κέζν Μ ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. Γει. 

 

Α ο Β = Β ο Α = μέζο ηος ημήμαηορ ΑΒ      

 

Ζ αιήζεηα ηεο ηζόηεηαο απηήο είλαη πξνθαλήο 

 

Ηζρύνπλ ηώξα νη παξαθάησ δύν βαζηθέο ηδηόηεηεο: 

 

Αν ο = (λ, θ)  και  * = (μ, υ)  είναι δύο οποιεζδήποηε ΢.Π και Α, Β, Γ, Γ ηςσαία 

ζημεία, ηόηε  

 

1) Α o (Β * Γ) = (Α o Β) * (Α o Γ)  και 

    (Β * Γ) o Α = (Β o Α) * (Γ o Α)        (Η) 

 

δειαδή νπνηαδήπνηε ΢.Π είλαη επηκεξηζηηθή σο πξνο νπνηαδήπνηε άιιε ΢.Π θαη από 

αξηζηεξά θαη από δεμηά.  

 

2) (Α o Β) * (Γ o Γ) = (Α * Γ) o (Β * Γ)     (ΗΗ) 

 

΢ηελ ηδηόηεηα απηή ελαιιάμακε ζην 2
ν
 κέινο ηα κεζαία γξάκκαηα Β θαη Γ θαη επίζεο 

ελαιιάμακε ηηο πξάμεηο ν θαη * 

 

΢ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο Η θαη ΗΗ δελ απνθιείεηαη ε πξάμε * λα είλαη  ίδηα κε ηελ πξάμε ν.  

 

Μηα γεσκεηξηθή απόδεημε ησλ παξαπάλσ ηδηνηήησλ Η θαη ΗΗ ζα απαηηνύζε ηε κειέηε 

πνιιώλ πεξηπηώζεσλ (δηάθνξνη ζπλδπαζκνί ησλ ι θαη ζ).  Γηα ηνλ ιόγν απηό δίλνπκε 

ηελ  απόδεημε κε ρξήζε ζπληεηαγκέλσλ ε νπνία θαιύπηεη όιεο ηηο δπλαηέο πεξηπηώζεηο. 

Ζ απόδεημε ησλ παξαπάλσ ηδηνηήησλ βξίζθεηαη ζην ηέινο ηεο εξγαζίαο. 

 

 

Απλούζηεπη γπαθή ηυν ιδιοηήηυν 

 

Απινπζηεύνπκε ηα παξαπάλσ ζύκβνια ησλ πξάμεσλ ώζηε λα θαίλνληαη πην νηθεία θαη 

νη ηδηόηεηεο ησλ πξάμεσλ λα εθαξκόδνληαη κε κεγαιύηεξε επθνιία.  

  

Όηαλ ππάξρεη κηα πξάμε ζα ηελ νλνκάδνπκε “πνιιαπιαζηαζκό”, ζα ηελ ζπκβνιίδνπκε 

γηα επθνιία κε · θαη ζα ηελ δηαβάδνπκε σο “επί”. 

 



Όηαλ ππάξρεη θαη άιιε πξάμε ζα ηελ νλνκάδνπκε “πξόζζεζε”, ζα ηελ ζπκβνιίδνπκε κε 

+ θαη ζα ηελ δηαβάδνπκε σο  “ζπλ”. 

 

Με ηηο παξαδνρέο απηέο νη, νη παξαπάλσ ηδηόηεηεο κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζπληνκόηεξα σο 

εμήο: 

 

Α·(Β + Γ) = (Α·Β) + (Α·Γ)  και 

(Β + Γ)·Α = (Β·Α) + (Γ·Α)         (Η) 

 

(Α + Β)·(Γ + Γ) = (Α·Γ) + (Β·Γ)      (ΗΗ) 

 

Με ηελ παξαδνρή όηη ν “πνιιαπιαζηαζκόο” πξνεγείηαη ηεο “πξόζζεζεο” κπνξνύκε λα 

παξαιείςνπκε θάπνηεο παξελζέζεηο θαη λα γξάςνπκε ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο πην απιά 

σο εμήο: 

 
Α·(Β + Γ) = Α·Β + Α·Γ  και 

(Β + Γ)·Α = Β·Α + Γ·Α         (Η) 

 

(Α + Β)·(Γ + Γ) = Α·Γ + Β·Γ       (ΗΗ) 

 

Θα κπνξνύζακε λα παξαιείςνπκε θαη ην ζύκβνιν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ θαη λα 

γξάθνπκε ΑΒ αληί Α·Β θάλνληαο ηελ γξαθή ησλ ηδηνηήησλ απινύζηεξε, δελ ην θάλνπκε 

όκσο επεηδή ζε θάπνηεο πεξηπηώζεηο ζα πξέπεη λα απνζαθελίδνπκε αλ ην ΑΒ δειώλεη 

ηελ πξάμε Α·Β ή ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ.  

 

Σέινο, επεηδή ε πξάμε 
1

( ,0)
2

   είλαη πνιύ ζπλεζηζκέλε, ζα ηελ γξάθνπκε  γηα ιόγνπο 

απινύζηεπζεο  σο · = (δ, 0), δει. όπνπ ππάξρεη ην γξάκκα δ ζε θάπνηα πξάμε ζα 

ελλνείηαη 
1

δ
2

  

 

Δπηζεκαίλνπκε όηη κε γσλία ζηξνθήο ζην δηάζηεκα [0, 360
ν
) εθηόο από δύν ΢.Π ηηο 

1
( ,0)
2

 θαη 
ν1

( ,180 )
2

  κεηαμύ δύν ζεκείσλ Α θαη Β πνπ δίλνπλ ην κέζν ηνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, θακία άιιε πξάμε δελ είλαη αληηκεηαζεηηθή. Δδώ δελ ζα καο 

απαζρνιήζεη ε απόδεημή ηεο. Σν κόλν πνπ ζα ρξεηαζηνύκε ζηελ παξνπζίαζε απηή είλαη 

όηη γηα ηελ πξάμε · =
1

( ,0)
2

 ηζρύεη ην πξνθαλέο Α·Β = Β·Α = κέζν ηνπ επζ. ηκήκαηνο ΑΒ 

γηα θάζε δεύγνο ζεκείσλ Α θαη Β. 



 

Δπίζεο νη ΢.Π δελ είλαη πξνζεηαηξηζηηθέο. 

 

΢ηε ζπλέρεηα ηεο παξνπζίαζεο ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηειεπηαία απινύζηεξε κνξθή 

γξαθήο ησλ ηδηνηήησλ Η, ΗΗ. 

 

 

  



 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1
ο
 

 

ΓΖΜΗΟΤΡΓΗΑ ΚΑΗ ΣΑΤΣΟΥΡΟΝΖ ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΝΔΧΝ 

ΓΔΧΜΔΣΡΗΚΧΝ ΠΡΟΣΑ΢ΔΧΝ 

 

 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηώξα ηηο ηδηόηεηεο Η θαη ΗΗ θαζώο θαη ηελ αληηκεηαζεηηθόηεηα ηεο 

πξάμεο (δ, 0) γηα λα δεκηνπξγήζνπκε θαη λα απνδείμνπκε λέεο πξνηάζεηο. 

 

Όπσο είπακε ζηελ αξρή ηεο παξνπζίαζεο, γηα ηε δεκηνπξγία ηέηνησλ πξνηάζεσλ ην κόλν 

πνπ έρνπκε λα θάλνπκε είλαη λα γξάςνπκε κηα από ηηο ζρέζεηο Η θαη ΗΗ ρξεζηκνπνηώληαο 

ηπραία ζεκεία θαη ηπραίεο ΢.Π θαη λα ηελ εξκελεύζνπκε γεσκεηξηθά.  

 

Παπαδείγμαηα 

1)  Παίξλνπκε ζηελ ηύρε 4 ζεκεία Α, Β, Γ, Γ, νξίδνπκε ηελ πξάμε · = (δ, 0) = 
1

( ,0)
2

  θαη 

εθαξκόδνπκε ηελ ηδηόηεηα ΗΗ. 

 

Ηζρύεη:  (Α·Β)·(Γ·Γ)=(Α·Γ)·(Β·Γ)       (1) 

 

Δξκελεύνπκε ηώξα γεσκεηξηθά ηα δύν κέιε ηεο (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Α·Β είλαη ην κέζν Δ ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ 

Σν Γ·Γ είλαη ην κέζν Ζ ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Α·Γ είλαη ην κέζν Θ ηνπ ηκήκαηνο ΑΓ 

Σν Β·Γ είλαη ην κέζν Ε ηνπ ηκήκαηνο ΒΓ 

 

Ζ ζρέζε (1) ινηπόλ γξάθεηαη: Δ·Ζ = Θ·Ε 

Σν Δ·Ζ είλαη ην κέζν ηνπ ηκήκαηνο ΔΖ θαη ην 

Θ·Ε είλαη ην κέζν ηνπ ΘΕ. 

΢πκπεξαίλνπκε έηζη όηη ηα ηκήκαηα ΔΖ θαη ΘΕ δηρνηνκνύληαη. 

 



Αλ Η θαη Κ είλαη ηα κέζα ησλ ηκεκάησλ ΑΓ θαη ΒΓ θαη πάξνπκε ηε ζρέζε (Α·Β)·(Γ·Γ) = 

(Α·Γ)·(Β·Γ) θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη ηα ηκήκαηα ΔΖ θαη ΗΚ δηρνηνκνύληαη.  

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

  

Αν  Α, Β, Γ, Γ είναι 4 οποιαδήποηε ζημεία και Δ, Ε, Ζ, Θ, Η, Κ ηα μέζα ηυν 

ημημάηυν ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ, ΑΓ και ΒΓ ανηίζηοισα, ηόηε ηα ημήμαηα ΔΖ, ΘΕ και ΗΚ 

δισοηομούνηαι. 

 

Από ηελ παξαπάλσ απόδεημε πξνθύπηεη όηη δελ είλαη απαξαίηεην ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ λα 

είλαη θνξπθέο θπξηνύ ηεηξαπιεύξνπ όπσο 

ζην παξαπάλσ ζρήκα, αιιά 4 νπνηαδήπνηε 

ζεκεία. Μπνξεί αθόκε 3 ή θαη ηα 4 ζεκεία λα 

είλαη ζπλεπζεηαθά. 

΢ην δηπιαλό ζρήκα ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη 

ζπλεπζεηαθά, αιιά ε πξόηαζε ζπλερίδεη λα 

ηζρύεη. 

  



2)  Έζησ ην ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη νη  ΢.Π + = (1, 60
ν
)  θαη  · = (1, 90

ν
) 

Δθαξκόδνπκε ηε ζρέζε ΗΗ σο εμήο: 

 

(Β+Γ)·(Γ+Β) = Β·Γ+Γ·Β        (1) 

 

Δξκελεύνπκε ηώξα γεσκεηξηθά ηε ζρέζε (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Β+Γ είλαη ε ζηξνθή ηνπ ζεκείνπ Γ γύξσ από ην Β θαηά ηε ζεηηθή θνξά θαη γσλία 

60
ν
, δει. είλαη ην ζεκείν Α θαη ην Γ+Β είλαη ε θνξπθή Λ ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΓΒΛ 

ηνπ ζρήκαηνο.  

Σν 1
ν
 κέινο είλαη ηώξα ην Α·Λ πνπ είλαη ην ζεκείν Ζ πνπ είλαη ε ζηξνθή ηνπ ζεκείνπ Λ 

γύξσ από ην Α θαηά ηελ ζεηηθή θνξά θαηά γσλία 90
ν
, δει. ΑΖ =ΑΛ 

 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Β·Γ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Γ 

γύξσ από ην ζεκείν Β θαηά 90
ν
 

θαηά ηε ζεηηθή θνξά, δει. ην 

ζεκείν Δ πνπ βξίζθεηαη αλ 

θέξνπκε ηελ θάζεηε ζηελ πιεπξά 

ΒΓ ζην ζεκείν Β θαη πάξνπκε 

πάλσ ζ’ απηήλ ηκήκα ΒΔ = ΒΓ.  

Σν Γ·Β είλαη ην ζεκείν Ε ηνπ 

ζρήκαηνο πνπ βξίζθεηαη 

θέξλνληαο ηελ θάζεηε ζηελ ΒΓ 

ζην ζεκείν Γ θαη παίξλνληαο 

πάλσ ζ’ απηήλ ηκήκα ΓΕ = ΒΓ. 

 

Δπνκέλσο ε πξνεγνύκελε ζρέζε 

γξάθεηαη Ζ = Δ+Ε 

Σν 2
ν
 κέινο ηεο ηζόηεηαο απηήο είλαη ε ηξίηε θνξπθή ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ κε 

πιεπξά ηελ ΔΕ πνπ πξνέθπςε κε πεξηζηξνθή ηνπ Ε γύξσ από ην Δ θαηά 60
ν
. 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

 

Γίνεηαι ιζόπλεςπο ηπίγυνο ΑΒΓ και ηο ύτορ ηος ΑΓ. Φέπνοςμε ηιρ κάθεηερ ζηην 

πλεςπά ΒΓ ζηα ζημεία Β και Γ όπυρ ζηο ζσήμα και πάνυ ζ’ αςηέρ παίπνοςμε 

ημήμαηα ΒΔ = ΓΕ = ΒΓ. Φέπνοςμε επίζηρ ηην κάθεηη ζηην ΑΓ ζηο ζημείο Α και 

πάνυ ζ’ αςηήν παίπνοςμε ημήμα ΑΖ = 2ΑΓ όπυρ ζηο ζσήμα. Σόηε ηο ηπίγυνο ΔΕΖ 

είναι ιζόπλεςπο. 

  



3)  Έζησ ην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη νη ΢.Π  +  = (1, 90
ν
)  θαη · = (1, 60

ν
) 

 

Ηζρύεη:  (Β+Α)·(Α+Γ) = Β·Α+Α·Γ                      (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Β+Α είλαη ε θνξπθή Γ ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΔ ηνπ ζρήκαηνο, ην Α+Γ είλαη ε θνξπθή 

Θ ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΓΖΘ ηνπ ζρήκαηνο. 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Β·Α είλαη ε θνξπθή Ε ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΒΑΕ ηνπ ζρήκαηνο θαη ην Α·Γ είλαη 

ε θνξπθή Κ ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΑΓΚ ηνπ ζρήκαηνο. 

Σν 2
ν
 κέινο ηεο (1) είλαη ηώξα ην Ε+Κ πνπ είλαη ε θνξπθή Μ ηνπ ηεηξαγώλνπ ΕΚΛΜ 

ηνπ ζρήκαηνο. 

 

Δπνκέλσο ε (1) γίλεηαη: Γ·Θ = Μ 

Ζ ηειεπηαία ζρέζε ζεκαίλεη όηη 

ην Μ είλαη ε ηξίηε θνξπθή ηνπ 

ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ηνπ 

ζρήκαηνο κε πιεπξά ηε ΓΘ. 

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη 

ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο 

πξόηαζε: 

 

Δξυηεπικά ηπιγώνος ΑΒΓ 

καηαζκεςάζοςμε ηα ηεηπάγυνα 

ΑΒΓΔ, ΑΓΖΘ και ηα ιζόπλεςπα 

ηπίγυνα ΑΒΕ και ΑΓΚ ηος 

ζσήμαηορ. Καηαζκεςάζοςμε 

επίζηρ ηο ηεηπάγυνο ΕΚΛΜ 

ηος ζσήμαηορ. Σόηε ηο ηπίγυνο 

ΓΘΜ είναι ιζόπλεςπο. 

 

΢ΖΜΔΗΧ΢Ζ 

Σα Α, Β, Γ δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη θνξπθέο ηξηγώλνπ. Μπνξνύλ λα είλαη θαη 

ζπλεπζεηαθά. Γελ έρεη επίζεο ζεκαζία ε δηάηαμή ηνπο πάλσ ζηελ επζεία. Αξθεί νη 

πεξίκεηξνη ησλ ηεηξαγώλσλ θαη ησλ ηζνπιεύξσλ ηξηγώλσλ λα δηαγξάθνληαη θαηά ηελ 

ίδηα θνξά πνπ έρνπλ δηαγξαθεί θαη ζην ηξίγσλν. Όπσο εμεγήζακε ε πξόηαζε πάιη 

ηζρύεη.  



΢ην παξαθάησ ζρήκα ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά αιιά ε πξόηαζε ζπλερίδεη λα 

ηζρύεη. 

  



4)  ΢ε θύθιν Ο παίξλνπκε ηα δηαδνρηθά ηόμα νΑΒ 90   θαη νΒΓ 60   

Οξίδνπκε ηηο πξάμεηο  + = (1, 90
ν
) θαη · = (1, 60

ν
)   

Με ηηο πξάμεηο απηέο είλαη: Ο+Α = Β θαη Β·Γ = Ο 

Δθαξκόδνπκε ηε ζρέζε  

 

(Ο+Α)·Γ = Ο·Γ+Α·Γ         (1) 

 

Δξκελεύνπκε γεσκεηξηθά ηα δύν κέιε ηεο (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν 1
ν
 κέινο ηεο ζρέζεο απηήο είλαη ην ζεκείν Β·Γ = Ο 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Ο·Γ είλαη ην ζεκείν Γ ηνπ θύθινπ, ηέηνην ώζηε   

Σν Α·Γ είλαη ε θνξπθή Δ ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΑΓΔ. 

 

Έηζη ε ζρέζε (1) γξάθεηαη Ο = Γ+Δ 

Απηό ζεκαίλεη όηη ΓΟ = ΓΔ , άξα 

ε ΔΓ είλαη εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ 

θαη ίζε κε ηελ αθηίλα ηνπ. 

Αθόκε, από ηελ ηζόηεηα ησλ 

ηξηγώλσλ ΟΑΒ θαη ΟΓΔ πξνθύπηεη 

όηη ΟΔ = ΑΒ 

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη 

ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο 

πξόηαζε: 

 

΢ε κύκλο Ο ακηίναρ R δίνονηαι ηα 

διαδοσικά ηόξα  , 

 ,  . 

Καηαζκεςάζοςμε ηο ιζόπλεςπο ηπίγυνο ΑΓΔ ηος ζσήμαηορ. Σόηε η ΔΓ είναι 

εθαπηομένη ηος κύκλος,  ΔΓ = R και ΟΔ = ΑΒ 

 

 

νΓΟΓ 60

ο
ΑΒ 90

ο
ΒΓ 60 ο

ΓΓ 60



5)  Έζησ ην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη νη ΢.Π  + = (δ, 0
ν
) θαη · = (1, 90

ν
) 

Γηα ηπραίν ζεκείν Υ ηζρύεη  (Β+Υ)·Α=Β·Α+Υ·Α. Παίξλνπκε σο Υ ην Α·Γ. Έρνπκε 

δειαδή  

  

(Β+Α·Γ)·Α=Β·Α+(Α·Γ)·Α        (1) 

 

Δξκελεύνπκε ηώξα γεσκεηξηθά ηα δύν κέιε ηεο (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Α·Γ είλαη ε θνξπθή Ζ ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΓΕΖ ηνπ ζρήκαηνο. 

Σν Β+Α·Γ = Β+Ζ είλαη ην κέζν Η ηνπ ηκήκαηνο ΒΖ. 

Σν 1
ν
 κέινο ηεο (1) είλαη ίζν κε Η·Α 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Β·Α είλαη ε θνξπθή Γ 

ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΔ 

ηνπ ζρήκαηνο 

Σν Α·Γ είλαη ε θνξπθή Ζ 

ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΓΕΖ 

ηνπ ζρήκαηνο 

Σν (Α·Γ)·Α = Ζ·Α είλαη 

ην ζεκείν Ε. 

Σν 2
ν
 κέινο ινηπόλ είλαη 

ην ζεκείν Γ+Ε πνπ είλαη 

ην κέζν Μ ηνπ ηκήκαηνο 

ΓΕ. 

 

Έηζη ε ζρέζε (1) 

γξάθεηαη Η·Α = Μ 

Σν Μ ινηπόλ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Α γύξσ από ην Η θαηά ηε ζεηηθή θνξά θαηά γσλία 90
ν
, 

δει. ΗΜ= ΗΑ πνπ ζεκαίλεη όηη ην ηξίγσλν ΗΑΜ είλαη νξζνγώλην ζην Η θαη ηζνζθειέο. 

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

 

Γίνεηαι ηπίγυνο ΑΒΓ και ηα ηεηπάγυνα ΑΒΓΔ και ΑΓΕΖ εκηόρ αςηού. Αν Μ και Η 

είναι ηα μέζα ηυν ΓΕ και ΒΖ ανηίζηοισα ηόηε ηο ηπίγυνο ΗΑΜ είναι οπθογώνιο και 

ιζοζκελέρ.  

 

Όπσο εμεγήζακε δελ είλαη απαξαίηεην ηα Α, Β, Γ λα είλαη θνξπθέο ηξηγώλνπ. Μπνξνύλ 

λα είλαη θαη ζπλεπζεηαθά, αξθεί νη πεξίκεηξνη ησλ ηεηξαγώλσλ θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο 



λα δηαγξάθνληαη θαηά ηελ ίδηα θνξά.  

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά, αιιά ε πξόηαζε ζπλερίδεη λα 

ηζρύεη. 

  



6)  Έζησ ηπραίν ηξίγσλν ΑΒΓ. Καηαζθεπάδνπκε εμσηεξηθά ηνπ ηα ηζόπιεπξα ηξίγσλα 

ΑΒΓ θαη ΑΓΔ. Θεσξνύκε ηελ πξάμε · = (1, 60
ν
)  ζρεηηθή κε ηελ θαηαζθεπή. 

Με ηελ πξάμε απηή είλαη Β·Α = Γ θαη Α·Γ=Δ 

Θεσξνύκε θαη ηελ πξάμε + = (δ, 0
ν
)  (ηπραία, αιιά πνιύ ζπλεζηζκέλε) θαη εθαξκόδνπκε 

ηε ζρέζε 

  

 (Β+Α)·(Α+Γ)  = Β·Α+Α·Γ            (1) 

 

Δξκελεύνπκε ηώξα γεσκεηξηθά ηα δύν κέιε ηεο (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Β+Α είλαη ην κέζν Κ ηνπ ΑΒ θαη ην Α+Γ είλαη ην κέζν Λ ηνπ ΑΓ. 

Έηζη ην 1
ν
 κέινο είλαη ίζν κε Κ·Λ 

 

2
ο
 μέλορ 

Δίλαη Β·Α = Γ θαη Α·Γ = Δ 

Άξα ην 2
ν
 κέινο ηεο (1) είλαη ίζν κε Γ+Δ 

ην νπνίν είλαη ην κέζν Μ ηνπ ηκήκαηνο 

ΓΔ. 

 

Ζ ζρέζε (1) ηώξα γξάθεηαη  Κ·Λ = Μ  

Σν Κ·Λ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Λ γύξσ από ην 

Κ θαηά ηε ζεηηθή θνξά θαηά γσλία 60
ν
, 

δει. είλαη ε ηξίηε θνξπθή ηνπ ηζνπιεύξνπ 

ηξηγώλνπ κε πιεπξά ηελ ΚΛ. 

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

 

Γίνεηαι ηπίγυνο ΑΒΓ. Δξυηεπικά ηος 

καηαζκεςάζοςμε ηα ιζόπλεςπα ηπίγυνα ΑΒΓ και 

ΑΓΔ. Αν Κ , Λ και Μ είναι ηα μέζα ηυν ΑΒ, ΑΓ 

και ΓΔ ανηίζηοισα, ηόηε ηο ηπίγυνο ΚΛΜ είναι 

ιζόπλεςπο. 

 

Ζ ίδηα απόδεημε ηζρύεη θαη αλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ 

είλαη ζπλεπζεηαθά κε νπνηαδήπνηε δηάηαμε, αξθεί νη 

πεξίκεηξνη ησλ ηζνπιεύξσλ ηξηγώλσλ ζηηο δύν 

πεξηπηώζεηο λα δηαγξάθνληαη θαηά ηελ ίδηα θνξά. 

΢ην δηπιαλό ζρήκα, ε ίδηα άζθεζε κε ηα ζεκεία Α, 

Β, Γ ζπλεπζεηαθά. 



7)  Έζησ ηπραίν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα ηεηξάγσλα ΑΒΓΔ θαη ΑΓΕΖ εθηόο απηνύ.  

Θεσξνύκε ηελ ΢.Π · = (1, 90
ν
)  ζρεηηθή κε ην ζρήκα.  

΢ύκθσλα κε ηελ πξάμε απηή είλαη Β·Α = Γ θαη Α·Γ = Ζ 

Θεσξνύκε θαη ηελ ΢.Π  + = (δ, 0
ν
) 

Δθαξκόδνπκε ηε ζρέζε ΗΗ  γηα ηα ζεκεία Α, Β, Γ σο εμήο:  

 

 (Β+Α)·(Α+Γ) = Β·Α+Α·Γ         (1) 

 

Δξκελεύνπκε ηώξα ηελ (1) 

γεσκεηξηθά. 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Β+Α είλαη ην κέζν Κ ηνπ 

ΑΒ θαη ην Α+Γ είλαη ην κέζν 

Λ ηνπ ΑΓ 

Σν 1
ν
 κέινο ηεο (1) είλαη ηώξα 

ην Κ·Λ 

 

2
ο
  μέλορ 

Δίλαη Β·Α = Γ θαη Α·Γ = Ζ 

Σν 2
ν
 κέινο ηεο (1) είλαη 

ινηπόλ ην Γ+Ζ  πνπ είλαη ην κέζν Μ ηνπ ηκήκαηνο ΓΖ. 

 

Ζ (1) ηώξα γξάθεηαη  Κ·Λ = Μ  

Σν Κ·Λ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Λ γύξσ από ην Κ θαηά ηε ζεηηθή θνξά θαηά γσλία 90
ν
 

πνπ ζεκαίλεη όηη ΚΜ  = ΚΛ  

Δπεηδή  , δεκηνπξγήζακε  θαη ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

 

Γίνεηαι ηπίγυνο ΑΒΓ. Καηαζκεςάζοςμε εξυηεπικά ηος ηα ηεηπάγυνα ΑΒΓΔ και 

ΑΓΕΖ. Αν Κ και Μ είναι ηα μέζα ηυν ημημάηυν ΑΒ, και ΓΖ ανηίζηοισα, ηόηε ηο 

ΜΚ είναι κάθεηο ζηο ΒΓ και ίζο με ηο μιζό ηος. 

 

Ζ ίδηα απόδεημε ηζρύεη θαη αλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά κε νπνηαδήπνηε 

δηάηαμε, αξθεί νη πεξίκεηξνη ησλ ηεηξαγώλσλ θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο λα δηαγξάθνληαη 

θαηά ηελ ίδηα θνξά. 

  

ΒΓ
ΚΛ / /

2




8)  ΢ηνλ θύθιν Ο ηνπ ζρήκαηνο έρνπκε δύν ηόμα νΑΒ ΓΓ 60  . Οξίδνπκε κηα πξάμε · 

=   (1, 60
ν
)

   
ώζηε Α·Β=Ο θαη Γ·Γ=Ο 

Δθαξκόδνπκε ηε ζρέζε ΗΗ σο εμήο  

 

(Α·Β)·(Γ·Γ) = (Α·Γ)·(Β·Γ)        (1) 

 

Δξκελεύνπκε γεσκεηξηθά ηελ (1)  

 

1
ο
 μέλορ 

Σν 1
ν
 κέινο ηεο είλαη ην Ο·Ο = Ο 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Α·Γ είλαη ε θνξθή Ε ηνπ ηζνπιεύξνπ 

ηξηγώλνπ ΑΓΕ ηνπ ζρήκαηνο. 

Σν Β·Γ είλαη ε θνξπθή Δ ηνπ ηζνπιεύξνπ 

ηξηγώλνπ ΒΓΔ ηνπ ζρήκαηνο. 

 

Έηζη ε ζρέζε (1) γξάθεηαη: Ο = Ε·Δ. 

Σν Ε·Δ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Δ γύξσ από ην 

Ε θαηά ηελ ζεηηθή θνξά θαη γσλία 60
ν
. 

Απηό ζεκαίλεη όηη ην ηξίγσλν ΟΕΔ είλαη 

ηζόπιεπξν. 

 

Γεκηνπξγήζακε  δει. θαη ηαπηόρξνλα 

απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

 

΢ε κύκλο Ο παίπνοςμε ηα ζημεία Α, Β, Γ, Γ ώζηε ο
ΑΒ ΓΓ 60   και ηα ηόξα ΑΒ   

και ΓΓ  να διαγπάθονηαι καηά ηην ίδια θοπά. Καηαζκεςάζοςμε ηα ιζόπλεςπα 

ηπίγυνα ΑΓΕ και ΒΓΔ ηος ζσήμαηορ. Σόηε ηο ηπίγυνο ΟΔΕ είναι ιζόπλεςπο. 

 

΢ΖΜΔΗΧ΢Ζ 

Από ηελ απόδεημε πξνθύπηεη όηη ε ζρεηηθή ζέζε ησλ ζεκείσλ Α, Β, Γ, Γ κπνξεί λα είλαη 

νπνηαδήπνηε κε κόλν θξηηήξην όηη ηα ηόμα ΑΒ  θαη ΓΓ  πξέπεη λα δηαγξάθνληαη θαηά ηελ 

ζεηηθή θνξά ώζηε λα ηζρύεη Α·Β = Ο θαη Γ·Γ = Ο  



΢ην ίδην ζρήκα θαη κε ηελ ίδηα πξάμε · = (1, 60
ν
)  ρξεζηκνπνηνύκε ηώξα ηε ζρέζε  

 

(Α·Γ)·(Β·Γ)=(Α·Β)·(Γ·Γ)        (1) 

 

Δξκελεύνπκε γεσκεηξηθά ηα δύν κέιε ηεο (1) 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Α·Γ είλαη ε θνξπθή Ε ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΑΓΕ ηνπ ζρήκαηνο 

Σν Β·Γ είλαη ε θνξπθή Ζ ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΒΓΖ ηνπ ζρήκαηνο 

Σν 1
ν
 κέινο ηεο (1) ινηπόλ είλαη ην ζεκείν Ε·Ζ πνπ είλαη ε ηξίηε θνξπθή Θ ηνπ 

ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΕΖΘ. 

 

2
ο
 μέλορ 

Σν Α·Β είλαη ην ζεκείν Ο 

Σν Γ·Γ είλαη ε ηξίηε θνξπθή Δ 

ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΓΓΔ 

 

Έηζη ε ζρέζε (1) γξάθεηαη Θ = 

Ο·Δ  

Ζ ηειεπηαία ηζόηεηα ζεκαίλεη όηη 

θαη ην ηξίγσλν ΟΔΘ είλαη 

ηζόπιεπξν. 

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη 

ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο 

πξόηαζε: 

 

΢ε κύκλο Ο δίνονηαι ηα ζημεία Α, Β, Γ, Γ ώζηε ηα ηόξα ΑΒ  και ΓΓ  να 

διαγπάθονηαι καηά ηην ίδια θοπά και ο
ΑΒ ΓΓ 60  . 

Καηαζκεςάζοςμε ηα ιζόπλεςπα ηπίγυνα ΑΓΕ, ΒΓΖ, ΓΓΔ και ΕΖΘ ηος ζσήμαηορ. 

Σόηε ηο ηπίγυνο ΟΔΘ είναι ιζόπλεςπο. 

 

  



9)  Αο πάξνπκε δύν όκνηα θαη ηζνζθειή ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΓΔ όπσο ζην ζρήκα θαη 

έζησ  Α Γ σ  . Οξίδνπκε κηα πξάμε · = (1, σ) ώζηε Α·Β = Γ θαη Γ·Γ = Δ.  

Οξίδνπκε αθόκε κηα πξάμε + = (δ, 0)  θαη αο πάξνπκε ηε ζρέζε 

  

(Α+Γ)·(Β+Γ) = Α·Β+Γ·Γ        (1) 

 

Δξκελεύνπκε γεσκεηξηθά ηελ παξαπάλσ ζρέζε. 

 

1
ο
 μέλορ 

Σν Α+Γ είλαη ην κέζν Ε ηνπ ηκήκαηνο ΑΓ 

Σν Β+Γ είλαη ην κέζν Ζ ηνπ ηκήκαηνο ΒΓ 

 

 

2
ο
 μέλορ 

Δίλαη ίζν κε Γ+Δ όπσο εμεγήζακε θαη είλαη ην 

κέζν Θ ηνπ ΓΔ. 

 

Έηζη ε ζρέζε (1) γξάθεηαη: Ε·Ζ = Θ 

Σν  Ε·Ζ είλαη ε ζηξνθή ηνπ Ζ γύξσ από ην Ε 

θαηά γσλία σ, δει. ΕΖ = ΕΘ θαη ΖΕΘ σ    

Δπνκέλσο ην ηξίγσλν ΕΖΘ είλαη ηζνζθειέο θαη 

όκνην κε ην ΑΒΓ. 

 

Γεκηνπξγήζακε δει. θαη ηαπηόρξνλα απνδείμακε ηελ εμήο πξόηαζε: 

 

΢ηο παπαπάνυ ζσήμα ηα ιζοζκελή ηπίγυνα ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ΓΓΔ (ΓΓ=ΓΔ) είναι 

όμοια. Αν Ε, Ζ, Θ είναι ηα μέζα ηυν ΑΓ, ΒΓ και ΓΔ ανηίζηοισα ηόηε ηο ηπίγυνο 

ΕΖΘ είναι όμοιο με ηο ΑΒΓ. 

 

  



 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2
ο
  

ΑΠΟΓΔΗΞΔΗ΢ ΓΔΧΜΔΣΡΗΚΧΝ ΠΡΟΣΑ΢ΔΧΝ 

 

Με ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνύλ δείρλνπκε πσο κπνξνύκε λα απνδείμνπκε 

δηάθνξεο γεσκεηξηθέο πξνηάζεηο. 

 

10)  Σο εςθ. ημήμα πος  ζςνδέει ηα μέζα δύο πλεςπών ηπιγώνος είναι παπάλληλο 

ππορ ηην ηπίηη πλεςπά και ίζο με ηο μιζό ηηρ. 

 

Απόδειξη 

Έζησ Ε θαη Δ ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη ΑΓ ηξηγώλνπ ΑΒΓ αληίζηνηρα.  

Θ.δ.ν 
ΒΓ

ΕΔ //
2  

Έζησ Γ ην κέζν ηεο πιεπξάο ΒΓ. Θα απνδείμνπκε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΒΓΔΕ είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη νη δηαγώληεο ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΒΓΔΕ δηρνηνκνύληαη, νπόηε ΕΔ // 

= ΒΓ, δει. 
ΒΓ

ΕΔ / /
2

   

Θεσξνύκε ηε ΢.Π  + = (δ, 0)  

Γηα ηα κέζα Κ θαη Λ ησλ ΒΔ θαη ΓΕ ηζρύεη: Κ =  Β+Δ θαη Λ = Γ+Ε 

Θα απνδείμνπκε όηη  Β+Δ = Γ+Ε       (1) 

Γηα ηα κέζα Γ, Δ, Ε ησλ ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ηζρύεη: Γ = Β+Γ,  Δ = Γ+Α,  Ε = Β+Α 

Ζ (1) ινηπόλ γξάθεηαη  Β+(Γ+Α) = (Β+Γ)+(Β+Α) πνπ ηζρύεη (ηδηόηεηα Η) 

  



11)  Γίνεηαι ηπίγυνο ΑΒΓ και ηα ηεηπάγυνα ηος ζσήμαηορ ΑΒΓΔ και ΑΓΕΖ. Αν Κ 

και Λ είναι ηα κένηπα ηυν ηεηπαγώνυν αςηών και Μ ηο μέζο ηος ΒΓ να αποδεισθεί 

όηι ηο ηπίγυνο ΜΛΚ είναι οπθογώνιο και ιζοζκελέρ. 

 

Απόδειξη 

Θεσξνύκε ηηο πξάμεηο + = (δ, 0) θαη · = (1, 90
ν
) 

Θα απνδείμνπκε όηη Μ·Λ=Κ 

Δίλαη: Μ·Λ = (Β+Γ)·(Α+Ε) = Β·Α+Γ·Ε = Γ+Α = Κ 

  



12)  Δξυηεπικά ηπιγώνος ΑΒΓ καηαζκεςάζοςμε ηα ηεηπάγυνα ΑΒΓΔ και ΑΓΕΖ. Αν 

Ρ, ΢, Σ ηα μέζα ηυν ΑΔ, ΑΖ και ΒΕ ανηίζηοισα, να αποδεισθεί όηι ηο ηπίγυνο ΢ΡΣ 

είναι οπθογώνιο και ιζοζκελέρ. 

 

Απόδειξη 

 
 

Θεσξνύκε ηηο πξάμεηο  + = (δ, 0) θαη · = (1, 90
0
) 

Θα δείμνπκε όηη  ΢·Ρ = Σ 

 

Δίλαη: ΢·Ρ = (Ζ+Α)·(Α+Δ) = Ζ·Α+Α·Δ = Ε+Β = Σ 

  



13)  Δξυηεπικά ηπιγώνος ΑΒΓ καηαζκεςάζοςμε ηα ιζόπλεςπα ηπίγυνα ΑΒΓ και 

ΑΓΔ ηος ζσήμαηορ. Αν Ε, Ζ, Μ είναι ηα μέζα ηυν ΑΓ, ΑΔ και ΒΓ ανηίζηοισα, να 

δεισθεί όηι ηο ηπίγυνο ΜΕΖ είναι ιζόπλεςπο.  

 

Απόδειξη 

Θεσξνύκε ηηο πξάμεηο: + = (δ, 0) θαη · = (1, 60
ν
) 

Θα δείμνπκε όηη Ζ·Ε = Μ  

Δίλαη: Ζ·Ε = (Α+Δ)·(Γ+Α) = Α·Γ+Δ·Α = Β+Γ = Μ 

 

 

 

 

 



14)  Σα ηπίγυνα ΑΒΓ και Α′Β′Γ′ είναι όμοια με Α = Α′, Β = Β′, Γ = Γ′ 

(ηοποθεηημένα με οποιονδήποηε ηπόπο, αλλά με ηον ίδιο πποζαναηολιζμό, δηλ. οι 

πεπίμεηποι Α-Β-Γ και Α′-Β′-Γ′  να διαγπάθονηαι καηά ηην ίδια θοπά). 

Αν  Α′′, Β′′, Γ′′ είναι ηα μέζα ηυν ΑΑ′, ΒΒ′, ΓΓ′  ανηίζηοισα,  να αποδεισθεί όηι και 

ηο ηπίγυνο Α′′Β′′Γ′′ είναι όμοιο με ηο ηπίγυνο ΑΒΓ. 

 

Απόδειξη: 

Έζησ  ΒΑΓ Β Α Γ σ  θαη 

ΑΓ Α Γ
ι

ΑΒ Α Β
 δει. ΑΓ = ι·ΑΒ  θαη 

Α′Γ′ = ι·Α′Β′  

Θεσξνύκε ηηο πξάμεηο: + = (δ, 0) θαη · = 

(ι, σ)  

Θα δείμνπκε όηη  Α′′·Β′′ = Γ′′   

Δίλαη: Α′′·Β′′ = (Α+Α′)·(Β+Β′) =  

Α·Β+Α′·Β′ = Γ+Γ′ = Γ′′  

θαη ε πξόηαζε απνδείρζεθε. 

 

Παπαηήπηζη 

Από ηελ απόδεημε πξνθύπηεη γεληθόηεξα 

όηη ηα ζεκεία Α , Β , Γ  δελ είλαη 

απαξαίηεην λα είλαη ηα κέζα ησλ ΑΑ ,

ΒΒ  θαη ΓΓ , αξθεί λα δηαηξνύλ ηα 

ηκήκαηα απηά ζε ίζνπο ιόγνπο, δει. 

Α Α Β Β Γ Γ

Α Α Β Β Γ Γ
, νπόηε ζα ηζρύεη θαη 

ΑΑ ΒΒ ΓΓ
κ

ΑΑ ΒΒ ΓΓ
. Χο πξάμε + ζα 

ζεσξνύζακε ηόηε ηελ + = (κ, 0). 

 

Ζ παξαπάλσ απόδεημε ηζρύεη θπζηθά θαη αλ θάπνηα ζεκεία ζπκπίπηνπλ.  



Γύν εηδηθέο πεξηπηώζεηο ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο είλαη νη εμήο: 

 

i)  ΢ηο παπακάηυ ζσήμα ηα ηπίγυνα ΑΒΓ και ΓΓΔ είναι όμοια με Α Γ  και 

Β ΓΓΔ  . 

Αν Ε, Ζ, Θ είναι ηα μέζα ηυν ημημάηυν ΑΓ, ΒΓ και ΓΔ ανηίζηοισα, να αποδεισθεί 

όηι ηο ηπίγυνο ΕΖΘ είναι όμοιο με ηο ΑΒΓ. 

 

Δίλαη εηδηθή πεξίπησζε ηεο πξνεγνύκελεο γεληθόηεξεο πξόηαζεο, δηόηη γηα ηα ηξίγσλα 

ΑΒΓ, ΓΓΔ κε νκόινγεο θνξπθέο (Α, Γ), (Β, Γ) θαη (Γ, Δ), νη θνξπθέο Ε, Ζ, Θ ηνπ 

ηξηγώλνπ ΕΖΘ είλαη ηα κέζα ησλ ηκεκάησλ ΑΓ, ΒΓ θαη ΓΔ αληίζηνηρα. 

 

 

 

  



ii)  ΢ε κύκλο είναι εγγεγπαμμένο ηεηπάπλεςπο ΑΒΓΓ ηος οποίος οι διαγώνιοι 

ηέμνονηαι ζηο Δ. Έζηυ Γ′ ηο ζςμμεηπικό ηος Γ υρ ππορ ηη διαγώνιο ΒΓ και Ζ και 

Θ ηα μέζα ηυν ημημάηυν ΑΓ και ΒΓ′.  

Να αποδεισθεί όηι ηα ηπίγυνα ΔΑΒ και ΔΘΖ είναι όμοια. 

 

Πξάγκαηη, ηα ηξίγσλα ΔΑΒ θαη ΔΓΓ είλαη όκνηα. Σν ηξίγσλν ΔΓ′Γ είλαη ίζν κε ην ΔΓΓ.  

Σώξα ζηα όκνηα ηξίγσλα ΔΑΒ θαη ΔΓΓ′ νη νκόινγεο θνξπθέο είλαη νη (Δ, Δ), (Α, Γ) θαη 

(Β, Γ′) θαη νη θνξπθέο Δ, Ζ, Θ ηνπ ηξηγώλνπ ΔΖΘ είλαη ηα κέζα ησλ ηκεκάησλ ΔΔ, ΑΓ 

θαη ΒΓ′ αληίζηνηρα. Έηζη ην ηξίγσλν ΔΖΘ είλαη όκνην κε ην ΔΑΒ. 

  

 
 

Δηδηθή πεξίπησζε ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο είλαη θαη ε άζθεζε 9 πνπ δεκηνπξγήζακε ζην 

1
ν
 κέξνο απηήο ηεο εξγαζίαο. Τπελζπκίδνπκε ην ζρήκα. 

 



15) Γίνεηαι κςπηό ηεηπάπλεςπο ΑΒΓΓ και ηα ζημεία Δ , Ε , Ζ , Θ ηυν πλεςπών ηος 

ΑΒ , ΒΓ , ΓΓ και ΓΑ ανηίζηοισα, ηέηοια ώζηε: 

ΑΔ ΓΖ
λ

ΑΒ ΓΓ
   και 

ΑΘ ΒΕ
μ

ΑΓ ΒΓ
   

Αν ΢ = ΔΖ  ΘΕ, να αποδεισθεί όηι: 
Θ΢

λ
ΘΕ

  και 
Δ΢

μ
ΔΖ

  

 

Δπεηδή 
ΑΔ ΓΖ

ΑΒ ΓΓ
   

ΑΔ ΓΖ

ΑΒ ΑΔ ΓΓ ΓΖ
 

 
 1

ΔΑ ΖΓ
ι

ΔΒ ΖΓ
    

Ζ πξόηαζε κπνξεί λα δηαηππσζεί ηζνδύλακα σο εμήο: 

 

Αν 1

ΔΑ ΖΓ
λ

ΔΒ ΖΓ
   και 1

ΘΑ ΕΒ
μ

ΘΓ ΕΓ
   ηόηε 1

΢Θ
λ

΢Ε
  και 1

΢Δ
μ

΢Ζ
   

 

Με ηελ δεύηεξε γξαθή ε πξόηαζε είλαη πην επθνινκλεκόλεπηε. 

 

Απόδειξη 

Έζησ νη ΢.Π  + = (ι , 0) θαη · = (κ , 0).  

Με ηηο πξάμεηο απηέο είλαη: 

Δ = Α+Β,    Ε = Β·Γ,    Ζ = Γ+Γ,    Θ = Α·Γ       (1) 

Θα απνδείμνπκε όηη ΢ = Θ+Ε   θαη   ΢ = Δ·Ζ   δει.  Δ·Ζ = Θ+Ε  

ή, ιόγσ ησλ ζρέζεσλ (1) πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη: 

(Α+Β)·(Γ+Γ) = Α·Γ + Β·Γ πνπ ηζρύεη (ηδηόηεηα ΗΗ) 

 

Ζ απόδεημε ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο κε ηελ θιαζηθή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία δελ είλαη 

θαζόινπ εύθνιε. 

 

Γενίκεςζη 

Από ηελ απόδεημε πξνθύπηεη όηη ε 

πξόηαζε δελ ηζρύεη κόλν γηα ζεκεία ησλ 

πιεπξώλ ελόο θπξηνύ ηεηξαπιεύξνπ, 

αιιά ε ίδηα αθξηβώο απόδεημε ηζρύεη 

γεληθόηεξα σο εμήο: 

 

Γίνονηαι 4 ζημεία Α, Β, Γ, Γ και ηα 

ζημεία Δ, Ε, Ζ, Θ ηυν εςθειών ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΓ και ΓΑ ανηίζηοισα, ώζηε 

ΑΔ ΓΖ
λ

ΑΒ ΓΓ
   και 

ΑΘ ΒΕ
μ

ΑΓ ΒΓ
  . 



Αν οι εςθείερ ΔΖ και ΘΕ ηέμνονηαι ζηο ΢, ηόηε 
Θ΢ Δ΢

λ και μ
ΘΕ ΔΖ

    

Ηζοδύναμα: Αν 
1

ΔΑ ΖΓ
λ

ΔΒ ΖΓ
  και 

1

ΘΑ ΕΒ
μ

ΘΓ ΕΓ
   και οι εςθείερ ΔΖ και ΘΕ 

ηέμνονηαι ζηο ΢, ηόηε 
1 1

΢Θ ΢Δ
λ και μ

΢Ε ΢Ζ
    

Π.ρ ζην παξαθάησ ζρήκα είλαη 
ΔΑ ΖΓ 1

4ΔΒ ΖΓ
   θαη 

ΘΑ ΕΒ 2

3ΘΓ ΕΓ
    . Οη επζείεο ΔΖ θαη 

ΘΕ ηέκλνληαη ζην ΢ θαη ηζρύεη 
΢Θ 1

4΢Ε
 θαη 

΢Δ 2

3΢Ζ
    

 
 

΢ημείυζη 

Γηα ηελ απνκλεκόλεπζε ηεο πξόηαζεο ζηε γεληθή πεξίπησζε, ζρεδηάδνπκε ηα ζεκεία Α, 

Β, Γ, Γ σο θνξπθέο θπξηνύ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ, ηα ζεκεία ησλ δηαηξέζεσλ ηα θάλνπκε 

εζσηεξηθά ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒΓΓ θαη γξάθνπκε ηε ζρέζε γηα ην θπξηό ηεηξάπιεπξν 

όπσο θάλακε πξηλ ηε γελίθεπζε. Σόηε ε ίδηα ζρέζε ζα ηζρύεη γηα νπνηαδήπνηε δηάηαμε 

ησλ ζεκείσλ Α, Β, Γ, Γ θαη ησλ ζεκείσλ ησλ δηαηξέζεσλ. 

 

΢ην επόκελν ζρήκα, ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά θαη ε πξόηαζε ζπλερίδεη λα 

ηζρύεη. 

΢ην ζρήκα απηό είλαη: 
ΔΑ ΖΓ

2 ι
ΔΒ ΖΓ

     θαη 
ΘΑ ΕΒ

3 κ
ΕΓΘΓ

      

Οη επζείεο ΔΖ θαη ΕΘ ηέκλνληαη ζην ΢ θαη ηζρύεη 
΢Θ

ι 2
΢Ε

    θαη 
΢Δ

κ 3
΢Ζ

     



 



16)  Γίνεηαι ηπίγυνο ΑΒΓ , ηα ζημεία Γ , Ε ηηρ πλεςπάρ ΑΒ και ηα ζημεία Δ , Ζ ηηρ 

πλεςπάρ ΑΓ ηέηοια ώζηε:  
ΒΓ ΑΔ

λ
ΒΑ ΑΓ

  και 
ΒΕ ΑΖ

μ
ΒΑ ΑΓ

  . Αν ΢ είναι ηο ζημείο 

ηομήρ ηυν ΓΔ και ΕΖ να αποδεισθεί όηι: 
Γ΢

μ
ΓΔ

  και 
Ε΢

λ
ΕΖ

  

 

Ζ πξόηαζε κπνξεί λα δηαηππσζεί ηζνδύλακα σο εμήο: 

Αν 1

ΓΒ ΔΑ
λ

ΓΑ ΔΓ
   και 1

ΕΒ ΖΑ
μ

ΕΑ ΖΓ
   ηόηε 1

΢Γ
μ

΢Δ
  και 1

΢Ε
λ

΢Ζ
   

 

Με ηελ δεύηεξε γξαθή ε πξόηαζε είλαη πην επθνινκλεκόλεπηε. 

 

 

Απόδειξη  

Έζησ νη ΢.Π    + = (ι , 0)   θαη   · = (κ , 0). 

Θα απνδείμνπκε όηη ΢ = Γ·Δ θαη ΢ = Ε+Ζ, δει. 

Γ·Δ = Ε+Ζ        (1) 

΢ύκθσλα κε ηηο παξαπάλσ πξάμεηο είλαη:  

Δίλαη: Γ= Β+Α,   Δ = Α+Γ,   Ε = Β·Α  θαη   Ζ = 

Α·Γ 

Ζ (1) ινηπόλ γξάθεηαη:  

(Β+Α)·(Α+Γ) = Β·Α+Α·Γ πνπ ηζρύεη (ηδηόηεηα 

ΗΗ)  

 

Σνλίδνπκε όηη ε πξόηαζε ηζρύεη θαη αλ ηα ζεκεία Γ, Δ, Ε, Ζ δελ είλαη ζεκεία ησλ 

πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ, αιιά ζεκεία ησλ επζεηώλ ησλ πιεπξώλ ηνπο, δηόηη ζηε ζεκεηαθή 

πξάμε (ι, ζ) κπνξεί λα είλαη θαη ι>1 ή ι<0. 

Οη ηδηόηεηεο Η θαη ΗΗ ηζρύνπλ γηα θάζε ΢.Π. 

 

Π.ρ ζην δηπιαλό ζρήκα είλαη: 

ΓB ΔΑ
3 ι

ΓΑ ΔΓ
    θαη 

ΕB ΖΑ 1
κ

2ΕΑ ΖΓ
     

Οη επζείεο ΓΔ θαη ΕΖ ηέκλνληαη ζην ΢ θαη 

ηζρύεη πάιη 
΢Γ 1

κ
2΢Δ

    θαη 
΢Ε

3 ι
΢Ζ

   

 

Με ρξήζε ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζα 

απαηηνύληαλ γηα ηηο δύν απηέο πεξηπηώζεηο 

δύν δηαθνξεηηθέο απνδείμεηο. Καη βέβαηα 



ππάξρνπλ θαη άιια δηαθνξεηηθά ζρήκαηα γηα ηα νπνία ζα απαηηνύληαλ μερσξηζηέο 

απνδείμεηο.  

 

Ζ παξαπάλσ πξόηαζε είλαη ρξήζηκε ζε πνιιέο πεξηπηώζεηο. 

 

΢αλ πόξηζκα ηεο πξόηαζεο απηήο απνδεηθλύνπκε όηη: 

 

Οι διάμεζοι κάθε ηπιγώνος ηέμνονηαι ζηο ίδιο ζημείο πος απέσει από κάθε κοπςθή 

ηα 
2

3
 ηηρ ανηίζηοισηρ διαμέζος. 

 

Απόδειξη 

Έζησ ην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη νη δηάκεζνί ηνπ ΒΔ θαη ΓΕ πνπ ηέκλνληαη ζην ζεκείν Κ.  

΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ΑΒ θαη ΑΓ παίξλνπκε ηα ζεκεία  Ζ θαη Θ αληίζηνηρα, ηέηνηα ώζηε 

ΒΖ = ΒΕ θαη ΓΘ = ΓΔ. 

Σόηε ζην ηξίγσλν ΑΖΘ κε ηα ζεκεία δηαηξέζεσλ Ε θαη Β ζηελ πιεπξά ΑΖ θαη ηα 

αληίζηνηρα ζεκεία Γ θαη Δ ζηελ πιεπξά ΑΘ, έρνπκε: 

ΕΖ ΓΑ
2 ι

ΕΑ ΓΘ
     θαη  

ΒΖ ΔΑ 1
κ

ΒΑ ΔΘ 2
     

΢ύκθσλα κε ηελ παξαπάλσ πξόηαζε, είλαη 

ΚΕ 1
κ

ΚΓ 2
    θαη 

ΚΒ
ι 2

ΚΔ
    

Άξα 
2 2

ΒΚ ΒΔ θαη ΓΚ ΓΕ
3 3

    

  



17)  Γίνεηαι ηεηπάπλεςπο ΑΒΓΓ (κςπηό ή μη κςπηό) και ηα μέζα Δ και Ε ηυν 

πλεςπών ηος ΑΒ και ΓΓ ανηίζηοισα. 

Καηαζκεςάζοςμε ηα όμοια ηπίγυνα ΔΕΖ, ΑΓΘ, ΒΓΗ με γυν. Δ=Α=Β, Ε=Γ=Γ με ηον 

ίδιο πποζαναηολιζμό, (δηλ. οι πεπίμεηποι Δ-Ε-Ζ, Α-Γ-Θ και Β-Γ-Η να διαγπάθονηαι 

καηά ηην ίδια θοπά). 

Να αποδεισθεί όηι ο Ζ είναι ηο μέζο ηος ΘΗ. 

 

Απόδειξη 

Έζησ 
ΔΖ ΑΘ ΒΗ

ι
ΔΕ ΑΓ ΒΓ

    θαη ΕΔΖ ΓΑΘ ΓΒΗ α     

Θεσξνύκε ηηο ΢.Π + = (δ, 0) θαη · = (ι, α) 

Σόηε είλαη: Δ = Α+Β,  Ε = Γ+Γ,  Ζ = Δ·Ε,   Θ = Α·Γ,  Η = Β·Γ 

Γηα λα απνδείμνπκε όηη ην Ζ είλαη κέζν ηνπ ΘΗ, αξθεί λα δείμνπκε όηη Θ + Η = Ζ.   

Πξάγκαηη, είλαη: Θ+Η = Α·Γ+Β·Γ = (Α+Β)·(Γ+Γ) = Δ.Ε = Ζ  

Άξα ην Ζ είλαη ην κέζν ηνπ ΘΗ. 

 

 
 



18)  Σα ζημεία Α, Β, Γ  με ηη ζειπά αςηή ανήκοςν ζε μια εςθεία (ε) και ηα ζημεία Α′ 

, Β′ , Γ′ με ηη ζειπά αςηή ανήκοςν ζε μια άλλη εςθεία (ε′) . Ηζσύει 
ΑΒ Α Β

λ
ΑΓ Α Γ

 
 

 
  

΢ηπέθοςμε ηα ζημεία Α′, Β′ , Γ′ γύπυ από ηα Α, Β , Γ ανηίζηοισα καηά γυνία θ. 

Έζηυ Α′′ , Β′′ , Γ′′ οι ανηίζηοισερ εικόνερ.  

Να αποδεισθεί όηι ηα ζημεία Α′′ , Β′′ , Γ′′ είναι ζςνεςθειακά και 
Α Β

λ
Α Γ

 


 
 

 

Απόδειξη 

Θεσξνύκε ηηο ΢.Π + = (ι, 0)  θαη  · = (1, ζ) 

Δίλαη ηόηε Α+Γ = Β,  Α′+Γ′ = Β′,  Α′′ = Α·Α′, Β′′ = Β·Β′,  Γ′′ = Γ·Γ′  

Πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη  Β′′ = Α′′+Γ′′ 

Δίλαη: Β′′ = Β·Β′ = (Α+Γ)·(Α′+Γ′) = Α·Α′+Γ·Γ′ = Α′′+Γ′′ 

Ζ ηειεπηαία ζρέζε απνδεηθλύεη ην δεηνύκελν. 

 

Γενίκεςζη 

Αν ηα Α, Β, Γ είναι ζςνεςθειακά, καθώρ επίζηρ και ηα Α′ , Β′, Γ′ και ιζσύει

ΑΒ Α Β
λ

ΑΓ Α Γ

 
 

 
και ηα ηπίγυνα ΑΑ′Α′′, ΒΒ′Β′′, ΓΓ′Γ′′ είναι όμοια με ομόλογερ 

κοπςθέρ (Α, Α′, Α′′), (Β, Β′, Β′′) και (Γ, Γ′, Γ′′) και ηον ίδιο πποζαναηολιζμό, ηόηε 

ηα Α′′, Β′′, Γ′′ είναι ζςνεςθειακά και 
Α Β

λ
Α Γ

 


 
 

 

Απόδειξη 

Έζησ 
ΑΑ ΒΒ ΓΓ

κ
ΑΑ ΒΒ ΓΓ

  
  

  
 θαη Α Β Γ ζ     

Αξθεί λα ζεσξήζνπκε ηώξα σο πξάμε · ηελ  · = (κ, ζ) θαη λα αληηγξάςνπκε ηελ 

πξνεγνύκελε απόδεημε. 

 



 
 

 

  



19)  Σα ηπίγυνα ΥΦΧ, ΟΑΒ, ΟΓΓ και ΟΔΕ ηος ζσήμαηορ είναι όμοια με ηον ίδιο 

πποζαναηολιζμό, δηλ. οι πεπίμεηποι Υ-Τ-Χ, Ο-Α-Β, Γ-Ο-Γ, Δ-Ε-Β διαγπάθονηαι 

καηά ηην ίδια θοπά. Αν Κ, Λ, Μ είναι ηα μέζα ηυν ημημάηυν ΓΔ, ΕΑ και ΒΓ 

ανηίζηοισα, να αποδεισθεί όηι ηο ηπίγυνο ΚΛΜ είναι όμοιο με ηο ΥΦΧ. 

 

Απόδειξη 

Έζησ 
ΟΒ ΓΓ ΔΟ

ι
ΟΑ ΓΟ ΔΕ

     

Θεσξνύκε ηηο ΢.Π  + = (δ, 0) θαη  · = (ι, α).  Θα απνδείμνπκε όηη Κ·Λ=Μ  

 

Πξάγκαηη: Κ·Λ = (Γ+Δ)·(Α+Ε) = Γ·Α+Δ·Ε = Γ·Α+Ο = Γ·Α+Ο·Ο = 

(Γ+Ο)·(Α+Ο)=(Γ+Ο)·(Ο+Α)= Γ·Ο+Ο·Α = Γ+Β = Μ ε νπνία ζεκαίλεη όηη 
ΚΜ

ι
ΚΛ

  θαη 

ΛΚΜ α , άξα ην ηξίγσλν ΚΛΜ είλαη όκνην κε ην ΥΦΧ. 

 

 
  



20)  ΢ε κύκλο Ο θευπούμε ηα ηόξα ο
ΑΒ ΓΓ ΔΕ 60   ηος ζσήμαηορ. Έζηυ Κ, Λ, 

Μ ηα μέζα ηυν σοπδών ΕΑ, ΒΓ και ΓΔ ανηίζηοισα. 

Να αποδεισθεί όηι ηο ηπίγυνο ΚΛΜ είναι ιζόπλεςπο. 

 

Απόδειξη 

 
 

 

Θεσξνύκε ηηο πξάμεηο + = (δ, 0) θαη · = (1, 60
ν
) 

Θα δείμνπκε όηη Κ·Λ = Μ  (΢ρ. 1) 

 

Δίλαη: Κ·Λ = (Ε+Α)·(Γ+Β) = Ε·Γ+Α·Β = Ε·Γ+Ο = Ε·Γ+Ο·Ο = (Ε+Ο)·(Γ+Ο) = 

(Ε+Ο)·(Ο+Γ) = Ε·Ο+Ο·Γ = Δ+Γ = Μ 

 

Υσξίο θακία αιιαγή γίλεηαη θαη ε απόδεημε ηεο παξόκνηαο πξόηαζεο θαηά ηελ νπνία ηα 

ηζόπιεπξα ηξίγσλα ΟΑΒ, ΟΓΓ θαη ΟΔΕ είλαη άληζα, αξθεί νη γσλίεο ΑΟΒ , ΓΟΓ   θαη 

ΔΟΕ  λα δηαγξάθνληαη θαηά ηελ ίδηα θνξά (΢ρ. 2).   

 

Από ηελ απόδεημε πξνθύπηεη όηη ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ, Δ, Ε δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη 

δηαδνρηθά, αξθεί ηα ηόμα ΑΒ, ΓΓ θαη ΔΕ  λα δηαγξάθνληαη θαηά ηελ ίδηα θνξά. 

 

Δπίζεο από ηελ απόδεημε πξνθύπηνπλ θαη ηα εμήο ελδηαθέξνληα: 

 

 



 
Από ηελ 1

ε
 ππνγξάκκηζε, δει. από ηε ζρέζε Ε·Γ+Α·Β = Μ πξνθύπηνπλ ηα εμήο: 

Σν Ε·Γ είλαη ε θνξπθή Ζ ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ ΕΓΖ θαη ην Α·Β είλαη ην ζεκείν Ο. 

Ζ ζρέζε ινηπόλ γίλεηαη: Ζ+Ο = Μ πνπ ζεκαίλεη όηη ην Μ είλαη ην κέζν ηνπ ΟΖ. 

 

Από ηελ 2
ε
 ππνγξάκκηζε, δει. από ηε ζρέζε (Ε+Ο)·(Ο+Γ) = Μ πξνθύπηνπλ (ρσξίο ηελ 

ρξήζε ηεο πξνεγνύκελεο παξαηήξεζεο) ηα εμήο: 

Σν Ε+Ο είλαη ην κέζν Θ ηνπ ηκήκαηνο ΟΕ θαη ην Ο+Γ είλαη ην κέζν Η ηνπ ηκήκαηνο ΟΓ.  

Ζ ζρέζε ινηπόλ γίλεηαη Θ·Η = Μ πνπ ζεκαίλεη όηη θαη ην ηξίγσλν ΘΗΜ είλαη ηζόπιεπξν. 

  



21)  Γενίκεςζη ηηρ άζκηζηρ ιζοπλεύπος ηπιγώνος 

 

΢ηο παπακάηυ ζσήμα ηα ηπίγυνα ΑΒΓ, ΑΓΔ, ΒΕΖ, ΓΘΗ  είναι όμοια με 

ΒΑΓ ΓΑΔ ΒΖΕ ΗΘΓ    ώζηε οι πεπίμεηποί ηοςρ Α-Β-Γ, Α-Γ-Δ, Ζ-Β-Ε, Θ-Η-Γ να 

διαγπάθονηαι καηά ηην ίδια θοπά. 

Αν Κ, Λ, Μ είναι ηα μέζα ηυν ΖΘ, ΗΓ και ΔΕ ανηίζηοισα, να αποδεισθεί όηι ηο 

ηπίγυνο ΚΛΜ είναι όμοιο με ηο ΥΦΧ. 

 

 

 

Απόδειξη 

Έζησ   ΒΑΓ ΓΑΔ ΒΖΕ ΗΘΓ σ      θαη 
ΑΓ ΑΔ ΖΕ ΘΓ

ι
ΑΒ ΑΓ ΖΒ ΘΗ

      

Θεσξνύκε ηηο ΢.Π  · =(ι,σ) θαη + =(δ,0) 

Σόηε είλαη: Α·Β = Γ,  Α·Γ = Δ,  Ζ·Β = Ε,  Θ·Η = Γ  θαη 

Ζ+Θ = Κ,  Η+Γ = Λ,  Δ+Ε = Μ 

Θα απνδείμνπκε όηη Κ.Λ = Μ πνπ ζεκαίλεη 
ΚΜ

ι
ΚΛ

  θαη ΛΚΜ σ  άξα ην ηξίγσλν 

ΚΛΜ είλαη όκνην κε ην ΑΒΓ. 

Πξάγκαηη, έρνπκε: 

Κ·Λ = (Ζ+Θ)·(Γ+Η) = Ζ·Γ+Θ·Η = Ζ·Γ+Γ = Ζ·Γ+Α·Β = (Ζ+Α)·(Γ+Β) = (Ζ+Α)·(Β+Γ) =  

Ζ·Β+Α·Γ = Ε+Δ = Μ  

 

 

  



22)  ΜΗΑ ΥΡΖ΢ΗΜΖ ΠΡΟΣΑ΢Ζ: 

Αν Α, Β, Γ, Γ ηςσαία ζημεία και μια εςθεία (ε) ηέμνει ηιρ εςθείερ ΑΒ, ΓΓ, ΑΓ και ΒΓ 

ζηα ζημεία Δ, Ε, Ζ, και Θ ανηίζηοισα ώζηε  
ΔΑ ΕΓ

ΔΒ ΕΓ
  ηόηε  

ΖΑ ΘΒ

ΖΓ ΘΓ
   

 

 

 
 

Απόδειξη 

ΔΑ ΕΓ ΑΔ ΓΕ

ΔΒ ΕΓ ΔΒ ΕΓ
   

ΑΔ ΓΕ

ΑΔ ΔΒ ΓΕ ΕΓ
 

 

ΑΔ ΓΕ
ι

ΑΒ ΓΓ
   

Θεσξνύκε ην ζεκείν Θ′ ηεο επζείαο ΒΓ ηέηνην ώζηε 
Θ Β ΖΑ

Θ Γ ΖΓ





  

Θα απνδείμνπκε όηη Θ′ = Θ  

Θ Β ΖΑ

Θ Γ ΖΓ


 



ΑΖ ΒΘ

ΖΓ Θ Γ


 



ΑΖ ΒΘ

ΑΖ ΖΓ ΒΘ Θ Γ


 

  
 
ΑΖ ΒΘ

κ
ΑΓ ΒΓ


     

Θεσξνύκε ηηο ΢.Π + = (ι, 0) θαη · = (κ, 0)  

Ηζρύεη: Α+Β = Δ,   Γ+Γ = Ε,  Α·Γ = Ζ,  Β·Γ = Θ′ 

Όκσο: (Α+Β)·(Γ+Γ) = Α·Γ+Β.Γ  Δ·Ε = Ζ+Θ′ 

Δπεηδή Δ·ΕΔΕ  δει. Δ·Εε  Ζ+Θ′ε θαη επεηδή Ζε Θ′ε 

Θ′εΒΓ = Θ θαη ε πξόηαζε απνδείρζεθε. 

 

΢ΖΜΔΗΧ΢Ζ: 

Ζ παξαπάλσ πξόηαζε είλαη ρξήζηκε γηα ηελ ιύζε πνιιώλ αζθήζεσλ θαη είλαη εύθνιν λα 

απνκλεκνλεπζεί σο εμήο:
Α Γ Α Β

Β Γ Γ Γ
    όπνπ ηα ηεηξάγσλα είλαη ηα ζεκεία ησλ 

δηαηξέζεσλ ησλ ηκεκάησλ ΑΒ, ΓΓ, ΑΓ θαη ΒΓ αληίζηνηρα. 



Ζ παξαπάλσ ηζόηεηα ζπκίδεη ηελ ηδηόηεηα ησλ αλαινγηώλ  δει. ηελ 

αιιαγή ησλ κέζσλ όξσλ κηαο αλαινγίαο. 

 

΢ε θαζέλα από ηα παξαθάησ 4 ζρήκαηα, ε επζεία (ε) ηέκλεη ηηο επζείεο ΑΒ, ΓΓ, ΑΓ, ΒΓ 

ζηα ζεκεία Δ, Ε, Ζ, θαη Θ θαη ηζρύεη: 

 

ΔΑ ΕΓ ΖΑ ΘΒ

ΔΒ ΕΓ ΖΓ ΘΓ
  

 

 

Α Γ Α Β

Β Γ Γ Γ
  



 
 

  



ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΣΧΝ ΒΑ΢ΗΚΧΝ ΗΓΗΟΣΖΣΧΝ 

 

Δίλαη γλσζηό όηη: 

 

 Αλ (x, y) είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ Α θαη (x, y) νη ζπληεηαγκέλεο ηεο 

εηθόλαο ηνπ θαηά ηελ νκνηνζεζία κε θέληξν ηελ αξρή Ο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ θαη ιόγν ι, ηόηε: 

 

x=ιx 

y=ιy 

 

Αλ ην θέληξν νκνηνζεζίαο είλαη ην Κ(x0, y0), ηόηε νη παξαπάλσ ηύπνη ηζρύνπλ σο 

εμήο: 

 

x - x0=ι(x - x0) 

y- y0 = ι(y - y0) 

 

 Αλ (x, y) είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ Α θαη (x, y) νη ζπληεηαγκέλεο ηεο 

εηθόλαο ηνπ θαηά ηελ ζηξνθή κε θέληξν Ο θαη γσλία ζ, ηόηε: 

 

x = x ζπλζ – y εκζ 

 y  = x εκζ + y ζπλζ 

 

 

Αλ ην θέληξν ζηξνθήο είλαη ην Κ(x0, y0), ηόηε νη παξαπάλσ ηύπνη ηζρύνπλ σο 

εμήο: 

 

x - x0= (x - x0)ζπλζ – (y - y0)εκζ 

 y - y0 = (x - x0)εκζ + (y - y0)ζπλζ 

 

 Αλ ηώξα Α(x, y) έλα ζεκείν, Α (x, y) ε εηθόλα ηνπ θαηά ηελ νκνηνζεζία κε 

θέληξν Κ(x0, y0) θαη ιόγν ι θαη Α (x, y) ε εηθόλα ηνπ Α θαηά ηε ζηξνθή κε 

θέληξν ην Κ θαη γσλία ζ, ζα έρνπκε δηαδνρηθά: 

 



x - x0=ι(x - x0) 

y- y0 = ι(y - y0) 

 

x- x0= (x - x0)ζπλζ – (y- y0)εκζ 

 y - y0 = (x- x0)εκζ + (y- y0)ζπλζ   ή 

 

x- x0 = ι(x - x0)ζπλζ –ι(y - y0)εκζ 

 y - y0 = ι(x - x0)εκζ +ι(y- y0)ζπλζ    

 

Θα εθαξκόζνπκε ηνπο ηειεπηαίνπο ηύπνπο γηα κηα ζπλνπηηθή απόδεημε ηεο πξώηεο 

βαζηθήο πξόηαζεο: Α o (Β * Γ) = (Α o Β) * (Α o Γ)  όπνπ ν = (ι,ζ) θαη * = (κ, σ) 

 

Ολνκάδνπκε Γ = Β * Γ,  Δ = Α o Γ,  Ε = Α o Β,  Ζ = Α o Γ,  Θ = Ε * Ζ 

(Κξαηήζακε εδώ ηα αξρηθά ζύκβνια ν θαη * ησλ πξάμεσλ γηα επλόεηνπο ιόγνπο). 

 

΢ύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ ηύπνπο ζα είλαη: 

 

Γ:  xΓ - xB=κ(xΓ - xΒ) ζπλσ - κ(yΓ - yΒ) εκσ 

yΓ - yB=κ(xΓ - xΒ) εκσ + κ(yΓ - yΒ) ζπλσ 

 

Δ:  xΔ - xΑ=ι(xΓ – xΑ) ζπλζ - ι(yΓ – yΑ) εκζ 

yΔ - yΑ=ι(xΓ – xΑ) εκζ + ι(yΓ – yΑ) ζπλζ 

 

Ε:  xΕ - xΑ=ι(xΒ – xΑ) ζπλζ - ι(yΒ – yΑ) εκζ 

yΕ - yΑ=ι(xΒ – xΑ) εκζ + ι(yΒ – yΑ) ζπλζ 

 

Ζ:  xΖ - xΑ=ι(xΓ – xΑ) ζπλζ - ι(yΓ – yΑ) εκζ 

yΖ - yΑ=ι(xΓ – xΑ) εκζ + ι(yΓ – yΑ) ζπλζ 

 

Θ:  xΘ - xΕ=κ(xΖ – xΕ) ζπλσ - κ(yΖ – yΕ) εκσ 

yΘ - yΕ=κ(xΖ – xΕ) εκσ + κ(yΖ – yΕ) ζπλσ 

 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηεη: 

xΔ = xΑ+ι(xΒ – xΑ) ζπλζ - ι(yΒ – yΑ) εκζ +ικ(xΓ - xΒ) ζπλ(σ+ζ)- ικ(yΓ - yΒ) εκ(σ+ζ) 

 

Όκνηα βξίζθνπκε όηη: xΘ = xΔ θαη yΘ = yΔ  

Δπνκέλσο  Δ  Θ, δει.  Α o (Β * Γ) = (Α o Β) * (Α o Γ)   



 

Μπνξνύκε λα ζπληνκεύζνπκε ηε γξαθή αλ ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο επηιέμνπκε  

(xΑ,yA) = (0,0) θαη (xB,yB) = (xB,0). Πξνηηκήζακε όκσο ηελ παξαπάλσ γξαθή ιόγσ 

νκνηνκνξθίαο ησλ ζρέζεσλ.  

 

Με ην ίδην ηξόπν απνδεηθλύνληαη θαη νη άιιεο πξνηάζεηο. 

 

 


