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Ιστορικό 
Παρουσιάζουµε παρακάτω ένα σηµαντικό θεώρηµα µε πολλές εφαρµογές. Στην 
«ανακάλυψη» του θεωρήµατος µας οδήγησε τυχαία µια οπτική παρατήρηση. 
 
Συνδέουµε τα µέσα των απέναντι πλευρών ενός κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ (σχ. 1). 
Το τετράπλευρο χωρίζεται έτσι σε 4 τετράπλευρα. Επαναλαµβάνουµε την ίδια 
διαδικασία στα 4 νέα τετράπλευρα. ∆ηµιουργείται έτσι το παρακάτω σχήµα.  
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Παρατηρούµε (οπτικά) ότι τα σηµεία Ι, Κ, Λ, Μ, Ν είναι συνευθειακά. Γνωρίζουµε ότι 
τα ευθ. τµήµατα που συνδέουν τα µέσα των απέναντι πλευρών τετραπλεύρου 
διχοτοµούνται. Έτσι ισχύει: ΙΚ = ΚΛ = ΛΜ = ΜΝ.  ∆ηλαδή αν διαιρέσουµε τις πλευρές 
ενός τετραπλεύρου σε 4 ίσα µέρη και συνδέσουµε τα αντίστοιχα σηµεία, τα ευθ. 
τµήµατα που συνδέουν τα σηµεία των διαιρέσεων διαιρούνται σε 4 ίσα µέρη. 
 
Η πρόταση αυτή που αποτελεί τη βάση για την παρακάτω εργασία ισχύει γενικότερα.  
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Σελ. 2 

Η εργασία αυτή ασχολείται µε την παραπάνω πρόταση στην γενική της µορφή και τις 
πάµπολλες εφαρµογές της. Εδώ περιοριστήκαµε στις πιο βασικές από αυτές.  
Πριν την ανάπτυξη της θεωρίας, παραθέτουµε έναν πίνακα µε τις συντοµογραφίες που 
θα χρησιµοποιηθούν στα επόµενα. 

 
ΣΥΜΒΟΛΟ ΕΠΕΞΗΓΗΣΗ 
ΑΒΓ∆(ν x κ) Πλέγµα ν x κ µε οριζόντια την ΑΒ και κατακόρυφη την Α∆ 
ν - λωρίδα Πλέγµα ν x 1 (ή το ίδιο 1 x ν) 
/σχ/ Σχεδόν παράλληλη, ες 
στ4 Στοιχειώδη τετράπλευρα 
στ3 Στοιχειώδη τρίγωνα 
ορ.λ Οριζόντια λωρίδα 
κατ.λ Κατακόρυφη λωρίδα 
Λ1, Λ2, … Λήµµα 1, Λήµµα 2, … 
Π1, Π2, … Πρόταση (θεώρηµα) 1, Πρόταση 2, … 
δ.στ4 ∆ιαδοχικά στοιχειώδη τετράπλευρα 
δ.στ3 ∆ιαδοχικά στοιχειώδη τρίγωνα 
κ.δ Κύρια διαγώνιος 
δ.δ ∆ευτερεύουσα διαγώνιος 
ΠΠ Περιγεγραµµένο πλαίσιο 
 
Έστω το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ (σχ. 2) 1. ∆ιαιρούµε τις απέναντι πλευρές ΑΒ και 
Γ∆ σε 4 ίσα µέρη µε τα σηµεία Κ0 ≡ Α, Κ1, Κ2, Κ3, Κ4 ≡ Β της ΑΒ και  
Λ0 ≡ ∆, Λ1, Λ2, Λ3, Λ4 ≡ Γ  της ∆Γ. ∆ιαιρούµε επίσης τις πλευρές Α∆ και ΒΓ σε 3 ίσα 

µέρη µε τα σηµεία Μ0 ≡ Α, Μ1, Μ2, Μ3 ≡ ∆ της Α∆ και Ρ0 ≡ Β, Ρ1, Ρ2, Ρ3 ≡ Γ της ΒΓ. 
Ενώνουµε τα αντίστοιχα σηµεία, δηλαδή φέρνουµε τα ευθ. τµήµατα Κ1Λ1, Κ2Λ2, Κ3Λ3, 
Μ1Ρ1, Μ2Ρ2. 
Το σύνολο όλων αυτών των ευθ. τµηµάτων και των πλευρών του τετραπλεύρου λέγεται 
πλέγµα 4 x 3 ή πλέγµα 3 x 4. 
 
Εντελώς όµοια ορίζεται το πλέγµα ν x κ ή κ x ν. ∆ηλαδή: 

                                       
1 Αν και κάποιες προτάσεις που ακολουθούν ισχύουν και σε µη κυρτά τετράπλευρα, εδώ θα 
αναφερόµαστε µόνο σε κυρτά και η λέξη «κυρτά» θα παραλείπεται. 
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Ορισµοί 
1) ∆ιαιρούµε τις δύο απέναντι πλευρές τετραπλεύρου σε ν ίσα µέρη και τις άλλες δύο 
σε κ ίσα µέρη και ενώνουµε τα αντίστοιχα σηµεία διαίρεσης. Το σύνολο όλων αυτών 
των ευθ. τµηµάτων και των πλευρών του τετραπλεύρου λέγεται πλέγµα ν x κ ή πλέγµα  
κ x ν (σχ. 3). 
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Στον παραπάνω ορισµό εννοείται ότι η διαίρεση των πλευρών θα γίνεται έτσι ώστε τα 
αντίστοιχα σηµεία των απέναντι πλευρών να είναι τα πλησιέστερα προς την ίδια 
πλευρά. Π.χ τα Κ1, Λ1 είναι τα πλησιέστερα σηµεία στην πλευρά Α∆ και τα Μ1, Ρ1 είναι 
τα πλησιέστερα σηµεία στην πλευρά ΑΒ. 
 
2) Το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ από το οποίο δηµιουργήθηκε το πλέγµα, λέγεται πλαίσιο του 
πλέγµατος. 
 
3) Τα ευθ. τµήµατα που συνδέουν τα αντίστοιχα σηµεία των διαιρέσεων 
(συµπεριλαµβανοµένων και των πλευρών του πλαισίου) λέγονται γραµµές του 
πλέγµατος. 
Είναι φανερό ότι σ’ ένα πλέγµα ν x κ υπάρχουν (ν +1) + (κ + 1) = ν + κ + 2 γραµµές. 
 
4) Οι γραµµές του πλέγµατος που συνδέουν το ένα ζεύγος απέναντι πλευρών του 
πλαισίου (συµπεριλαµβανοµένων και των πλευρών του πλαισίου) λέγονται οριζόντιες 
και οι άλλες γραµµές λέγονται κατακόρυφες. 
 

Έτσι στο πλέγµα του σχ. 3 οριζόντιες είναι οι Μ0Ρ0 ≡ ΑΒ, Μ1Ρ1, Μ2Ρ2, ..., 

ΜκΡκ ≡ ∆Γ και κατακόρυφες οι Κ0Λ0 ≡ Α∆, Κ1Λ1, Κ2Λ2, ..., ΚνΛν ≡ ΒΓ ή αντίστροφα, οι 
πρώτες είναι οι κατακόρυφες γραµµές και οι δεύτερες είναι οι οριζόντιες. 
Με το σύµβολο ΑΒΓ∆(ν x κ) θα ονοµάζουµε οριζόντια την ΑΒ και κατακόρυφη την 
Α∆. 
 
Παρατήρηση 
Αφού οι οριζόντιες γραµµές µπορούν να θεωρηθούν κατακόρυφες (οπότε οι 
κατακόρυφες θεωρούνται οριζόντιες), κάθε πρόταση που αφορά τις οριζόντιες γραµµές 
ενός πλέγµατος θα ισχύει και για τις κατακόρυφες. 
 
5) Οι οριζόντιες γραµµές θα ονοµάζονται σχεδόν παράλληλες. Το ίδιο και οι 
κατακόρυφες γραµµές. Για να δηλώσουµε π.χ ότι οι γραµµές Μ1Ρ1 και Μ2Ρ2 είναι 
σχεδόν παράλληλες θα γράφουµε Μ1Ρ1/σχ/Μ2Ρ2.  
 
6) Τα σηµεία τοµής των οριζοντίων µε τις κατακόρυφες γραµµές ενός πλέγµατος 
ονοµάζονται κόµβοι του πλέγµατος. 
Έτσι στο σχ. 3 κόµβοι του πλέγµατος είναι τα σηµεία Ε, Ζ, Η, αλλά και τα Α, Β, Γ, ∆. 
 
7) Κάθε τετράπλευρο που περιορίζεται µεταξύ δύο διαδοχικών οριζοντίων γραµµών και 
δύο διαδοχικών κατακόρυφων γραµµών ενός πλέγµατος λέγεται στοιχειώδες 
τετράπλευρο.  
Έτσι στο σχ. 4 τα σκιασµένα τετράπλευρα είναι στοιχειώδη. Με τη συντοµογραφία στ4 
θα εννοούµε στοιχειώδες τετράπλευρο. 
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Σχ. 4
 

Είναι φανερό ότι σε κάθε πλέγµα ν x κ υπάρχουν ν.κ στοιχειώδη τετράπλευρα. 
 
8) Μία διαγώνιος στ4 διαιρεί το στ4 σε δύο τρίγωνα. Καθένα από τα τρίγωνα αυτά 
λέγεται στοιχειώδες τρίγωνο. 
Έτσι στο σχ. 4  τα σκιασµένα τρίγωνα είναι στοιχειώδη τρίγωνα.  
Με τη συντοµογραφία στ3 θα εννοούµε στοιχειώδες τρίγωνο. 
 
9) Κάθε πλέγµα ρ x 1 λέγεται λωρίδα. 
Έτσι στα σχ. 5 και 6 τα σκιασµένα πλέγµατα είναι λωρίδες. 
Μία λωρίδα ρ x 1 θα ονοµάζεται ρ-λωρίδα. 
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10) Στο πλέγµα ΑΒΓ∆(ν x κ) οι κ λωρίδες που περιέχονται µεταξύ οριζοντίων γραµµών 
λέγονται οριζόντιες λωρίδες και οι ν λωρίδες που περιέχονται µεταξύ κατακόρυφων 
γραµµών λέγονται κατακόρυφες λωρίδες. 
 
Στα παρακάτω, η συντοµογραφία ορ.λ θα σηµαίνει οριζόντια λωρίδα και η 
συντοµογραφία κατ.λ θα σηµαίνει κατακόρυφη λωρίδα. 

 
Είναι φανερό ότι αν ο ν είναι περιττός στο πλέγµα ΑΒΓ∆(ν x κ) υπάρχει κεντρική 
κατ.λ,  ενώ αν ο ν είναι άρτιος υπάρχουν δύο κεντρικές κατ.λ. Το ίδιο ισχύει και για τις 
ορ.λ.  Όταν λοιπόν οι ν και κ είναι περιττοί (ισοδύναµα ν.κ = περιττός) υπάρχει 
κεντρικό στ4 που είναι η τοµή των δύο κεντρικών λωρίδων. 
 
11) Κέντρο ενός πλέγµατος λέγεται το σηµείο τοµής των ευθ. τµηµάτων που συνδέουν 
τα µέσα των απέναντι πλευρών του πλαισίου του. 
 
Είναι φανερό ότι: 
 
• αν ν, κ περιττοί, το κέντρο του πλέγµατος είναι εσωτερικό σηµείο του κεντρικού 

στ4. (σχ. 7) 
 
• Αν ν, κ άρτιοι, το κέντρο ταυτίζεται µε έναν κόµβο. (σχ. 8) 
 
• Αν ν = άρτιος και κ = περιττός ή αντίστροφα, το κέντρο του πλέγµατος βρίσκεται σε 

µια γραµµή του πλέγµατος,  δεν είναι όµως κόµβος. (σχ. 9) 
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Σχ. 7
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Σχ. 9
 

 
12) ∆ύο κόµβοι ενός πλέγµατος λέγονται συµµετρικοί όταν κατέχουν συµµετρικές 
θέσεις ως προς το κέντρο του πλέγµατος.  
Εδώ δηλαδή ο όρος «συµµετρικοί» δεν επέχει τη γνωστή αυστηρή έννοια του όρου. Η 
χρησιµοποίηση όµως του όρου δεν θα επιφέρει καµία σύγχυση στη θεωρία που 
ακολουθεί. 
Έτσι στο πλέγµα του σχ. 10, συµµετρικά ζεύγη κόµβων είναι τα (Ε, Ε΄), (Ζ, Ζ΄), (Α, Γ), 
(Β, ∆). 
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∆ύο πολύγωνα που έχουν ως κορυφές συµµετρικούς κόµβους λέγονται συµµετρικά. 
Έτσι στο σχ. 11, συµµετρικά είναι τα στ3  1 και 1΄, τα στ4  2 και 2΄ καθώς και τα 
γραµµοσκιασµένα πεντάγωνα 3 και 3΄. 
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Στα επόµενα όταν λέµε συµµετρικοί κόµβοι ή συµµετρικά πολύγωνα θα παραλείπουµε 
να λέµε ως προς το κέντρο του πλέγµατος. 

 
Για την απόδειξη των προτάσεων που ακολουθούν θα αποδείξουµε πρώτα κάποιες 
άλλες βοηθητικές προτάσεις που θα αναφέρονται ως λήµµατα και συντοµογραφικά ως 
Λ. Οι προτάσεις στα πλέγµατα θα αναφέρονται συντοµογραφικά ως Π. 
 
Λ1 (Βασική πρόταση) 
Έστω το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και τα σηµεία Ε, Ζ, Η, Θ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, 

Γ∆, ∆Α αντίστοιχα, ώστε: ΑΕ ∆Η λΕΒ ΗΓ= =  και ΑΘ ΒΖ µΘ∆ ΖΓ= = . 

Αν Κ είναι το σηµείο τοµής των ΕΗ και 
ΘΖ, τότε  ΘΚ λΚΖ =  και ΕΚ µΚΗ = . 

Απόδειξη 
∆ιακρίνουµε τις παρακάτω τρεις 
περιπτώσεις: 
 
α) ΑΒ // ∆Γ και Α∆ // ΒΓ (σχ. 12) 

 
Είναι φανερό ότι ΘΚ = ΑΕ,  ΚΖ = ΕΒ,   
ΕΚ = ΑΘ,  ΚΗ = Θ∆, άρα:   
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ΘΚ ΑΕ ΘΚ λ
ΚΖ ΕΒ ΚΖ

= ⇒ =   και  

ΕΚ ΑΘ ΕΚ µΚΗ Θ∆ ΚΗ= ⇒ =  

 

β) ΑΒ // ∆Γ ενώ Α∆ � ΒΓ (σχ. 13) δηλαδή το ΑΒΓ∆ είναι τραπέζιο. 

Επειδή ΑΒ // ∆Γ και ΑΕ ∆Η
ΕΒ ΗΓ

= ,  οι ευθείες 
Α∆, ΕΗ και ΒΓ διέρχονται από το ίδιο σηµείο Ρ 
(κεντρική δέσµη ευθειών). 
Είναι επίσης ΘΖ // ΑΒ διότι ΑΘ ΒΖ

Θ∆ ΖΓ
=  

Άρα   
ΘΚ ΑΕ λ
ΚΖ ΕΒ

= =  (θεώρ. ∆έσµης ευθειών) 

και  ΕΚ ΑΘ µΚΗ Θ∆= =  (θεώρ. Θαλή) 

 

γ) ΑΒ �∆Γ και Α∆ � ΒΓ (σχ. 14) 

Φέρνουµε από το Θ  τις ηµιευθείες Θx // ΑΒ και 
Θy // ∆Γ. Φέρνουµε ακόµη τις  
ΒΙ // Α∆,  ΕΛ // Α∆,  ΓΠ // Α∆,  ΗΡ // Α∆ (Ι, Λ ∈ Θx, Π, Ρ ∈ Θy) και τις ΙΠ και ΛΡ. 

Έστω ΙΠ ∩  ΒΓ = Ζ΄,  ΛΡ ∩  ΕΗ = Κ΄ και ΛΡ ∩  ΘΖ = Κ΄΄. Θα αποδείξουµε ότι Ζ΄ ≡ Ζ 

και  Κ΄ ≡ Κ΄΄ ≡ Κ. 

Πράγµατι, επειδή ΒΙ // ΓΠ, τα τρίγωνα ΒΙΖ΄ και ΓΠΖ΄ είναι όµοια, άρα 
ΒΖ΄ ΒΙ
Ζ΄Γ ΓΠ

=  

Όµως ΒΙ = ΑΘ και ΓΠ = Θ∆ άρα 
ΒΖ΄ ΑΘ µΖ΄Γ Θ∆= =  και επειδή 

ΒΖ µΖΓ =  δηλ. 

ΒΖ ΒΖ΄ Ζ΄ Ζ
ΖΓ Ζ΄Γ

= ⇒ ≡  

Τώρα από τα όµοια τρίγωνα ΒΙΖ και ΓΠΖ: 
ΙΖ ΒΖ µΖΠ ΖΓ= =     (1) 

Είναι επίσης: ΘΛ ΑΕ λ
ΛΙ ΕΒ
= =  και ΘΡ ∆Η λ

ΡΠ ΗΓ
= =  άρα 

ΘΛ ΘΡ ΡΛ //ΠΙ
ΛΙ ΡΠ

= ⇒  

Από την κεντρική δέσµη των ευθειών Θx, ΘΖ και Θy έχουµε: 
(1)ΛΚ΄΄ ΙΖ µΚ΄΄Ρ ΖΠ= =                               (2) 

Επίσης, επειδή ΕΛ//ΗΡ, από τα όµοια τρίγωνα ΕΛΚ΄ και ΗΡΚ΄ έχουµε: 
ΛΚ΄ ΕΚ΄ ΕΛ
Κ΄Ρ Κ΄Η ΗΡ

= =  

Όµως ΕΛ = ΑΘ και ΗΡ = Θ∆ άρα 
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ΛΚ΄ ΕΚ΄ ΑΘ µΚ΄Ρ Κ΄Η Θ∆= = =                      (3) 

Από τις (2) και (3) προκύπτει: 
ΛΚ΄ ΛΚ΄΄
Κ΄Ρ Κ΄΄Ρ= ⇒Κ΄ ≡ Κ΄΄  άρα  Κ΄ ≡ Κ΄΄ ≡ Κ 

οπότε από την (3) έχουµε ΕΚ µΚΗ =   

 
2η απόδειξη (∆ιανυσµατική)  
∆ίνουµε εδώ µια άλλη απόδειξη που δεν έχει την ανάγκη της διάκρισης των 
περιπτώσεων της προηγούµενης απόδειξης. Η απόδειξη δείχνει ότι η ίδια πρόταση 
ισχύει και σε µη κυρτό τετράπλευρο. Η πρόταση µπορεί να διατυπωθεί γενικότερα ως 
εξής: 
 
∆ίνονται τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ και τα σηµεία: Ε του ΑΒ, Ζ του ΒΓ, 

Η του Γ∆ και Θ του ∆Α τέτοια ώστε: ΑΕ ∆Η
ΕΒ ΗΓ

= =λ  και  ΑΘ ΒΖ
Θ∆ ΖΓ

= =µ.   

Τότε τα ευθ. τµήµατα ΕΗ και ΘΖ τέµνονται υποχρεωτικά σε εσωτερικό τους 
σηµείο Κ και ισχύει: ΘΚ

ΚΖ
=λ και ΕΚ

ΚΗ
=µ. 

 
Απόδειξη  
Παίρνουµε τυχαίο σηµείο Ο για αρχή (σχ. 15)  
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Σελ. 12 

Επειδή 
ΑΕ
ΕΒ

= λ θα είναι: ΟΑ λΟΒΟΕ
1 λ

���� ����

���� +
=

+
        (1) 

Όµοια: 
Ο∆ λΟΓΟΗ

1 λ

���� ����

���� +
=

+
                   (2)  

ΟΑ µΟ∆ΟΘ
1 µ

���� ����

���� +
=

+
                     (3)  

ΟΒ µΟΓΟΖ
1 µ

���� ����

���� +
=

+
       (4) 

 
  

Σχ. 15

Κ 

Ε

Η 
Θ 

Ζ 

Ο 

∆ 

Γ 

Β Α 

 
 

Αν Κ1 είναι το σηµείο του ΘΖ τέτοιο ώστε 1

1

ΘΚ
Κ Ζ

= λ και Κ2 είναι το σηµείο του ΕΗ 

τέτοιο ώστε 2

2

ΕΚ
Κ Η

= µ θα είναι:  
(3),(4)

1

ΟΘ λΟΖΟΚ
1 λ

���� ����

����� +
= =

+

ΟΑ λΟΒ λµΟΓ µΟ∆
(1 λ)(1 µ)

���� ���� ���� ����

+ + +

+ +
        (5)   και 

 

2

ΟΕ µΟΗΟΚ
1 µ

���� ����

����� +
=

+
 

(1),(2)

=

ΟΑ λΟΒ λµΟΓ µΟ∆
(1 λ)(1 µ)

���� ���� ���� ����

+ + +

+ +
       (6) 

 

Από τις (5) και (6) προκύπτει: 1 2ΟΚ ΟΚ
����� �����

=  άρα Κ1 ≡ Κ2 

 
Παρατήρηση 1  
Το λήµµα µπορεί να πάρει και την εξής µορφή: 
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Σελ. 13 

Αν   ΑΕ ∆Η λΑΒ ∆Γ= =   και   ΑΘ ΒΖ µΑ∆ ΒΓ= =    τότε:  ΘΚ λΘΖ =    και  ΕΚ µΕΗ =  

 
Παρατήρηση 2 
Από την ίδια διανυσµατική απόδειξη προκύπτει ότι η πρόταση ισχύει και όταν τα 
σηµεία Ε, Ζ, Η, Θ δεν είναι υποχρεωτικά εσωτερικά των αντίστοιχων τµηµάτων, αλλά 

βρίσκονται στις ευθείες ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α αντίστοιχα και ισχύει: ΑΕ ∆Η λΕΒ ΗΓ

���� ����

���� ����= =  και 

ΑΘ ΒΖ µΘ∆ ΖΓ

���� ����

���� ����= =  οπότε οι ευθείες ΕΗ και ΘΖ τέµνονται υποχρεωτικά σε κάποιο σηµείο 

Κ και ισχύει: ΘΚ λ
ΚΖ

����

���� =  και ΕΚ µΚΗ

����

���� = . 

 
 
3η απόδειξη (Με τη βοήθεια του κέντρου µάζας)2 
 
 
4η Απόδειξη (Με τη βοήθεια των σηµειακών πράξεων)3 
 
 
Π1 (Θεώρηµα µηκών) 
Κάθε οριζόντια γραµµή πλέγµατος διαιρείται από τις κατακόρυφες γραµµές σε ίσα 
µέρη. 
 
Απόδειξη 
Έστω το πλέγµα ΑΒΓ∆(ν x κ), (σχ. 16),  ΚΗ µια οριζόντια γραµµή και ΕΙ, ΖΘ δύο 

διαδοχικές κατακόρυφες. Θα αποδείξουµε ότι: ΛΜ=
1ΚΗ
ν

 

Πράγµατι, αν  λΑΕ ΑΒ
ν

=  και ΑΖ =
λ 1ΑΒ
ν
+

 τότε 

σύµφωνα µε την 1η παρατήρηση του Λ1 θα είναι και  λΚΛ ΚΗ
ν

=  και λ 1ΚΜ ΚΗ
ν
+

=  

άρα  ΛΜ = ΚΜ – ΚΛ =
1ΚΗ
ν

 

Σύµφωνα µε την παρατήρηση του ορισµού 4, η ίδια πρόταση ισχύει και για τις 
κατακόρυφες γραµµές, δηλαδή κάθε κατακόρυφη γραµµή πλέγµατος διαιρείται από τις 
οριζόντιες γραµµές σε ίσα µέρη. 

                                       
2 Πολύ σύντοµη απόδειξη. Βλ. Ν. Ιωσηφίδης: ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ ΚΕΝΤΡΟΥ ΜΑΖΑΣ ΣΤΗΝ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΠΡΟΤΑΣΕΩΝ  
https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpaVZLSklWTWhEYzg/view 
3 Πολύ σύντοµη απόδειξη. Βλ. Ν. Ιωσηφίδης: ΣΗΜΕΙΑΚΕΣ ΠΡΑΞΕΙΣ,  
https://drive.google.com/file/d/0B9uh0VymSVrpVU5JT2hPWlQxV1E/view 
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Σελ. 14 

 
  

Σχ. 16

Μ Λ 

Θ 
Ι

Ζ Ε

Κ 

Η 

Α Β 

∆ 

Γ

 
Λ2 
Έστω το  τετράπλευρο ΑΒΓ∆  και  Ε, Ζ  τα µέσα των ΑΒ, ∆Γ αντίστοιχα. Ισχύει η 
ισοδυναµία:  εµβ(ΑΕΖ∆) = εµβ(ΕΒΓΖ)  ⇔ ΑΒ // ∆Γ 
 
Απόδειξη 
Φέρνουµε τις ΕΓ, Ε∆ και τα ύψη ∆∆΄ και ΓΓ΄ των τριγώνων ∆ΑΕ και ΓΕΒ (σχ. 17).  
Στο τρίγωνο ΕΓ∆  η  ΕΖ  είναι διάµεσος, άρα (Ε∆Ζ) = (ΕΖΓ) εποµένως  
(ΑΕΖ∆) = (ΕΒΓΖ) ⇔ (∆ΑΕ) + (Ε∆Ζ) = (ΓΕΒ) + (ΕΓΖ) ⇔ (∆ΑΕ) = (ΓΕΒ) ⇔ 
1

2
ΑΕ.∆∆΄ = 

1

2
ΕΒ.ΓΓ΄ ⇔ ∆∆΄ = ΓΓ΄ ⇔ ∆Γ // ΑΒ 

  

Σχ. 17

∆'  Γ'Ε

Ζ 

Γ 

∆ 

Β Α 
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Σελ. 15 

Λ3 
Έστω το τετράπλευρο ΑΒΓ∆  και  Ε, Ζ, Η, Θ τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α 
αντίστοιχα και Κ = ΕΗ ∩ ΘΖ. Ισχύει: (ΑΕΚΘ) + (ΓΗΚΖ) = (ΒΖΚΕ) + (∆ΘΚΗ). 
 
Απόδειξη 
Έστω (ΑΒΓ∆) = Ε (σχ. 18). Είναι γνωστό ότι τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου  

είναι κορυφές παρ/µου µε εµβαδόν ίσο µε 1Ε
2

. Εποµένως (ΚΕΖ) = (ΚΖΗ) = (ΚΗΘ) = 

(ΚΘΕ) = 
1

4
(ΕΖΗΘ) = 

1

8
Ε                            (1) 

Φέρνουµε τη διαγώνιο Β∆. Τα τρίγωνα ΑΕΘ και ΑΒ∆ έχουν τη γωνία Α κοινή, άρα 

1 1
(ΑΒ) (Α∆)(ΑΕΘ) (ΑΕ)(ΑΘ) 12 2

(ΑΒ∆) (ΑΒ)(Α∆) (ΑΒ)(Α∆) 4

⋅

= = = ⇒  

1
(ΑΕΘ) (ΑΒ∆) όµοια

4
1

(ΓΗΖ) (Γ∆Β)
4


= 



= 


 
+

⇒  (ΑΕΘ) + (ΓΗΖ)= 
1

4
[(ΑΒ∆) + (ΓΒ∆)] =

1Ε
4

   (2) 

 
 

Σχ. 18

Κ 

Ε

Η 

Θ 

Ζ 

Γ 

∆ 

Β Α 

 
Εποµένως: 
(ΑΕΚΘ) + (ΓΗΚΖ) = (ΑΕΘ) + (ΚΘΕ) + (ΓΗΖ) + (ΚΖΗ)

(1),(2)

=

1 1 1 1Ε Ε Ε Ε
4 8 8 2
+ + =  

οπότε και  (ΒΖΚΕ) + (∆ΘΚΗ) =
1Ε
2

 άρα (ΑΕΚΘ) + (ΓΗΚΖ) = (ΒΖΚΕ) + (∆ΘΚΗ) 
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Σελ. 16 

Π2 
Σε κάθε ν-λωρίδα 

α) Το άθροισµα των εµβαδών δύο συµµετρικών στ3 είναι σταθερό και ίσο µε το 1
ν

 

του εµβαδού της λωρίδας. 
β) Το άθροισµα των εµβαδών δύο συµµετρικών στ4 είναι σταθερό και ίσο µε τα 

2
ν

 

του εµβαδού της λωρίδας. 
γ) Αν ν = περιττός, το εµβαδόν του κεντρικού στ4 της ν-λωρίδας είναι ίσο µε το 1

ν
 

του εµβαδού της λωρίδας. 
 
Απόδειξη 
α) Έστω η ν-λωρίδα (σχ.  19) και τα ακριανά στ3 Α0Α1Β0 και ΑνΒν-1Βν. Ονοµάζουµε ε1, 
ε2, ... , εν τα εµβαδά των τριγώνων που έχουν βάσεις τις Α0Α1, Α1Α2, Α2Α3,...,Αν-1Αν και 
κορυφές τα σηµεία Β0, Β1, Β2,...,Βν-1 αντίστοιχα και ζ1, ζ2, ... , ζν τα εµβαδά των 
τριγώνων που έχουν βάσεις τις Β0Β1, Β1Β2, Β2Β3, ..., Βν-1Βν και κορυφές τα σηµεία Α1, 
Α2, ..., Αν αντίστοιχα. Θα αποδείξουµε ότι  
ε1 + ζν = ε2 + ζν-1 =  ...  = εν-1 + ζ2 = εν + ζ1 = 

1

ν
Εν όπου Εν το εµβαδόν της ν-λωρίδας. 

 

Σχ. 19

ζ ν 

ε 1

Α 2 

Β 2 

Α ν-1 Α 1

Β ν-1 

Β 1

Β ν 

Β 0 

Α 0 Α ν 

 
Η απόδειξη είναι όµοια αν επιλέξουµε ως ε1, ε2, ... ,εν τα εµβαδά των στ3 µε βάσεις τις 
Α0Α1, Α1Α2, … ,Αν-1Αν και αντίστοιχες κορυφές Β1, Β2, ... , Βν-1, Βν και ως ζ1, ζ2, ... , ζν 
τα εµβαδά των τριγώνων µε βάσεις Β0Β1, Β1Β2, ..., Βν-1Βν και αντίστοιχες κορυφές τις 
Α0, Α1, Α2, ... , Αν-1. 
Φέρνουµε τη διαγώνιο Β0Αν. Τα τρίγωνα Β0Α0Α1 και Β0Α0Αν έχουν κοινό ύψος από το 

Β0. Επειδή (Α0Α1) =
1

ν
 (Α0Αν) θα είναι (Β0Α0Α1) = 

1

ν
 (Β0Α0Αν) ή ε1 =

1

ν
 (Β0Α0Αν). 
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Σελ. 17 

Όµοια από τα τρίγωνα ΑνΒνΒν-1 και ΑνΒνΒ0 έχουµε: ζν = 
1

ν
 (ΑνΒνΒ0), άρα  

ε1 + ζν = 
1

ν
 [(Β0Α0Αν) + (ΑνΒνΒ0)] = 

1

ν
Εν 

Αν αφαιρέσουµε τα τρίγωνα αυτά από τη ν-λωρίδα προκύπτει η (ν-1) λωρίδα  

Α1ΑνΒν-1Β0 (σχ. 20) µε εµβαδόν Εν-1=Εν - 
1

ν
Εν = 

ν 1

ν

− Εν 

 
 

Σχ. 20

ε ν 

ζ 1 

Α 2 

Β 2 

Α ν-1 Α 1 

Β ν-1 

Β 1

Β ν 

Β 0

Α 0 Α ν 

 
Σύµφωνα µε αυτά που µόλις αποδείξαµε, είναι: 
 

ζ1 =
1

ν 1−

(Α1Βν-1Β0)  και  εν = 1

ν 1−

(Βν-1Α1Αν)  άρα 

ζ1 + εν = 1

ν 1−

[(Α1Βν-1Β0) + (Βν-1Α1Αν)] = 
1

ν 1−

Εν-1 =
1

ν 1−

⋅

ν 1

ν

− Εν = 
1

ν
Εν 

 
Αφαιρώντας τώρα τα τρίγωνα Α1Β1Β0 και Βν-1Αν-1Αν προκύπτει η (ν-2) λωρίδα  

Α1Αν-1Βν-1Β1 (σχ. 21) µε εµβαδόν Εν-2 = 
ν 1

ν

− Εν - 
1

ν
Εν = 

ν 2

ν
− Εν και ισχύει πάλι:  

ε2 + ζν-1 = 
1

ν 2−

Εν-2 = ν ν

1 ν 2 1Ε Ε
ν 2 ν ν

−

⋅ =

−

 κ.ο.κ  
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Σελ. 18 

 

Σχ. 21

ζν-1

ε 2 

Α 2 

Β 2 

Α ν-1 Α 1 

Β ν-1 
Β ν-2 

Β 1 

Β ν 

Β 0 

Α 0 Α ν

 
 
β) ∆ύο συµµετρικά στ4 αποτελούνται (το καθένα) από δύο συµµετρικά στ3, (σχ. 22) 

άρα για τα εµβαδά τους θ1, θ2, ... , θν ισχύει: θ1 + θν = 
2

ν
Ε 

 

θν θ ν-1θ 2 θ1 

Σχ. 22
Α 1 Α 2 Α ν-1 

Β 1
Β 2 

Β ν-1 
Β ν 

Β 0 

Α ν Α 0 

 
γ) Αν ν = περιττός υπάρχει κεντρικό στ4 που αποτελείται από δύο συµµετρικά στ3. Άρα 

το εµβαδόν του τετραπλεύρου αυτού σύµφωνα µε το (α) είναι ίσο µε 1

ν
Εν 

 
Ορισµός 
Έστω η ν-λωρίδα Α0ΑνΒνΒ0. Φέρνουµε τις διαγώνιες Α0Β1, Α1Β2, Α2Β3, ..., Αν-1Βν. 
Σχηµατίζονται έτσι δύο οµάδες στ3. Τα σκιασµένα (σχ. 23) µε βάσεις τις Β0Β1, Β1Β2, 
Β2Β3, ..., Βν-1Βν και κορυφές αντίστοιχα τα Α0, Α1, Α2, ..., Αν-1  και τα λευκά µε βάσεις 
τις Α0Α1, Α1Α2, ... , Αν-1Αν και κορυφές αντίστοιχα τα σηµεία Β1, Β2, ... , Βν.  
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Σελ. 19 

Φέρνοντας τις άλλες διαγώνιες  Α1Β0, Α2Β1, Α3Β2, ... , ΑνΒν-1 (σχ. 24) σχηµατίζονται 
δύο νέες οµάδες στ3. Τα σκιασµένα και τα λευκά. 
Κάθε µία από τις παραπάνω 4 οµάδες θα λέγεται οµάδα διαδοχικών στοιχειωδών 
τριγώνων (δ.στ3). 
 
Αντίστοιχα ο συµβολισµός δ.στ4 θα σηµαίνει διαδοχικά στ4. 
 

 

Σχ. 23
Α 1 Α ν-1 

Β 1 

Βν-1 

Α 2 

Β 2 

Β ν 

Β 0 

Α ν Α 0 

 
 

 

Σχ. 24

Β ν-1 

Β 1

Α ν-1 Α 1 

Β 2 

Α 2Α 0 Α ν 

Β 0 

Β ν

 
Π3 
α) Σε κάθε ν-λωρίδα τα εµβαδά κάθε οµάδας δ.στ3 αποτελούν αριθµ. πρόοδο. 
 
β) Και οι 4 αριθµητικές πρόοδοι έχουν την ίδια διαφορά ω. 
 
γ) Τα εµβαδά των δ.στ4 αποτελούν επίσης αριθµ. πρόοδο µε διαφορά 2ω.  
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Σελ. 20 

Απόδειξη 
α) Αρκεί να αποδείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για 3 δ.στ3 οπότε ισχύει και για τα ν  
δ.στ3. 
 

 

Σχ. 25

ζ 3 ζ 2 ζ 1 

ε 3 
ε2 

ε1 

Γ1 

Γ 2

Α 1 

Β 1 

Α 2 

Β 2 

Γ 3 

Α 0 Α 3 

Β 0

Β 3 

 
 
Στο σχ. 25 έχουµε τρία δ.στ3 µιας οµάδας (σκιασµένα). Φέρνουµε τα ύψη Α1Γ1 = υ1, 
Α2Γ2 = υ2 και Α3Γ3 = υ3. Επειδή τα τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις Β0Β1 = Β1Β2 = Β2Β3 αρκεί 
να αποδείξουµε ότι για τα ύψη τους ισχύει 2υ2 = υ1 + υ3 που πράγµατι ισχύει λόγω του 
τραπεζίου Α1Α3Γ3Γ1 µε διάµεσο την Α2Γ2 = υ2 
 
Όµοια αποδεικνύεται η πρόταση και για τις 3 άλλες οµάδες δ.στ3. 
 
β) Ονοµάζουµε 
ε1 = (Α1Β0Β1), ε2 = (Α2Β1Β2), ε3 = (Α3Β2Β3) 
ζ1 = (Β0Α0Α1), ζ2 = (Β1Α1Α2), ζ3 = (Β2Α2Α3)   (σχ. 25) 
η1 = (Α0Β0Β1), η2 = (Α1Β1Β2), η3 = (Α2Β2Β3) 
θ1 = (Β1Α0Α1), θ2 = (Β2Α1Α2), θ3 = (Β3Α2Α3)   (σχ. 26) 
Θα αποδείξουµε ότι  
ω1 = ω2 = ω3 = ω4  όπου ω1 = ε2 - ε1, ω2 = ζ2 - ζ1, ω3 = η2 - η1, ω4 = θ2 - θ1 

Σύµφωνα µε την Π.2 είναι ζ1 + ε3 = ε1 + ζ3  ή  ε3 - ε1 = ζ3 - ζ1 ⇒ 2ω1 = 2ω2 ⇒  ω1 = ω2 
Όµοια, ισχύει ω3 = ω4 
 



Νικ. Ιωσηφίδης: ΠΛΕΓΜΑΤΑ 

Σελ. 21 

 

Σχ. 26

θ 3 θ 2θ1 

η 3
η2 

η1 

Α 1

Β 1

Α 2 

Β 2 

Α 0 Α 3 

Β 0 

Β 3

 
Θα αποδείξουµε τώρα ότι ω1 = ω3 
 
Είναι (Α0Α1Β1Β0 ) = ε1 + ζ1 = η1 + θ1  και  (Α1Α2Β2Β1) = ε2 + ζ2 = η2 + θ2 
και µε αφαίρεση κατά µέλη: 

(ε2 - ε1) + (ζ2 - ζ1) = (η2 - η1) + (θ2 - θ1) ⇔ ω1 + ω2 = ω3 + ω4  ⇔ 2ω1 = 2ω3 ⇔ ω1 = ω3  
Άρα ω1 = ω2 = ω3 = ω4 
 
γ) Ονοµάζουµε ω την κοινή διαφορά των 4 αριθµητικών προόδων. Ονοµάζουµε επίσης 
κ1, κ2, κ3 τα εµβαδά των στ4 Α0Α1Β1 Β0, Α1Α2Β2Β1 και Α2Α3Β3Β2. Σύµφωνα µε την Π2 

(β,γ) θα είναι κ1 + κ3 = 
2

3
Ε3 και κ2 = 

1

3
Ε3 οπότε κ1 + κ3 = 2κ2 δηλ. τα εµβαδά κ1, κ2, κ3 

αποτελούν αριθµ. πρόοδο. Η διαφορά της προόδου αυτής είναι  
λ = κ2 - κ1 = (ε2 + ζ2) - (ε1 + ζ1) = (ε2 - ε1) + (ζ2 - ζ1) = ω + ω = 2ω 
 
 
Π4 
Σε κάθε ν-λωρίδα. για τα εµβαδά των δ.στ3 και των δ.στ4 ισχύει µία µόνο οµάδα 
σχέσεων από τις Α, Β, Γ. 
 

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

ε = ε = ε = ...=ε
ζ = ζ = ζ = ...=ζ
η = η = η = ...=η
θ = θ = θ = ...=θ
κ = κ = κ = ...=κ

















 (Α) 
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1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

ε < ε < ε < ...<ε
ζ < ζ < ζ < ...<ζ
η < η < η < ...<η
θ < θ < θ < ...<θ
κ < κ < κ < ...<κ

















 (Β) 

 

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

ε > ε > ε > ...>ε
ζ > ζ > ζ > ...>ζ
η > η > η > ...>η
θ > θ > θ > ...>θ
κ > κ > κ > ...>κ

















  (Γ) 

 
Οι σχέσεις (Α) ισχύουν όταν Α0Αν//Β0Βν 
 
Οι σχέσεις (Β) ισχύουν όταν οι πλευρές Α0Αν και Β0Βν του πλέγµατος τέµνονται 
προς το µέρος του τριγώνου µε εµβαδόν ε1 
 
Οι σχέσεις (Γ) ισχύουν όταν οι πλευρές Α0Αν και Β0Βν του πλέγµατος τέµνονται 
προς το µέρος του τριγώνου µε εµβαδόν εν  
 
Οι σχέσεις (Α) ισχύουν όταν ε1 = ε2 ⇔ τα ύψη των τριγώνων αυτών Β1Γ1 = Β2Γ2 ⇔  
Α0Αν//Β0Βν 
 
Θα αποδείξουµε τώρα ότι οι σχέσεις (Β) ισχύουν όταν οι ευθείες Α0Αν και Β0Βν 
τέµνονται προς το µέρος του τριγώνου µε εµβαδόν ε1, δηλ. προς το µέρος της Α0Β0 (σχ. 
27) ενώ οι σχέσεις (Γ) ισχύουν όταν οι ευθείες Α0Αν και Β0Βν τέµνονται προς το µέρος 
της πλευράς  ΑνΒν. 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι αν για την 2-λωρίδα Α0Α2Β2Β0 οι Α0Α2 και Β0Β2 τέµνονται 
σε σηµείο Ρ προς το µέρος του Α0, τότε ε1 < ε2 δηλαδή (Β1Α0Α1) < (Β2Α1Α2). 
Φέρνουµε τα ύψη Β1Γ1, Β2Γ2 
Επειδή ΡΒ1 < ΡΒ2 από τα όµοια τρίγωνα ΡΒ1Γ1 και ΡΒ2Γ2: 

1 1 1
1 1 2 2

2 2 2

Β Γ ΡΒ
1 Β Γ Β Γ

Β Γ ΡΒ
= < ⇒ <  

Τα τρίγωνα Β1Α0Α1 και Β2Α1Α2 έχουν ίσες βάσεις Α0Α1 = Α1Α2 και ύψη Β1Γ1 < Β2Γ2 
άρα ε1  < ε2. 
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ε2 ε1 

Σχ. 27

Γ 1 Α 1 

Β 1 

Γ 2 

Β 2 

Α 2 Ρ

Β 0 

Α 0 

 
 
Ορισµός 
Ονοµάζουµε γωνιακά τετράπλευρα ενός πλέγµατος (ΑΒΓ∆)ν x κ τα 4 στ4 που έχουν 
µια κορυφή ένα από τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆. 
 
Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει η εξής γενικότερη πρόταση: 
 
Π5  
α) Σε κάθε πλέγµα τα εµβαδά των δ.στ3 (και των 4 οµάδων) κατά µήκος 
οποιασδήποτε ορ.λ αποτελούν αριθµ. πρόοδο. Όλες οι πρόοδοι, κατά µήκος της 
ίδιας ή διαφορετικών ορ.λ έχουν την ίδια διαφορά ω. 
 
β) Τα εµβαδά των δ.στ4 κατά µήκος οποιασδήποτε ορ.λ αποτελούν αριθµ. πρόοδο. 
Όλες οι πρόοδοι έχουν την ίδια διαφορά λ = 2ω. 
 
Όλα τα παραπάνω ισχύουν βέβαια και για τις κατακόρυφες λωρίδες. Η αντίστοιχη όµως 
διαφορά δεν είναι γενικά ίση µε την ω. 
 
Απόδειξη 
α) Το ότι τα εµβαδά των δ.στ3 σε κάθε ορ.λ  ή σε κάθε κατ.λ αποτελούν αριθµ. πρόοδο 
έχει ήδη αποδειχθεί (βλ. Π3). Θα αποδείξουµε εδώ ότι όλες οι αριθµ. πρόοδοι έχουν την 
ίδια διαφορά. 
Αρκεί να αποδείξουµε την πρόταση για δύο διαδοχικές λωρίδες (σχ. 28). 
 
Έστω ω = ε2  -ε1 = ζ2 - ζ1 η διαφορά στη µια λωρίδα και ω΄ = η2 - η1 = θ2 - θ1 η διαφορά 
στην άλλη λωρίδα. Σύµφωνα µε το Λ3 ισχύει: 
(ΑΕΚΘ) + (ΓΗΚΖ) = (ΒΖΚΕ) + (∆ΘΚΗ) ⇔ (η1 + θ1) + (ε2 + ζ2) = (η2 + θ2) + (ε1 + ζ1) 

⇔ (ε2 - ε1) + (ζ2 - ζ1) = (η2 - η1) + (θ2 - θ1) ⇔ 2ω = 2ω΄ ⇔ ω = ω΄. 
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Σχ. 28

θ 2 θ1 
η2 η1 

ζ2ζ1

ε 2 ε1 

Β Α Ε

Γ

∆ 
Η 

Ζ 

Θ 
Κ 

 
β) Αρκεί να αποδειχθεί η πρόταση για τα εµβαδά δύο διαδοχικών στ4  
δηλ. αν κ1 = (∆ΘΚΗ), κ2 = (ΓΗΚΖ) τότε κ2 - κ1 = 2ω. 
Πράγµατι: κ2 - κ1 = (ε2 + ζ2) - (ε1 + ζ1) = (ε2 - ε1) + (ζ2 - ζ1) = ω + ω = 2ω 
  
Η ίδια πρόταση ισχύει βέβαια και για τις κατ.λ. 
  
 
Ορισµοί 
α) Έστω ένα πλέγµα (ΑΒΓ∆)ν x κ. Τα ευθ. τµήµατα ΑΓ και Β∆ θα λέγονται κύριες 
διαγώνιες του πλέγµατος. Συντοµογραφικά κ.δ. 
 
β) Τεθλασµένες όπως οι ΕΖΗΘΙ  και ΚΛΜΡΠ∆ στο σχ. 29 που αποτελούνται από 
διαγώνιες στ4 και έχουν τα άκρα τους στο πλαίσιο ενός πλέγµατος , λέγονται 
δευτερεύουσες διαγώνιες του πλέγµατος. Συντοµογραφικά δ.δ. Σ’ ένα πλέγµα 
ΑΒΓ∆(ν x ν) δευτερεύουσες διαγώνιες είναι και οι τεθλασµένες  που συνδέουν το Α µε 
το Γ ή το Β µε το ∆. 
 
γ) Κάθε διαγώνιος που έχει τον προσανατολισµό της ΕΖΗΘΙ θα λέγεται σχεδόν 
παράλληλη προς την κ.δ ΑΓ. Αντίστοιχα, κάθε δ.δ που έχει τον προσανατολισµό της 
ΚΛΜΡΠ∆ θα λέγεται σχεδόν παράλληλη προς την κ.δ Β∆. Τη «σχεδόν παραλληλία» 
των διαγωνίων θα συµβολίζουµε πάλι µε το σύµβολο /σχ/. Έτσι γράφουµε 
ΕΖΗΘΙ/σχ/ΑΓ. Τις δ.δ που είναι /σχ/ προς µία κ.δ θα τις ονοµάζουµε επίσης /σχ/. 
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Σχ. 29

9

8

7

6 

5

4

3 

2
1

Μ 

Θ 

Υ 

Ζ 

Π 

Η Ρ 

Τ

Φ

Λ 

Ι 

Σ 

Κ ΕΑ Β 

∆ 

Γ 

 
 
δ) ∆ιαγώνια τετράπλευρα θα λέγονται τα στ4 που έχουν διαγώνιες τα διαδοχικά 
τµήµατα µιας δ.δ. Π.χ τα σκιασµένα στ4 του σχ. 30   είναι διαγώνια τετράπλευρα. 

 

Σχ. 30
 

ε) ∆ιαγώνια τρίγωνα ονοµάζονται  τα τρίγωνα στα οποία διαιρούνται τα διαγώνια 
τετράπλευρα από διαγώνιες /σχ/. Π.χ. στο σχ. 29 τα σκιασµένα τρίγωνα 1, 2, 3, 4, 5 
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είναι διαγώνια. ∆ιαγώνια είναι επίσης και τα σκιασµένα τρίγωνα 6, 7, 8, 9 του ίδιου 
σχήµατος.    
 
Αν ονοµάσουµε ω τη διαφορά της προόδου των εµβαδών των στ3 των ορ.λ (από 
αριστερά προς τα δεξιά) και ω΄ τη διαφορά των κατ.λ (από πάνω προς τα κάτω), θα 
αποδείξουµε την επόµενη πρόταση: 
 
Π6 
α) Τα διαγώνια τρίγωνα κατά µήκος οποιασδήποτε δ.δ είναι διαδοχικοί όροι 
αριθµ. προόδου µε διαφορά ω + ω΄ ή ω - ω΄ αναλόγως του αν η δ.δ είναι /σχ/ προς 
τη µια ή την άλλη κ.δ του πλέγµατος. 
 
β) Τα διαγώνια στ4 κατά µήκος οποιασδήποτε δ.δ είναι διαδοχικοί όροι αριθµ. 
προόδου µε διαφορά 2(ω + ω΄) ή 2(ω - ω΄) αναλόγως του αν η δ.δ είναι /σχ/ προς τη 
µία ή την άλλη κ.δ του πλέγµατος. 
 
Απόδειξη 

 
 



Νικ. Ιωσηφίδης: ΠΛΕΓΜΑΤΑ 

Σελ. 27 

Για ευκολότερη κατανόηση στα σχ. 31 και 32 που ακολουθούν, σχεδιάσαµε ένα πλέγµα 
6 x 7. Στο σχ. 31 ονοµάσαµε α το ελάχιστο εµβαδόν ενός στ3 που βρίσκεται σε ένα 
γωνιακό τετράπλευρο και ω,  ω΄ τις διαφορές των προόδων όπως ορίσαµε παραπάνω. 

 
Σύµφωνα µε την Π5, σηµειώσαµε τα εµβαδά των δ.στ3. Από το σχ. 31 βλέπουµε ότι 
κατά µήκος της δ.δ  ΑΒΓ∆ΕΖ τα εµβαδά των διαγωνίων στ3 είναι:  
α + 2ω΄, α + 3ω΄ + ω, α + 4ω΄ + 2ω, α + 5ω΄ + 3ω, α + 6ω΄ + 4ω που αποτελούν αριθµ. 
πρόοδο µε διαφορά ω΄ + ω. 
Στο σχ. 32 τα εµβαδά κατά µήκος της δ.δ  ΑΒΓ∆Ε είναι: 
α + 3ω΄, α + 2ω΄ + ω, α + ω΄ + 2ω, α + 3ω που αποτελούν αριθµ. πρόοδο µε διαφορά  
ω - ω΄. 
 
Γενικεύοµε τώρα την απόδειξη. 
 
α) Έστω το πλέγµα (Α0ΑνΒνΒ0)ν x κ , (σχ. 33  και 34), ΘΚΙ ένα στ3 που βρίσκεται στην 
ρη ορ.λ και στην λη κατ.λ µε την αρίθµηση του σχήµατος και ΛΜΡ ένα στ3 που 
βρίσκεται στην (ρ + 1)η ορ.λ και (λ + 1)η κατ.λ. Θα αποδείξουµε ότι για την περίπτωση 
αυτού του σχήµατος ισχύει: (ΛΜΡ) - (ΘΚΙ) = ω΄ + ω. 
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Γ  κ 

Γ  0  α 

Σχ. 33 
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Ι  
Λ Ρ  
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Α 1 Α λ-1 

Β 1 

Β λ-1 
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Γ  ρ  

Α 2 Α λ 

Β 2 

Β λ 

Γ  ρ- 1  

Γ 2  
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Γ  1 

Γ  ρ+1  

Α λ+1 

Β λ+1 

Β ν   

Β 0 

Α   ν   Α   0 

 
 

 
 

 

Γ0
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Σχ. 34
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Β2

Βλ
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Γ1
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Βν
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Σχηµατίζουµε τα οµόλογα στ3 Β0Β1Γ1, (1

η ορ.λ, 1η κατ.λ) και Γρ-1ΓρΖ (ρη ορ., 1η κατ). 
Σύµφωνα µε τους συµβολισµούς που ορίσαµε, θα είναι: (Γρ-1ΓρΖ) = α + (ρ - 1)ω΄ 
Το εµβαδόν (ΘΚΙ) είναι ο λος όρος της αριθµ. προόδου µε 1ο όρο Α1 = (Γρ-1ΓρΖ) και 
διαφορά ω. Άρα (ΘΚΙ) = Α1 + (λ - 1)ω = α + (ρ - 1)ω΄ + (λ - 1)ω   (1) 
Εποµένως το εµβαδόν του τριγώνου ΛΜΡ που ανήκει στην (ρ + 1)η ορ.λ και (λ + 1)η 
κατ.λ είναι (ΛΜΡ) = α + ρω΄ + λω             (2) 
Με αφαίρεση των (1) και (2) βρίσκουµε: (ΛΜΡ) - (ΘΚΙ) = ω΄ + ω, άρα τα εµβαδά των 
διαγωνίων τριγώνων αυτού του είδους αποτελούν αριθµ. πρόοδο µε διαφορά ω΄  +ω. 

 
Στη περίπτωση του σχ. 34 θα αποδείξουµε ότι: (ΛΜΡ) - (ΘΚΙ) = ω - ω΄. 
  
Πράγµατι για το τρίγωνο ΛΜΡ που βρίσκεται στην ρη ορ.λ και (λ + 1)η κατ.λ σύµφωνα 
µε την (1) θα είναι: (ΛΜΡ) = α + (ρ - 1)ω΄ + λω      (1)  
και για το τρίγωνο ΘΚΙ που βρίσκεται στην (ρ + 1)η ορ.λ και λη κατ.λ, είναι:  
(ΘΚΙ) = α + ρω΄ + (λ - 1)ω         (2). 
Με αφαίρεση των (1) και (2) βρίσκουµε: (ΛΜΡ) - (ΘΚΙ) = ω - ω΄. 
β) Έστω τα διαγώνια στ4 ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΒ (σχ. 35) µε αντίστοιχα εµβαδά κ1 και κ2 που 
αποτελούνται από δύο διαγώνια τρίγωνα. 
Είναι:  
κ2 - κ1 = (ε2 + ζ2) - (ε1 + ζ1) = (ε2 - ε1) + (ζ2 - ζ1) = (ω + ω΄) + (ω + ω΄) =2(ω + ω΄). 
Για τα διαγώνια στ4 (ΑΘΕΒ) και (ΓΒΗΙ) (σχ. 35) µε αντίστοιχα εµβαδά λ1 και λ2 ισχύει 
όµοια: λ2 - λ1 = 2(ω - ω΄). 
 
 

 

ζ 2 

ζ1

ε 2 

ε 1 

Σχ. 35

Ζ 

∆ 

Ι

Θ 

Η 

Ε

Γ

Α 
Β 

 
 
Π7 
Σε κάθε πλέγµα ν x κ εµβαδού Ε 

α) Το άθροισµα των εµβαδών δύο συµµετρικών στ3 είναι σταθερό και ίσο µε 1
νκ
Ε 
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β) Το άθροισµα των εµβαδών δύο συµµετρικών στ4 είναι σταθερό και όσο µε 2
νκ
Ε 

 
Θα δώσουµε δύο αποδείξεις. Μια καθαρά γεωµετρική και µια αλγεβρική µε τη βοήθεια 
της Π6 και των τύπων των αριθµ. προόδων. 
 
Απόδειξη Α΄ (Γεωµετρική) 
Έστω το πλέγµα (Α0ΑνΒνΒ0)ν x κ 
α) Αποδεικνύουµε πρώτα την πρόταση για δύο γωνιακά τρίγωνα. Υπάρχουν 2 ειδών 
τέτοια τρίγωνα. Τα τρίγωνα Α0Α1Γ1 και ΒνΒν-1∆κ-1 του σχ. 36 και τα Α0Α1Ε και  
ΒνΒν-1Ζ του σχ. 37. 
 Για τα τρίγωνα του σχ. 36 φέρνουµε τη διαγώνιο ΑνΒ0. Έστω (Α0Α1Γ1) = ε1, 
(ΒνΒν-1∆κ-1) = ε2, (Α0ΑνΒ0) = Ε1 και (ΒνΒ0Αν) = Ε2 
Τα τρίγωνα Α0Α1Γ1 και Α0ΑνΒ0 έχουν τη γωνία Α0 κοινή.  
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Αποδεικνύουµε τώρα την πρόταση για τα τρίγωνα Α0Α1Ε και ΒνΒν-1Ζ του σχ. 37 
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Έστω (Α0Α1Ε) = ζ1, (ΒνΒν-1Ζ) = ζ2. Σχηµατίζουµε και τα γωνιακά τρίγωνα του 
σχήµατος µε εµβαδά (Β0Β1Γκ-1) = η1 και (ΑνΑν-1∆1) = η2. Όπως αποδείξαµε µόλις (για 

τα τρίγωνα του σχ. 36 ισχύει: η1 + η2 =
1 Ε
νκ

                      (1). 

Όµως σύµφωνα µε την Π2 ισχύει: 
ζ1 + η1 =

1

κ (Α0Α1Β1Β0)  και  

ζ2 + η2 =
1

κ (Αν-1ΑνΒνΒν-1) 

άρα (ζ1 + ζ2) + (η1 + η2) =
1

κ [(Α0Α1Β1Β0)+(Αν-1ΑνΒνΒν-1)]              (2) 

Θεωρώντας  το νχκ πλέγµα ως ν-λωρίδα, σύµφωνα πάλι µε την Π2 θα είναι: 
(Α0Α1Β1Β0) + (Αν-1ΑνΒνΒν-1) = 

2Ε
ν

 

άρα η (2) γίνεται: (ζ1 + ζ2) + (η1 + η2) =
2 Ε
νκ

και λόγω της  (1):  ζ1 + ζ2 =
1 Ε
νκ

 

 
Αποδεικνύουµε τώρα την πρόταση για οποιαδήποτε συµµετρικά στ3. 
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Υπάρχουν δύο ειδών συµµετρικά στ3. Αυτά που έχουν τον προσανατολισµό του σχ. 38 
και αυτά που έχουν τον προσανατολισµό του σχ. 39. 

 

τ 2 

τ 1 

Σχ. 38

Ζ Ε
Μ 

Η 

Ι 

Κ 

Θ 

Λ 

Τ 

Υ 

Σ ΡΑ 0 Α ν 

Β 0 

Β ν 

 
Αποδεικνύουµε πρώτα την πρόταση για τα τρίγωνα του α΄ είδους. 
Σχηµατίζουµε το «περιγεγραµµένο πλαίσιο» (συντοµ. ΠΠ) µε οδηγούς τα τρίγωνα ΕΖΗ 
και ΘΙΚ που ονοµάζουµε για ευκολία τ1 και τ2 και τα εµβαδά τους ε1 και ε2 αντίστοιχα. 
Έστω ότι το τ1 ανήκει στην λη κατ.λ και το τ2 ανήκει στην ρη ορ.λ. Το ΠΠ  αφήνει 
«ελέυθερες» 2(λ-1) κατ.λ και 2(κ - 1) ορ.λ. 
Θεωρούµε το ν x κ πλέγµα ως ν-λωρίδα. Τότε σύµφωνα µε την Π2 το άθροισµα των  
2(λ - 1) συµµετρικών κατ.λ θα είναι ίσο µε  

2(λ 1)Ε
ν
−

. Εποµένως το εµβαδόν του 

τετραπλεύρου ΡΣΤΥ που αποµένει αν από το αρχικό πλέγµα ν x κ διαγράψουµε τις  
2(λ - 1) λωρίδες είναι ίσο µε  

2(λ 1) 2λ 2Ε΄ Ε Ε (1 )Ε
ν ν
− −

= − = −                          (1) 

Το ΡΣΤΥ µπορούµε να το θεωρήσουµε ως κ-λωρίδα. Το ΠΠ  αφήνει «ελέυθερες»  

2(ρ - 1) ορ.λ που σύµφωνα µε την Π2 έχουν άθροισµα εµβαδών ίσο µε 2(ρ 1)Ε΄κ
−

. 

Εποµένως το εµβαδόν του ΠΠ είναι: 
Ε΄΄= (1)2(ρ 1) 2ρ 2 2ρ 2 2λ 2Ε΄ Ε΄ (1 )Ε΄ (1 )(1 )Εκ κ κ ν

− − − −

− = − = − − = 
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(κ 2ρ 2)(ν 2λ 2)Ενκ
− + − +

=                                         (2) 

Το ΠΠ  είναι πλέγµα (ν - 2λ + 2) x (κ - 2ρ + 2), άρα σύµφωνα µε το πρώτο µέρος της 
απόδειξης θα είναι: 

(2)

1 2

1 1ε ε Ε΄΄ Ε
(ν 2λ 2)(κ 2ρ 2) νκ+ = =
− + − +

 

 
Η απόδειξη τώρα για τα τρίγωνα του σχ. 39 που έχουν διαφορετικό προσανατολισµό 
είναι όµοια. Σχηµατίζουµε δηλ. το περιγεγραµµένο πλαίσιο όπως φαίνεται στο σχήµα 
και ακολουθούµε την ίδια ακριβώς διαδικασία. 
 

 

Σχ. 39

τ 2 

τ 1 

Β ν 

Β 0 

Α ν Α 0 

 
β) ∆ύο συµµετρικά στ4 χωρίζονται από µία διαγώνιο σε δύο ζεύγη συµµετρικών 
τριγώνων (σχ. 39), εποµένως το άθροισµα των εµβαδών των στ4 είναι σύµφωνα µε το 

(α): 
1 Ε
νκ

+
1 Ε
νκ

=
2 Ε
νκ

 

 
Απόδειξη Β΄ (Αλγεβρική) 
Έστω πάλι τα τρίγωνα τ1 και τ2 (σχ. 40) µε εµβαδά αντίστοιχα ε1 και ε2. Σχηµατίζουµε 
τα οµόλογα γωνιακά τρίγωνα του σχήµατος και έστω α και β τα εµβαδά τους, ω η 
διαφορά κατά µήκος των ορ.λ και ω΄ κατά µήκος των κατ.λ. Αριθµούµε τις ορ.λ του 
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σχήµατος από πάνω προς τα κάτω και τις κατακ. από αριστερά προς τα δεξιά. Έστω ότι 
το τ1 βρίσκεται στην ρη ορ.λ και λη κατ.λ. Τότε το συµµετρικό του τ2 θα βρίσκεται στην  
(κ + 1 - ρ)η ορ. και (ν + 1 - λ)η κατ.λ. Το εµβαδόν Α1 του στ3 που βρίσκεται στην ρη 
ορ.λ και 1η κατ.λ είναι Α1 = α + (ρ - 1)ω΄. Το εµβαδόν αυτό είναι ο 1ος όρος της αριθµ. 
προόδου στην ρη γραµµή. Εποµένως ο λος όρος της (δηλ. το εµβαδόν ε1) είναι: 
ε1 = Α1 + (λ - 1)ω ή  
 
ε1=α+(ρ-1)ω΄+(λ-1)ω             (1) 
 

 

Α 1 

τ2 

τ1 

β α 

Σχ. 40

Ζ 

Ι

Κ 

Θ 

Η 

Ε 

Β ν 

Β 0 

Α ν Α 0 

 
Θέτοντας λ = 1, 2, 3, …   βρίσκουµε ότι τα εµβαδά όλων των στ3 της ρης λωρίδας που 
είναι οµόλογα µε το τ1 είναι: 
α + (ρ - 1)ω΄,  α + (ρ - 1)ω΄ + ω,  α + (ρ - 1)ω΄ + 2ω, … , α + (ρ - 1)ω΄ + (ν - 1)ω µε 
άθροισµα  ρ

νΣ [2α 2(ρ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

= + − + −        (2) 

Θέτοντας  στην (2) όπου ρ = 1, 2, 3, … , κ, βρίσκουµε ότι το άθροισµα των εµβαδών 
των στ3 κάθε ορ.λ που είναι οµόλογα µε το τ1 είναι: 
Σ1=

ν
[2α (ν 1)ω]

2
+ −  

 Σ2=
ν

[2α 2ω΄ (ν 1)ω]
2

+ + −  

…………………………… 

 Σκ=
ν

[2α 2(κ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

+ − + −  
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µε άθροισµα: 
S=Σ1+Σ2+…+Σκ= 

=
ν

[2κα 2(1 2 ... (κ 1))ω΄ κ(ν 1)ω]
2

+ + + + − + − =
ν

[2κα κ(κ 1)ω΄ κ(ν 1)ω]
2

+ − + − =

κν
[2α (κ 1)ω΄ (ν 1)ω]

2
+ − + −  

Όµοια βρίσκουµε ότι το άθροισµα των εµβαδών όλων των στ3 που είναι οµόλογα µε το 

τ2 είναι: Ś =
κν

[2β (κ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

+ − + −  

Εποµένως το εµβαδόν ολόκληρου του πλέγµατος είναι: 
Ε = S + Ś =

κν
[2α 2β 2(κ 1)ω΄ 2(ν 1)ω]

2
+ + − + −  ή  

 
Ε=νκ[α+β +(κ-1)ω΄+(ν-1)ω]                 (3) 
 
Για το εµβαδόν τώρα του στ3 που βρίσκεται στην ρη ορ.λ και λη κατ.λ βρήκαµε ότι  
ε1 = α + (ρ - 1)ω΄ + (λ - 1)ω 
Το συµµετρικό στ3 βρίσκεται στην (κ – ρ + 1)η ορ.λ και (ν – λ + 1)η κατ.λ, εποµένως 
σύµφωνα µε τον ίδιο τύπο (1) είναι:  
 
ε2 = β + (κ - ρ)ω΄ + (ν - λ)ω     Άρα 
 
ε1 + ε2 = α + β + (κ - 1)ω΄ + (ν - 1)ω                   (4) 

Από τις (3) και (4) βρίσκουµε ότι ε1 + ε2 =
1 Ε
νκ

 και η πρόταση αποδείχθηκε. 
 
β) Η απόδειξη για τα στ4 γίνεται όπως και στη γεωµετρική απόδειξη. 
 
Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει ως πόρισµα η εξής πρόταση: 
 
Π8 
Έστω πλέγµα ν x κ εµβαδού Ε. Αν  ν και κ περιττοί (οπότε υπάρχουν κεντρική ορ.λ 
και  κατ.λ) το εµβαδόν του κεντρικού στ4 είναι ίσο µε 1 Ε

νκ
. 

Απόδειξη 
Το κεντρικό στ4 αποτελείται από δύο συµµετρικά στ3. 
 
Π9 
α) Σε κάθε πλέγµα το ελάχιστο και το µέγιστο στ4 είναι δύο γωνιακά στ4 που 
βρίσκονται στις απέναντι κορυφές του πλαισίου. 
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β) Τα ελάχιστα στ3 κάθε οµάδας βρίσκονται στο ελάχιστο στ4 και το µέγιστα στ3 
κάθε οµάδας βρίσκονται στο µέγιστο στ4. 
 
Απόδειξη 
Έστω το πλέγµα (ΑΒΓ∆)ν x κ εµβαδού Ε. 
 
α) Επειδή τα εµβαδά των στ4 κάθε λωρίδας αποτελούν αριθµ. πρόοδο, το ελάχιστο στ4 
θα είναι ή ο 1ος όρος ή ο τελευταίος της. Έτσι το ελάχιστο στ4 είναι γωνιακό. 
Αν ε1 είναι το εµβαδόν αυτού του στ4 και ε2 το εµβαδόν του στ4 που βρίσκεται στην 

απέναντι κορυφή του πλαισίου, θα είναι ε1 + ε2 =
2 Ε
νκ

= σταθερό. Άρα το ε2 είναι το 

µέγιστο στ4. 
 
β) Αν 2ω > 0 είναι η διαφορά των εµβαδών των στ4 κάθε ορ.λ και 2ω΄ > 0 η διαφορά 
των εµβαδών των στ4 κάθε κατ.λ, τότε τα εµβαδά κάθε οµάδας στ3 ορ.λ αποτελούν 
αριθµ. πρόοδο µε διαφορά ω > 0 και τα εµβαδά κάθε οµάδας στ3 κατ.λ αποτελούν  
αριθµ. πρόοδο µε διαφορά ω΄ > 0. Εποµένως το ελάχιστο στ3 κάθε οµάδας βρίσκεται 
στο ελάχιστο στ4 και το µέγιστο στ3 βρίσκεται στο µέγιστο στ4. 
 
Π10 
α) Αν δύο ορ. γραµµές ενός πλέγµατος είναι παράλληλες τότε όλες οι ορ. γραµµές 
του πλέγµατος είναι παράλληλες. 
 
β) Στην περίπτωση αυτή τα στ4 κάθε ορ.λ είναι ισοδύναµα. 
 
γ) Τα οµόλογα στ3 σε κάθε ορ.λ είναι ισοδύναµα. 
 
Ισχύει και το αντίστροφο, δηλ. 
Αν κατά µήκος µιας ορ.λ δύο στ4 (ή δύο οµόλογα στ3) είναι ισοδύναµα, το πλαίσιο του 
πλέγµατος είναι τραπέζιο (ή παρ/µο) και τα στ4 (ή τα στ3) κατά  µήκος οποιασδήποτε 
ορ.λ είναι ισοδύναµα. 
 
Η πρόταση ισχύει προφανώς αφού όλες οι διαφορές των αντίστοιχων αριθµ. προόδων 
των εµβαδών των στ.3 είναι ίσες µε 0. 
 
Π11 

Αν στο πλέγµα (ΑΒΓ∆)ν x κ είναι ΑΒ�Γ∆, οι οριζόντιες γραµµές τέµνονται ανά 
δύο. Όλα τα σηµεία τοµής των ορ. γραµµών βρίσκονται προς το ίδιο µέρος της Α∆. 
 
Απόδειξη 
Το ότι οι γραµµές τέµνονται ανά δύο είναι άµεση συνέπεια της προηγούµενης πρότασης 
Π10. 
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Επειδή όλες οι πρόοδοι κατά µήκος των ορ.λ. έχουν την ίδια διαφορά, όλες οι πρόοδοι 
είναι γν. αύξουσες ή γν. φθίνουσες. Σύµφωνα µε την Π4 όλα τα ζεύγη ορ. γραµµών 
τέµνονται προς το ίδιο µέρος της Α∆. 
 
Λ4 
Έστω το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και Ε, Ζ, Η και Θ τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α 
αντίστοιχα. (σχ. 41). Έστω ΕΗ ∩ ΘΖ = Κ. Αν η διαγώνιος Β∆ περνά από το Κ τότε: 
 
α) Η διαγώνιος Β∆ διαιρεί το τετράπλευρο σε δύο ισοδύναµα τρίγωνα. 
 
β) (ΑΕΚΘ) = (ΓΗΚΖ) και αντίστροφα, αν δηλ. (ΑΕΚΘ) = (ΓΗΚΖ), τότε η 
διαγώνιος Β∆ διέρχεται από το µέσο της ΕΗ. 
 
Απόδειξη 
α) Φέρνουµε τις ΑΑ΄, ΓΓ΄, ΕΕ΄, ΗΗ΄ κάθετες στην Β∆.  

Επειδή τρίγ. ΚΗΗ΄ = τρίγ. ΚΕΕ΄⇒ ΗΗ΄ = ΕΕ΄. Από το τρίγωνο ΑΒΑ΄ όπου ΑΕ = ΕΒ 

και ΕΕ΄//ΑΑ΄⇒ΑΑ΄ = 2ΕΕ΄. Όµοια ΓΓ΄ = 2ΗΗ΄ και επειδή ΗΗ΄ = ΕΕ΄ ⇒ ΑΑ΄ = ΓΓ΄.  
Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΓΒ∆ έχουν κοινή βάση Β∆ και ίσα ύψη ΑΑ΄ = ΓΓ΄ άρα είναι 
ισοδύναµα. 

 

Σχ. 41
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β) Είναι (ΕΚΒ) + (ΘΚ∆) =
1

2
ΒΚ.ΕΕ΄ + 1

2
Κ∆.ΕΕ΄ = 1

2
(ΒΚ + Κ∆)ΕΕ΄ = 1

2
(ΑΒ∆) 

Άρα (ΑΕΚΘ) = 
1

2
(ΑΒ∆) 

Όµοια (ΓΗΚΖ) = 
1

2
(ΓΒ∆) 

και επειδή (ΑΒ∆) = (ΓΒ∆) θα είναι (ΑΕΚΘ) = (ΓΗΚΖ) 
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Αντίστροφα 
Αν ισχύει (ΑΕΚΘ) = (ΓΗΚΖ) και φέρουµε τη διαγώνιο Β∆ και τις ΑΑ΄, ΓΓ΄, ΗΗ΄, 
ΕΕ΄⊥Β∆ τότε: 
τριγ ΚΘΕ = τριγ ΚΖΗ οπότε και (ΚΘΕ) = (ΚΖΗ), άρα και (ΑΕΘ) = (ΓΗΖ) 

⇒ 1

4
(ΑΒ∆) = 

1

4
(ΓΒ∆) ⇒ (ΑΒ∆) =(ΓΒ∆) ⇒ 

1

2
Β∆.ΑΑ΄ = 1

2
Β∆.ΓΓ΄⇒ 2ΕΕ΄ = 2ΗΗ΄ 

⇒ ΕΕ΄ = ΗΗ΄  άρα η Β∆ διέρχεται από το µέσο Κ της ΕΗ. 
 
Π12 
Αν δύο διαδοχικά τµήµατα µιας δ.δ ενός πλέγµατος ν x κ βρίσκονται σε ευθεία 
τότε: 
 
α) Ολόκληρη η δ.δ είναι ευθεία 
 
β) Όλες οι δ.δ που είναι /σχ/ προς αυτή τη δ.δ είναι επίσης ευθ. τµήµατα 
παράλληλα και ισαπέχουν µεταξύ τους. 
 
γ) Αν ν = κ τότε η µία διαγώνιος του πλαισίου διαιρεί το πλαίσιο σε δύο ισοδύναµα 
τρίγωνα. 
 
Αντίστροφα 
Αν στο πλέγµα Α0ΑνΒνΒ0(ν x ν) η διαγώνιος ΑνΒ0 (ευθ. τµήµα) διαιρεί το 
τετράπλευρο Α0ΑνΒνΒ0 σε δύο ισοδύναµα τρίγωνα, τότε: 
 
α) ω=ω΄ όπου ω και ω΄ οι  διαφορές των αριθµητικών προόδων των εµβαδών των 
στ.3 κατά µήκος µιας ορ.λ και µιας κατ.λ αντίστοιχα. 
 
β) Η δ.δ ΑνΒ0 (τεθλασµένη) ταυτίζεται µε την διαγώνιο ΑνΒ0 (ευθ. τµήµα), µε άλλα 
λόγια, η διαγώνιος ΑνΒ0 του τετραπλεύρου Α0ΑνΒνΒ0 διέρχεται από τους κόµβους 
του πλέγµατος των κορυφών των στ4 κατά µήκος της δ.δ ΑνΒ0. 
 
γ) Οι διαδοχικές δ.δ του πλέγµατος που είναι /σχ/ΑνΒ0 είναι ευθ. τµήµατα //ΑνΒ0 

και ισαπέχουν µεταξύ τους. 
 
δ) Τα µήκη µεταξύ των διαδοχικών κόµβων όλων των δ.δ που είναι  παράλληλες 
προς την ΑνΒ0 αποτελούν αριθµ. πρόοδο. Όλες αυτές οι αριθµ. πρόοδοι έχουν την 
ίδια διαφορά 

4ω
υ

 όπου υ η απόσταση δύο διαδοχικών παραλλήλων δ.δ.  
 
ε) Τα µήκη των δ.δ που είναι παράλληλες προς την ΑνΒ0 σε καθένα από τα τρίγωνα 

Α0ΑνΒ0  και  ΒνΑνΒ0 αποτελούν αριθµ. πρόοδο µε διαφορά 
ν 0

1Α Β
ν

.  
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Απόδειξη 
Έστω το πλέγµα (ΑΒΓ∆)7 x 5 (σχ. 42). (Η απόδειξη δεν διαφέρει για πλέγµα ν x κ).  

 

Σχ. 42
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α) Έστω η δ.δ   ΕΖΗΘΙΚ και έστω ότι τα ΖΗ,  ΗΘ βρίσκονται σε ευθεία. Θα 
αποδείξουµε ότι η δ.δ  ΕΖΗΘΙΚ είναι ευθεία. 
Στο τετράπλευρο ΛΖΠΘ η διαγώνιος ΖΘ διέρχεται από το µέσο Η της ΜΡ. Σύµφωνα 
λοιπόν µε το Λ4 θα είναι: (ΛΜΗΣ) = (ΗΟΠΡ). Κατά µήκος µιας δ.δ τα εµβαδά των στ4 
αποτελούν αριθµ. πρόοδο και η διαφορά της προόδου είναι κοινή για όλες τις δ.δ /σχ/ 
µε αυτήν και ίση µε 2(ω - ω΄).  
Άρα 2(ω - ω΄) = 0 ⇒ ω΄ = ω. 
Έτσι κατά µήκος κάθε δ.δ /σχ/ ΛΗΠ τα εµβαδά των στ4 είναι ίσα.  
Εποµένως (ΤΣΘΧ) = (ΘΡΥΦ) και σύµφωνα µε το Λ4 η γραµµή ΗΘΙ είναι ευθεία. 
Όµοια αποδεικνύουµε ότι και ΘΙΚ καθώς και η ΕΖΗ είναι ευθείες. Άρα η δ.δ ΕΖΗΘΙΚ 
είναι ευθεία. 
 
β) Αρκεί να γίνει η απόδειξη για τη διαδοχική δ.δ  ΒΨΟΡΦΩ και αρκεί πάλι να γίνει η 
απόδειξη για δύο διαδοχικά τµήµατά της ΟΡ και ΡΦ. 
Στο τρίγωνο ΠΘΖ η ΡΟ συνδέει τα µέσα δύο πλευρών του, άρα ΟΡ//ΘΖ. Όµοια ΡΦ//ΗΙ 
και επειδή η ΖΗΘΙ είναι ευθεία, και η ΟΡΦ είναι ευθεία. 
Επειδή τώρα ΒΒ1 = Β1Β2 = Β2Β3 κ.λ.π, από τα ίσα ορθ. τρίγωνα ΒΒ1Η1, Β1Β2Η2, 
Β2Β3Η3 κ.λ.π προκύπτει Β1Η1 = Β2Η2 = Β3Η3 κ.λ.π δηλ. οι παράλληλες ισαπέχουν. 
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γ) Σε πλέγµα ν x ν η διαγώνιος Β∆ διαιρεί το πλαίσιο σε δύο τρίγωνα ΑΒ∆ και ΓΒ∆ (σχ 
43). Τα τρίγωνα αυτά αποτελούνται από ισοδύναµα τετράπλευρα (γραµµοσκιασµένα) 
και ισοδύναµα τρίγωνα όπως τα ΒΙΕ και ΒΚΕ αφού έχουν κοινή βάση ΒΕ και ίσα ύψη  
ΙΙ΄ = ΚΚ΄ (σύµφωνα µε το (β)). 

 

ζ 2 
ζ 1 

ε 2 

ε 1

Σχ. 43

Η 

Ζ 

Ε 

Θ 

Ι' 

Κ' 

Κ 

ΙΑ Β 

∆ 

Γ

 
 
Αντίστροφα 
α) ∆ίνεται ότι (Α0ΑνΒ0)=( ΒνΑνΒ0) (σχ. 44)     (1) 
Τα τρίγωνα Α0Α1Γ1 και Α0ΑνΒ0 έχουν την γωνία Α0 κοινή.  
Άρα 

0 1 1 0 1 0 1

0 ν 0 0 ν 0 0

(Α Α Γ ) (Α Α )(Α Γ )

(Α Α Β ) (Α Α )(Α Β )
= =

0 ν 0 0

0 ν 0 0

1 1
( Α Α )( Α Β )
ν ν
(Α Α )(Α Β )

= 2

1

ν
⇒ 0 1 1 0 ν 02

1
(Α Α Γ ) (Α Α Β )

ν
=  

Όµοια βρίσκουµε: ν ν 1 ν 1 ν ν 02

1
(Β Β ∆ ) (Β Α Β )

ν− −

=  

Εποµένως: (Α0Α1Γ1) = (ΒνΒν-1∆ν-1)      (2) 
 
∆ιατηρώντας τους συµβολισµούς της Π7 και σύµφωνα µε την ίδια θα είναι: 

0 1 1 ν1(Α Α Γ ) ε α (ν 1)ω′= = + −  

ν ν 1 ν 1 1ν(Β Β ∆ ) ε β (ν 1)ω
− −

= = + −  

Εποµένως, λόγω της (2) θα έχουµε:  
α (ν 1)ω β (ν 1)ω′+ − = + − ⇒   α β (ν 1)(ω ω )′− = − −    (3) 

Τα τρίγωνα Γν-1ΡΣ και ΡΤΒ1 είναι ίσα (Π-Γ-Π), άρα και ισοδύναµα, δηλ.  

ν 1 1(Γ ΡΣ) (ΡΤΒ )
−

= ⇒ β ω α ω′+ = + ⇒ α β ω ω′− = −    (4) 

Από τις (3) και (4) προκύπτει (ν 1)(ω ω ) ω ω ω ω′ ′ ′− − = − ⇒ =  
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Από την (4) τώρα προκύπτει α β=  

 

Σχ. 44

β 
α Τ

ΡΓ ν-1 

Σ Γ ν-2 
Θ Χ Ι

Φ

Κ 
Ψ 

Λ Μ 

Η 

Υ 
Ζ 

Ω Ο 

Β ν-1 

Β 2 
Β 1 

Γ2 

Γ 1 

∆ ν-1 

∆ 2 

∆ 1 

Α ν-1 Α ν-2 Α 2 Α 1Α 0 

Β ν 

Α ν

Β 0

 
β) Τα εµβαδά των τετραπλεύρων κατά µήκος µιας δευτερεύουσας διαγωνίου /σχ/Α0Βν 
αποτελούν αριθµ. πρόοδο µε διαφορά (από κάτω προς τα πάνω) ω ω 0′− = , δηλαδή 
είναι ισοδύναµα. 
Επειδή τώρα στο τετράπλευρο ΖΗΘΙ είναι (ΖΥΚΨ) = (ΚΦΘΧ), σύµφωνα µε το Λ4 β τα 
σηµεία Η, Κ, Ι είναι συνευθειακά. 
Το ίδιο συµβαίνει µε κάθε τριάδα διαδοχικών σηµείων κάθε δ.δ /σχ/ΑνΒ0 και βέβαια για 
την ίδια την ΑνΒ0 .  
Εποµένως η δ.δ ΑνΒ0 καθώς και κάθε άλλη διαγώνιος /σχ/ΑνΒ0 είναι ευθ. τµήµατα. 
   

γ) Επειδή 0 ν 1 0 ν 1

0 ν 0 0

Α Α Α Γν 1

Α Α ν Α Β
− −

−

= =  τα ευθ. τµήµατα Αν-1Γν-1 και ΑνΒ0 είναι 
παράλληλα. Για τον ίδιο λόγο όλες οι δ.δ /σχ/ΑνΒ0 είναι παράλληλες προς την ΑνΒ0, 
άρα και µεταξύ τους παράλληλες. 
 
Αποδεικνύουµε ότι τρεις τυχαίες διαδοχικές παράλληλες π.χ τις ΑνΒ0 , Αν-1Γν-1 και  
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Αν-2Γν-2 ισαπέχουν. Φέρνουµε τις Αν-2Λ και Αν-1Μ κάθετες στις Αν-1Γν-1 και ΑνΒ0 
αντίστοιχα. 

Τα ορθ. τρίγωνα ν 2 ν 1Α Α Λ
− −

 και ν 1 νΑ Α Μ
−

 είναι ίσα, άρα ν 2 ν 1Α Λ Α Μ
− −

= και η 

πρόταση αποδείχθηκε. 
 

δ) Τα εµβαδά 1 2 3ε ,ε ,ε των σκιασµένων τριγώνων (σχ. 45) αποτελούν αριθµ. πρόοδο µε 
διαφορά ω ω 2ω′ + =  και έχουν ίσα ύψη υ και βάσεις Β0Κ1=α1, Κ1Κ2=α2, Κ2Κ3=α3. 

άρα 2 1 3 2ε ε ε ε− = − ⇒
32 1 2α υα υ α υ α υ

2 2 2 2
− = − ⇒ 2 1 3 2α α α α− = −  που σηµαίνει ότι 

τα τµήµατα µεταξύ διαδοχικών κόµβων κατά µήκος της διαγωνίου ΑνΒ0 αποτελούν 
αριθµ. πρόοδο. Η διαφορά της προόδου αυτής είναι ίση µε  2 1ε ε 4ωλ 2

υ υ
−

= ⋅ =  

Το ίδιο ισχύει και για τα τµήµατα όλων των διαγωνίων //ΑνΒ0. 
 

 

Σχ. 45

ε 3 

ε 2 

ε 1 
Κ 1 Γ ν-1 

Κ 2
Λ 1 Γ ν-2 

Κ 3

Λ 2 

Β ν-1 

Β 2 
Β 1 

Γ 2 

Γ 1 

∆ ν-1 

∆ 2 

∆ 1 

Α ν-1 Α ν-2 Α 2 Α 1 Α ν

Β ν 

Α 0 

Β 0
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ε) Από τα όµοια τρίγωνα Α0Α1Γ1 και Α0ΑνΒ0 έχουµε: 
0 11 1

ν 0 0 ν

Α ΑΑ Γ 1

Α Β Α Α ν
= = ⇒ 1 1 ν 0

1Α Γ Α Β
ν

=  

Όµοια βρίσκουµε ότι 2 2 ν 0

2Α Γ Α Β
ν

=  κ.ο.κ 

Εποµένως τα µήκη των διαγωνίων Α1Γ1, Α2Γ2,…Αν-1Γν-1, ΑνΒ0 αποτελούν αριθµ. 

πρόοδο µε διαφορά ν 0

1Α Β
ν

 

 
Λ5 
∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και η διαγώνιός του Β∆. Έστω Ε, Ζ, Η, Θ τα µέσα των 
πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, Γ∆  και ∆Α αντίστοιχα. Έστω Κ = ΕΗ ∩ ΘΖ.  
Αν (ΑΕΚΘ) < (ΓΗΚΖ) τότε η κορυφή Α βρίσκεται στο εσωτερικό της κυρτής 
γωνίας �ΒΚ∆ ενώ η κορυφή Γ βρίσκεται στο εξωτερικό της �ΒΚ∆.  
 
Απόδειξη 
Τα ευθ. τµήµατα ΕΗ και ΘΖ διχοτοµούνται (σχ. 46).  

Εποµένως ΚΘΕ ΚΖΗ
� �

=  ⇒ (ΚΘΕ) = (ΚΖΗ). 
 

Σχ. 46

Ε' 

Η' 
Ο 

Κ 

Γ' 

Α' 

Ε 

Η 

Ζ 

Θ 

Γ 

∆ 

Β Α 

 
 

∆ίνεται ότι (ΑΕΚΘ) < (ΓΗΚΖ) ⇒ (ΑΕΘ) + (ΚΕΘ) < (ΚΖΗ) + (ΓΗΖ) ⇒ 
(ΑΕΘ) < (ΓΗΖ)                                                          (1) 

Όµως (ΑΕΘ) ΑΕ.ΑΘ 1

(ΑΒ∆) ΑΒ.Α∆ 4
= =  ⇒ (ΑΕΘ)=

1

4
(ΑΒ∆)   

και όµοια  (ΓΗΖ)= 
1

4
(Γ∆Β) 
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άρα η (1) γίνεται: 1

4
(ΑΒ∆) < 

1

4
(ΓΒ∆) ⇒ (ΑΒ∆) < (ΓΒ∆)           (2) 

Φέρνουµε τις ΑΑ΄, ΓΓ΄, ΕΕ΄ και ΗΗ΄⊥Β∆. 

Από το τρίγωνο ΑΒΑ΄ όπου ΑΕ = ΕΒ και ΕΕ΄//ΑΑ΄⇒ ΕΕ΄ = 
1

2
ΑΑ΄.   

Όµοια ΗΗ΄ = 1

2
ΓΓ΄ 

Η (2) γίνεται: 1

2
Β∆.ΑΑ΄ < 

1

2
Β∆.ΓΓ΄ ⇒  ΑΑ΄ <  ΓΓ΄ ⇒  2ΕΕ΄ < 2ΗΗ΄ ⇒ ΕΕ΄ < ΗΗ΄ 

Έστω Ο = ΕΗ ∩ Β∆. Από τα όµοια τρίγωνα ΕΕΌ και ΗΗΌ  έχουµε: 
ΟΕ ΕΕ΄

1
ΟΗ ΗΗ΄

= < ⇒ ΟΕ < ΟΗ 

και επειδή ΚΕ=ΚΗ το Ο βρίσκεται µεταξύ Ε και Κ. Άρα το Κ βρίσκεται έξω από το 
τρίγωνο ΑΒ∆, εποµένως το Α βρίσκεται µέσα στην κυρτή γωνία ΒΚ∆ οπότε το Γ 
βρίσκεται στο εξωτερικό της γωνίας ΒΚ∆. 
 
Π13 
Οι δ.δ ενός πλέγµατος εφόσον δεν είναι ευθ. τµήµατα είναι κυρτές τεθλασµένες. 
 
Απόδειξη 
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δ 1

γ 3 

γ 2 

γ 1 

β 3

β 2 

β 1

α 3 

α 2 

α 1
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Έστω το πλέγµα Α0ΑνΒνΒ0(ν x κ) (σχ. 47) (στο σχήµα σχεδιάσαµε πλέγµα 7 x 5) και η 
δ.δ  Γ∆ΕΖΗΘ. Θα αποδείξουµε ότι η δ.δ είναι κυρτή. 
Γνωρίζουµε ότι τα εµβαδά των διαγωνίων στ4 α1, α2, α3, αποτελούν αριθµ. πρόοδο. Το 
ίδιο και τα β1, β2, β3 καθώς και τα γ1, γ2, γ3 και τα δ1, δ2. Όλες αυτές οι αριθµ. πρόοδοι 
έχουν την ίδια διαφορά, έστω λ. 
 
Αν α1 = α2 τότε όπως αποδείξαµε στην Π12 όλες οι δ.δ που είναι /σχ/ προς την 
Γ∆ΕΖΗΘ είναι ευθείες παράλληλες. 
Αν α1≠α2 π.χ α1 < α2 τότε όλες οι παραπάνω πρόοδοι είναι γν. αύξουσες, δηλ. α1 < α2,  

β1 < β2,  γ1 < γ2,  δ1 < δ2. 
Σύµφωνα µε το Λ5 οι τεθλασµένες Γ∆Ε,  ∆ΕΖ,  ΕΖΗ,  ΖΗΘ έχουν την ίδια κυρτότητα, 
άρα η δ.δ  Γ∆ΕΖΗΘ είναι κυρτή. 
 
Π14 
Σε κάθε πλέγµα, το εµβαδόν οποιουδήποτε στ4 είναι γραµµικός συνδυασµός των 
εµβαδών 3 οποιωνδήποτε γωνιακών στ4 µε ρητούς συντελεστές 
 
Απόδειξη 
Έστω το πλέγµα ΑΒΓ∆(ν x κ) (σχ. 48). Έστω α, β, γ, δ τα εµβαδά των 4 γωνιακών στ4. 
Τα εµβαδά των στ4 σε κάθε ορ.λ αποτελούν αριθµ. πρόοδο µε διαφορά έστω ω (από 
αριστερά προς τα δεξιά) για όλες τις ορ.λ και τα εµβαδά των στ4  κάθε κατ.λ αποτελούν 
αριθµ. πρόοδο µε διαφορά ω΄ (από κάτω προς τα πάνω). 
 

 

δ

γ 

β α 

Σχ. 48

Η 

Λ 

Ζ 

Μ 

Κ 

Θ Ι 

Ε 

Γ 

∆ 

Β Α 

 



ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΟ “ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ” ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ ΗΜΑΘΙΑΣ ΤΗΣ ΕΜΕ, ΤΕΥΧΗ 3, 4, 5 

Σελ. 46 

Είναι λοιπόν β = α + (ν - 1)ω και δ = α + (κ - 1)ω΄.  
Άρα ω = 

β α
ν 1

−

−

 και ω΄ = δ α
κ 1

−

−

                                                           (1) 

Το εµβαδόν ερλ του στ4 ΙΚΛΜ που βρίσκεται στην ρη ορ.λ και στην λη κατ.λ βρίσκεται 
ως εξής: 
Το εµβαδόν ΕΖΗΘ του στ4 που βρίσκεται στην ρη ορ.λ και στην 1η κατ.λ είναι: 
Α1 = α + (ρ - 1)ω΄ 
Το Α1 είναι ο 1ος όρος της αριθµ. προόδου των εµβαδών των στ4 της ρης  ορ.λ και το 
εµβαδόν (ΙΚΛΜ) = ερλ είναι ο λος όρος της. Άρα  
ερλ = Α1 + (λ - 1)ω = α + (ρ - 1)ω΄ + (λ - 1)ω 
και λόγω των (1): 

ερλ = α + 
ρ 1 λ 1

(δ α) (β α)κ 1 ν 1

− −
− + − =

− −

ρ 1 λ 1 λ 1 ρ 1
(1 )α β δκ 1 ν 1 ν 1 κ 1

− − − −
− − + +

− − − −
 (2)                             

δηλαδή το ερλ είναι γρ. συνδυασµός των εµβαδών α,β,δ µε ρητούς συντελεστές.  
Επειδή α + γ = β + δ (= 2

κν Ε), αντικαθιστώντας στην (2) οποιοδήποτε από τα α, β, δ 

συναρτήσει των υπολοίπων, το εµβαδόν ερλ γίνεται γρ. συνδυασµός 3 οποιωνδήποτε 
από τα α, β, γ, δ µε ρητούς συντελεστές. 
 


