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Ένα από τα προβλήµατα που συναντούµε στα µαθηµατικά είναι η καταµέτρηση 
µεγάλου πλήθους στοιχείων ενός συνόλου. Τέτοια προβλήµατα είναι: 
 

1) Να βρεθεί το πλήθος όλων των φυσικών µικρότερων του 1 000 000 που δεν 
περιέχουν το ψηφίο 5. 

 
2) Να βρεθεί το πλήθος όλων των διαγωνίων ενός κυρτού πολυγώνου µε 100 

πλευρές. 
 

3) Στο παρακάτω πλέγµα 5Χ10 να βρεθεί το πλήθος όλων των ορθογωνίων 
(όλων των µεγεθών). 

 
 

 
 

Είναι φανερό ότι η καταµέτρηση του αντίστοιχου πλήθους χωρίς κάποια τεχνική, είναι 
µακροχρόνια ή δύσκολη ή αδύνατη. Χρειάζεται λοιπόν κάποια µέθοδος που θα κάνει 
τους υπολογισµούς πιο γρήγορα. Με αυτούς τους τρόπους ασχολείται το κεφάλαιο των 
µαθηµατικών που λέγεται ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗ. 
 
Θα δούµε εδώ κάποιες από τις έννοιες και τις θεωρίες της Συνδυαστικής. 
 
Θα αρχίσουµε µε µερικά παραδείγµατα που δεν απαιτούν γνώσεις από τη Συνδυαστική. 
 
1) Σ’ ένα παιχνίδι συµµετέχουν 10 παίκτες. Το παιχνίδι παίζεται µεταξύ δύο 
παικτών. Σε κάθε παιχνίδι ο ένας παίκτης είναι ο νικητής (δεν υπάρχει ισοπαλία). 

                                                
1 Οι σηµειώσεις αυτές γράφτηκαν για την Γ΄ Γυµνασίου των καλοκαιρινών σχολείων της Ηµαθίας 
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Το παιχνίδι σταµατά όταν µείνει µόνο ένας παίκτης που είναι ο νικητής. Πόσα 
παιχνίδια πρέπει να παιχθούν ώσπου να τελειώσει το παιχνίδι; 
 
Λύση 
Η λύση είναι απλή και σύντοµη. Παρά τούτο, όταν το πρόβληµα δίνεται στους µαθητές 
οι λύσεις είναι πολύπλοκες και συνήθως λαθεµένες. 
∆ίνουµε εδώ τη σύντοµη λύση: 
 
Σε κάθε παιχνίδι οι παίκτες λιγοστεύουν κατά 1. Εποµένως για να µείνει µόνο ένας 
παίκτης, απαιτείται να παιχτούν 10 1 9− =  παιχνίδια 
 
2) Να βρεθεί το πλήθος των ακεραίων µεταξύ 1 και 1 000 που διαιρούνται δια 13 
 
Λύση 
Κάθε αριθµός που διαιρείται δια 13 είναι της µορφής 13 ν⋅  όπου ν φυσικός. Πρέπει 
λοιπόν να βρούµε πόσοι είναι οι φυσικοί αριθµοί ν για τους οποίους ισχύει: 

1 1000
1 13ν 1000 ν

13 13
≤ ≤ ⇔ ≤ ≤    ή  1 12

ν 76
13 13
≤ ≤  

Εποµένως ν = 1, 2, 3, …, 76  δηλαδή υπάρχουν 76 πολλαπλάσια του 13 µεταξύ 1 και  
1 000 
 
3) Το χαρτί Α4 είναι το φωτοτυπικό χαρτί διαστάσεων 21 cm X 29,7 cm.  
Ένα τέτοιο χαρτί έχει πάχος 0,01 cm. ∆ιπλώνουµε το χαρτί στη µέση, κατόπιν πάλι 
στη µέση κ.ο.κ κάνουµε 20 διπλώσεις. 
Πόσο είναι το πάχος του τελικού διπλωµένου χαρτιού;  
Είναι λογικό το αποτέλεσµα; Πως εξηγείται το παράδοξο αυτό αποτέλεσµα; 
 
Λύση 
Με το πρώτο δίπλωµα, το πάχος του χαρτιού διπλασιάζεται. Με το επόµενο δίπλωµα 
ξαναδιπλασιάζεται, δηλ. το πάχος του αρχικού χαρτιού πολλαπλασιάζεται µε το 2.2 = 4. 
Με κάθε νέο δίπλωµα το πάχος του χαρτιού γίνεται διπλάσιο. Έτσι µε τα 20 διπλώµατα 
το πάχος του χαρτιού θα είναι κατά 20

20παράγοντες
2 2 ... 2 2
���������
⋅ ⋅ ⋅ =  φορές µεγαλύτερο του αρχικού 

πάχους. 
Έτσι το τελικό πάχος θα είναι: 

202 0,01cm 1 048 576 0,01 10 485,76cm 104,8576m⋅ = ⋅ = =  
Το αποτέλεσµα φαίνεται παράλογο, ότι δηλαδή το τελικό πάχος του χαρτιού θα είναι 
µεγαλύτερο από 100 µέτρα. 
Οι υπολογισµοί όµως δεν είναι λάθος. Αν µπορούσαµε να διπλώσουµε το χαρτί 20 
φορές, αυτό το πάχος θα είχε το τελικό χαρτί. 
Το συµπέρασµα είναι ότι δεν µπορούµε να διπλώσουµε ένα χαρτί τόσες φορές. Αν αυτό 
δεν σας πείθει, δοκιµάστε το. 
 
4) Τοποθετούµε όλους τους αριθµούς 1, 2, 3, …, 999 τον ένα δίπλα στον άλλο 
(χωρίς κενά) και σχηµατίζουµε τον αριθµό 1234567891011121314…998999. Στον 
αριθµό αυτό να βρεθεί ποιο είναι το ψηφίο που κατέχει την 2 008η θέση. 
 
Λύση 
Με τους  µονοψήφιους 1, 2, 3, …, 9 έχουµε γράψει 9 ψηφία. 
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Οι διψήφιοι 10, 11, 12, …, 99 είναι σε πλήθος 99 9 90− −=  και έχουν συνολικά 
2 90 180⋅ =  ψηφία. 
Με µονοψήφιους και διψήφιους έχουµε γράψει 9 + 180 = 189 ψηφία, δηλαδή δεν 
φτάσαµε στο 2 008ο ψηφίο. 
Οι τριψήφιοι 100, 101, 102, …, 999 είναι σε πλήθος 999 – 99 = 900 και έχουν συνολικά 
3.900 = 2 700 ψηφία. Μαζί µε τους προηγούµενους (µονοψήφιους και διψήφιους) 
έχουν 189 + 2 700 = 2 889 ψηφία, δηλαδή αν γράψουµε µονοψήφιους, διψήφιους και 
τριψήφιους ξεπερνάµε τη 2008η θέση. 
Το 2 008ο ψηφίο λοιπόν είναι ένα ψηφίο από τους τριψήφιους. Αυτό βρίσκεται ως εξής: 
Οι µονοψήφιοι και διψήφιοι έχουν όπως είπαµε συνολικά 189 ψηφία. Αν αφαιρέσουµε 
2 008 – 189 = 1 819. Αυτό σηµαίνει ότι το 2 008ο ψηφίο είναι το 1 819ο ψηφίο στην 
ακολουθία των τριψηφίων 100, 101, 102, …, 999 
Επειδή η διαίρεση 1 819 : 3 δίνει πηλίκο 606 και υπόλοιπο 1, υπάρχουν 606 τριψήφιοι 
πριν φτάσουµε στο 1 819ο ψηφίο και το 1 819ο ψηφίο είναι το πρώτο ψηφίο του 
επόµενου, δηλ. του 607ου αριθµού στην παραπάνω ακολουθία. Με τους 606 τριψήφιους 
φτάνουµε στον αριθµό 99 + 606 = 705, εποµένως το ψηφίο που ζητούµε είναι το πρώτο 
ψηφίο του επόµενου αριθµού 706, δηλαδή το 7. 

 
 
 
 

Το δεντροδιάγραµµα 
 

Το δεντροδιάγραµµα είναι µια σχηµατική παράσταση των διαφόρων δυνατών 
αποτελεσµάτων µιας διαδικασίας. Η διαδικασία αυτή είναι σύνθετη και 
πραγµατοποιείται από την εκτέλεση διαφόρων άλλων απλούστερων διαδικασιών 

1 2 κ∆ ,∆ ,...,∆ . 

Για την κατασκευή του, ξεκινούµε από έναν κόµβο που ονοµάζεται αρχή, και 
κατασκευάζουµε διάφορους κλάδους (βέλη) καθένας από τους οποίους καταλήγει σε 
ένα δυνατό αποτέλεσµα της πρώτης διαδικασίας 1∆ . 

Από κάθε δυνατό αποτέλεσµα της πρώτης διαδικασίας 1∆ , κατασκευάζουµε νέους 
κλάδους καθένας από τους οποίους καταλήγει σε ένα δυνατό αποτέλεσµα της 
διαδικασίας 2∆ . 

Από κάθε δυνατό αποτέλεσµα της δεύτερης διαδικασίας 2∆ , κατασκευάζουµε νέους 
κλάδους καθένας από τους οποίους καταλήγει σε ένα δυνατό αποτέλεσµα της 
διαδικασίας 3∆  κ.ο.κ µέχρις ότου τελειώσουν όλες οι επιµέρους διαδικασίες. 
Μπορούµε κατόπιν, ξεκινώντας από την αρχή και ακολουθώντας τις διακλαδώσεις του 
δεντροδιαγράµµατος να βρούµε όλα τα δυνατά αποτελέσµατα της σύνθετης διαδικασίας 
και να τα καταµετρήσουµε. 
 
Η χρήση του δεντροδιαγράµµατος φαίνεται στα παραδείγµατα που ακολουθούν. 
 
5) Ρίχνουµε ένα κέρµα 3 φορές και σηµειώνουµε τις ενδείξεις Κ (κορώνα) ή Γ 
(γράµµατα). Να καταγράψετε όλα τα δυνατά αποτελέσµατα.  
Πόσα είναι τα δυνατά αποτελέσµατα αν ρίξουµε το κέρµα 10 φορές; 
 
Λύση 
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Τα δυνατά αποτελέσµατα φαίνονται στο παρακάτω δεντροδιάγραµµα από το οποίο 
προκύπτει ότι υπάρχουν συνολικά 8 δυνατά αποτελέσµατα. 
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Γ 

Κ

Κ
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Γ 
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1η ρίψη 2η ρίψη 3η ρίψη αποτέλεσµα 

 
 
Παρατηρούµε ότι για 3 ρίψεις, τα δυνατά αποτελέσµατα είναι 2 2 2 8⋅ ⋅ =  
Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να βρούµε ότι για 10 ρίψεις, τα δυνατά αποτελέσµατα 
είναι 10

10παράγοντες
2 2 ... 2 2 1024⋅ ⋅ ⋅ = =
�����

 

 
6) Οι Α και Β κάνουν έναν αγώνα 5 το πολύ παιχνιδιών. Ισοπαλία δεν υπάρχει. 
Όποιος κερδίσει 2 συνεχόµενα παιχνίδια ή 3 συνολικά παιχνίδια είναι ο νικητής. 
Με πόσους τρόπους µπορεί να τερµατιστεί ο αγώνας;  
 
Λύση 
Οι δυνατοί τρόποι φαίνονται στο παρακάτω δεντροδιάγραµµα: 
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 Ο κύκλος γύρω από κάθε αποτέλεσµα σηµαίνει ότι τελειώνει ο αγώνας. 
Από το δεντροδιάγραµµα προκύπτει ότι υπάρχουν 10 δυνατοί τρόποι έκβασης του 
αγώνα και είναι οι παρακάτω. 
Με 2 παιχνίδια: ΑΑ, ΒΒ 
Με 3 παιχνίδια: ΑΒΒ, ΒΑΑ 
Με 4 παιχνίδια: ΑΒΑΑ, ΒΑΒΒ 
Με 5 παιχνίδια: ΑΒΑΒΑ, ΑΒΑΒΒ, ΒΑΒΑΑ, ΒΑΒΑΒ 
 
 
 
 

Βασική αρχή της απαρίθµησης 
 
Αν για να γίνει µια διαδικασία ∆, πρέπει να γίνουν οι διαδικασίες 1 2 κ∆ ,∆ ,...,∆  και 
                               η 1∆  µπορεί να γίνει µε ν1 τρόπους, 
αφού γίνει η 1∆ ,     η 2∆  µπορεί να γίνει µε ν2 τρόπους, 
αφού γίνει η 2∆ ,  η 3∆  µπορεί να γίνει µε ν3 τρόπους, 
……………………………………………………….   
αφού γίνει η κ 1∆ −

,   η κ∆  µπορεί να γίνει µε νκ τρόπους, 
 
τότε η διαδικασία ∆ µπορεί να γίνει µε 1 2 κν ν ... ν⋅ ⋅ ⋅  τρόπους.  

 
Η αλήθεια της πρότασης αυτής θα φανεί µε τα παραδείγµατα που ακολουθούν. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ:  
Πρέπει να ελέγχουµε αν µε την παραπάνω διαδικασία τα αποτελέσµατα είναι 
διαφορετικά ή µήπως υπάρχουν ταυτόσηµα αποτελέσµατα, οπότε η παραπάνω 
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αρχή δεν µπορεί να εφαρµοστεί. Θα δείξουµε πως συµβαίνει αυτό µε 
παραδείγµατα. 
 
Πρέπει να τονιστεί ότι οι τρόποι µε τους οποίους µπορεί να γίνει κάποια από τις 
παραπάνω διαδικασίες λ∆ πρέπει να υπολογίζονται µε την προϋπόθεση ότι έχουν γίνει 
οι προηγούµενες διαδικασίες 1 2 λ 1∆ ,∆ ,...,∆

−

. Αυτό σε άλλες περιπτώσεις έχει σηµασία, 
σε άλλες περιπτώσεις όχι. 
 
 
Παραδείγµατα 
7) Πόσους τριψήφιους µπορούµε να σχηµατίσουµε χρησιµοποιώντας τα ψηφία 2, 
4, 6 και 8; 
 
Λύση 
Τονίζουµε εδώ ότι το πρόβληµα δεν µας υποχρεώνει τα ψηφία του τριψηφίου να είναι 
όλα διαφορετικά. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ίδιο ψηφίο 2 ή και 3 φορές, 
δηλαδή τριψήφιοι σαν τους 242 ή 444 ή 662 είναι δεκτοί. 
Για να σχηµατίσουµε έναν τριψήφιο αριθµό, γράφουµε πρώτα το ψηφίο των 
εκατοντάδων (διαδικασία 1∆ ), κατόπιν το ψηφίο των δεκάδων (διαδικασία 2∆ ) και 
τέλος το ψηφίο των µονάδων (διαδικασία 3∆ ). 

Βρίσκουµε µε πόσους τρόπους µπορεί να γίνει κάθε διαδικασία 
 
∆ιαδικασία ∆1: Επιλογή του ψηφίου των εκατοντάδων: 
Το ψηφίο των εκατοντάδων µπορεί να επιλεγεί µε 1ν 4= τρόπους (2 ή 4 ή 6 ή 8) 

 
∆ιαδικασία ∆2: Επιλογή του ψηφίου των δεκάδων: 
Το ψηφίο των δεκάδων (µε την προϋπόθεση ότι έχει γίνει η διαδικασία 1∆ , δηλαδή 
επιλέχθηκε το ψηφίο των εκατοντάδων) µπορεί να γίνει πάλι µε 2ν 4=  τρόπους (2 ή 4 

ή  6 ή 8), αφού η εκφώνηση του προβλήµατος δεν αποκλείει τη χρήση του ίδιου ψηφίου 
µέχρι και 3 φορές. 
 
∆ιαδικασία ∆3: Επιλογή του ψηφίου των µονάδων: 
Το ψηφίο των µονάδων (µε την προϋπόθεση ότι έχουν γίνει οι διαδικασίες 1∆  και 2∆ ) 

µπορεί να επιλεγεί επίσης µε 3ν 4=  τρόπους (2 ή 4 ή 6 ή 8). 

Σύµφωνα λοιπόν µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης µπορούµε να σχηµατίσουµε 
συνολικά: 1 2 3ν ν ν ν 4 4 4 64= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = τέτοιους τριψήφιους αριθµούς 

 
Τα παραπάνω αποτελέσµατα φαίνονται στο παρακάτω δεντροδιάγραµµα. Στο 
δεντροδιάγραµµα αυτό δεν σχηµατίσαµε όλους τους τριψήφιους για οικονοµία χώρου. 
 
Το ότι υπάρχουν 4 4 4 64⋅ ⋅ =  τριψήφιοι, προκύπτει από τον τρόπο κατασκευής του 
δεντροδιαγράµµατος. Χρειαζόµαστε 4 κλάδους για να σχηµατίσουµε το 1ο ψηφίο. Από 
κάθε τέτοιο κλάδο χρειαζόµαστε 4 διακλαδώσεις για να σχηµατίσουµε το 2ο ψηφίο και 
από κάθε τέτοια διακλάδωση χρειαζόµαστε 4 νέες διακλαδώσεις για να σχηµατίσουµε 
το 3ο ψηφίο. Στο σχήµα δεν φαίνονται όλες οι διακλαδώσεις, αλλά µόνο µερικές. 
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8) Πόσους τριψήφιους µε διαφορετικά ψηφία µπορούµε να σχηµατίσουµε 
χρησιµοποιώντας τα ψηφία 2, 4, 6 και 8; 
 
Λύση 
Πάλι µπορούµε να χωρίσουµε τη διαδικασία σε 3 επί µέρους διαδικασίες 1 2 3∆ ,∆ και ∆ . 

 
∆ιαδικασία ∆1: Επιλογή του ψηφίου των εκατοντάδων.  
Αυτή µπορεί να γίνει µε 1ν 4=  τρόπους (2 ή 4 ή 6 ή 8) 

 
∆ιαδικασία ∆2: Επιλογή του ψηφίου των δεκάδων. 
Το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορεί να γίνει η διαδικασία 2∆ πρέπει να 
υπολογιστεί µε την προϋπόθεση ότι έχει γίνει η διαδικασία 1∆ , δηλαδή έχει επιλεγεί το 

ψηφίο των εκατοντάδων. 
Από κάθε επιλογή του ψηφίου των εκατοντάδων υπάρχουν 2ν 3=  τρόποι για να 

επιλεγεί το ψηφίο των δεκάδων. Αν π.χ επιλέξαµε σαν ψηφίο εκατοντάδων το 4, τότε 
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σαν ψηφίο δεκάδων µπορεί να επιλεγεί το 2 ή το 6 ή το 8 (δεν µπορούµε να επιλέξουµε 
πάλι το 4). 
 
∆ιαδικασία ∆3: Επιλογή του ψηφίου των µονάδων. 
Από κάθε επιλογή του ψηφίου των εκατοντάδων και του ψηφίου των δεκάδων του 
τριψήφιου αριθµού, υπάρχουν 3ν 2=  µόνο τρόποι επιλογής για το ψηφίο των µονάδων. 
Αν π.χ επιλέξαµε σαν ψηφίο εκατοντάδων το 6 και σαν ψηφίο δεκάδων το 4, τότε σαν 
ψηφίο µονάδων µπορούµε να επιλέξουµε µόνο το 2 η το 8 (αφού δεν µπορούµε να 
επιλέξουµε το ίδιο ψηφίο 2 φορές). 
Σύµφωνα λοιπόν µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης, µπορούµε να σχηµατίσουµε  

1 2 3ν ν ν ν 4 3 2 24= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = τέτοιους τριψήφιους αριθµούς. 
 
Τους παραπάνω τρόπους µπορούµε να δείξουµε και πάλι µε κατάλληλο 
δεντροδιάγραµµα. Από τον τρόπο κατασκευής του δεντροδιαγράµµατος συµπεραίνουµε 
ότι υπάρχουν ν 4 3 2 24= ⋅ ⋅ =  τριψήφιοι µε διαφορετικά ψηφία από τα 2, 4, 6 και 8. 
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αρχή 

1ο ψηφίο 2ο ψηφίο 3ο ψηφίο αριθµός 

 
 
9) Ο Φίλιππος έχει στη διάθεσή του 5 διαφορετικά παντελόνια, 3 διαφορετικά 
σακάκια και 6 διαφορετικά πουκάµισα. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορεί 
να ντυθεί; 
 
Λύση 
Το ντύσιµο µπορεί να γίνει αν γίνουν οι εξής 3 διαδικασίες: 
Να βάλει πρώτα ο Φίλιππος το παντελόνι. Αυτή η διαδικασία µπορεί να γίνει µε 5 
τρόπους. 
Να βάλει κατόπιν το πουκάµισό του. Αυτή η διαδικασία µπορεί να γίνει µε 6 τρόπους. 
Τέλος να βάλει το σακάκι του. Η διαδικασία αυτή µπορεί να γίνει µε 3 τρόπους.  
Σύµφωνα µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης, η όλη διαδικασία µπορεί να γίνει µε 
5 6 3 90⋅ ⋅ = 5.6.3 = 90 τρόπους.  
∆ηλαδή υπάρχουν 90 διαφορετικοί συνδυασµοί για να ντυθεί ο Φίλιππος. 
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10) ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΠΡΟ-ΠΟ 
Σ’ ένα δελτίο ΠΡΟ-ΠΟ υπάρχουν 13 οµάδες. Τα προγνωστικά για κάθε οµάδα 
είναι τρία: 1, 2, Χ. Πόσες είναι όλες οι διαφορετικές στήλες που µπορούµε να 
συµπληρώσουµε; 
 
Λύση 
Ο υπολογισµός θα γίνει µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης. 
Υπάρχουν 3 τρόποι για να συµπληρώσουµε την 1η οµάδα (1, 2, Χ). 
Για κάθε τρόπο συµπλήρωσης της 1ης οµάδας, υπάρχουν πάλι 3 τρόποι συµπλήρωσης 
της 2ης οµάδας. Αν κάνουµε όλους αυτούς τους συνδυασµούς βρίσκουµε 3 3 9⋅ =  
τρόπους συµπλήρωσης των δύο πρώτων οµάδων. Οι τρόποι αυτοί φαίνονται στο 
παρακάτω δεντροδιάγραµµα. 
 
 

 2η οµάδα 1η οµάδα Αποτέλεσµα 

Χ 

Χ 

Χ 

2 

2 

1 

1 

2 

1 

Χ 

2 

1 

1Χ 

ΧΧ 

Χ2 

Χ1 

2Χ 

22 

21 

12 

11 

 
 
Για καθέναν από τους 23 3 3⋅ =  τρόπους συµπλήρωσης των δύο πρώτων οµάδων, 
υπάρχουν 3 τρόποι για τη συµπλήρωση της 3ης οµάδας. Έτσι υπάρχουν 2 33 3 3⋅ =  
τρόποι συµπλήρωσης των 3 πρώτων οµάδων. 
Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι υπάρχουν  

13

13παράγοντες
3 3 ... 3 3
���������
⋅ ⋅ ⋅ =  τρόποι συµπλήρωσης των 13 οµάδων. 
Το 133 1 594 323= είναι ένας πολύ µεγάλος αριθµός. Έτσι εξηγείται γιατί είναι πολύ 
δύσκολο να “πιάσουµε” 13άρι. 
 
11) Πόσα είναι τα υποσύνολα ενός συνόλου µε 10 στοιχεία; 
 
Λύση 
Έστω { }1 2 10Α α ,α ,...,α= το σύνολο των 10 στοιχείων. 
Το κενό σύνολο θεωρείται και αυτό υποσύνολο κάθε συνόλου εποµένως και του 
συνόλου Α. 
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Για να κατασκευάσουµε ένα υποσύνολο Β του Α, γράφουµε: 
Β = {�, �, �, �, �, �, �, �, �, �} 

Σε κάθε τετραγωνάκι θα θέσουµε ή δεν θα θέσουµε το αντίστοιχο στοιχείο του συνόλου 
Α, δηλ. στο 1ο τετραγωνάκι θα θέσουµε ή δεν θα θέσουµε το 1α . Στο 2ο τετραγωνάκι θα 

θέσουµε ή δεν θα θέσουµε το στοιχείο 2α  κ.ο.κ µέχρι και το 10ο τετραγωνάκι. Έτσι θα 

σχηµατιστεί ένα σύνολο µε κάποια από τα στοιχεία του Α που θα είναι βέβαια 
υποσύνολο του Α. Με τον τρόπο αυτό παίρνουµε όλα τα υποσύνολα του Α και κανένα 
δεν το παίρνουµε περισσότερες από µία φορά. 
Για την 1η θέση (1ο τετραγωνάκι) υπάρχουν δύο επιλογές. Ή να τοποθετήσουµε το 1α  ή 

να µην το τοποθετήσουµε. 
Για τη 2η θέση υπάρχουν πάλι δύο επιλογές. Το ίδιο και για την 3η , 4η κ.ο.κ θέσεις.  
Συνολικά λοιπόν υπάρχουν 102 2 ... 2 2⋅ ⋅ ⋅ =  επιλογές ή το ίδιο υπάρχουν 1 024 
υποσύνολα του Α. 
 
12) α) Πόσους τριψήφιους µε διαφορετικά ψηφία µπορούµε να σχηµατίσουµε 
χρησιµοποιώντας τα ψηφία 1, 3, 5, 7 και 9; 
 
β) Πόσοι από αυτούς είναι µικρότεροι του 500; 
 
γ) Πόσοι αρχίζουν από 3; 
 
δ) Πόσοι αρχίζουν από 3 και λήγουν σε 7; 
 
ε) Πόσοι διαιρούνται δια 5; 
 
Λύση 
α) Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1ν 5=  τρόπους. Το 2ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί 
µε 2ν 4=  τρόπους (αφού πρέπει να είναι διαφορετικό από το 1ο). Τέλος το 3ο ψηφίο 
µπορεί να επιλεγεί µε 3ν 3=  τρόπους (αφού πρέπει να είναι διαφορετικό από τα άλλα 

δύο). Έτσι µπορούµε να σχηµατίσουµε συνολικά 1 2 3ν ν ν ν 5 4 3 60= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  τέτοιους 
τριψήφιους αριθµούς. 
 
β) Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1ν 2=  τρόπους (1 ή 3, ώστε ο τριψήφιος να είναι 
µικρότερος του 500). Το 2ο ψηφίο  µπορεί να επιλεγεί µε 2ν 4=  τρόπους (οποιοδήποτε 
ψηφίο διαφορετικό από το 1ο). Τέλος το 3ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 3ν 3=  

τρόπους. Μπορούµε λοιπόν να σχηµατίσουµε 1 2 3ν ν ν ν 2 4 3 24= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  τριψήφιους 
µικρότερους του 500 
 
γ) Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1ν 1=  τρόπο (µόνο 3). Το 2ο ψηφίο µπορεί να 
επιλεγεί µε 2ν 4=  τρόπους. Το 3ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 3ν 3=  τρόπους. 
Μπορούµε εποµένως να σχηµατίσουµε συνολικά 1 2 3ν ν ν ν 1 4 3 12= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  τέτοιους 
τριψήφιους αριθµούς. 
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δ) Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1ν 1=  τρόπο. Το τελευταίο ψηφίο µπορεί να 
επιλεγεί µε 2ν 1=  τρόπο και το 2ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 3ν 3=  τρόπους. Άρα 
υπάρχουν συνολικά 1 2 3ν ν ν ν 1 1 3 3= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  τέτοιοι τριψήφιοι. 
(στην περίπτωση αυτή είναι εύκολο να κάνουµε την καταµέτρηση, η προσπάθειά µας 
όµως είναι να καταδείξουµε πως εφαρµόζεται η βασική αρχή της απαρίθµησης). 
 
ε) Γνωρίζουµε ότι για να διαιρείται ένας ακέραιος δια του 5, πρέπει το τελευταίο ψηφίο 
του να διαιρείται δια 5. Εποµένως το τελευταίο ψηφίο µπορεί να είναι µόνο το 5, 
δηλαδή µπορεί να επιλεγεί µόνο µε 1ν 1=  τρόπο. Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 

3ν 4=  τρόπους και το 2ο ψηφίο του µπορεί να επιλεγεί µε 3ν 3=  τρόπους. Άρα 

υπάρχουν 
1 2 3ν ν ν ν 1 4 3 12= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  τέτοιοι τριψήφιοι. 

 
13) α) Πόσες πινακίδες αυτοκινήτων µπορούµε να κατασκευάσουµε αν κάθε 
πινακίδα έχει δύο Ελληνικά γράµµατα και 4 ψηφία από τα οποία το 1ο δεν µπορεί 
να είναι το 0; 
 
β) Πόσες έχουν τουλάχιστον δύο ίδια ψηφία; 
 
γ)  Πόσες έχουν 4 ίδια ψηφία; 
 
Λύση 
α) Το Ελληνικό αλφάβητο έχει 24 γράµµατα. Εποµένως το πρώτο γράµµα µπορεί να 
επιλεγεί µε 1ν 24=  τρόπους. Το 2ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί επίσης µε 2ν 24=  

τρόπους. Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 3ν 9=  τρόπους (όχι 0), καθένα δε από τα 
υπόλοιπα ψηφία µπορεί να επιλεγεί µε 4 4 6ν ν ν 10= = =  τρόπους.  
Έτσι σύµφωνα µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης µπορούµε να σχηµατίσουµε 

1 2 3 4 5 6ν ν ν ν ν ν ν 24 24 24 9 10 10 10 5 184 000= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = διαφορετικές πινακίδες. 
 

β) Βρίσκουµε πρώτα πόσες από τις παραπάνω πινακίδες έχουν όλα τα ψηφία τους 
διαφορετικά. 
το 1ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 24 τρόπους (οποιοδήποτε γράµµα) 
το 2ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 24 τρόπους 
το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 9 τρόπους (όχι 0) 

το 2ο ψηφίο µε 9 τρόπους (διαφορετικό από το 1ο, έστω και 0) 

το 3ο ψηφίο µε 8 τρόπους 
το 4ο ψηφίο µε 7 τρόπους. 
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Εποµένως µπορούµε να κατασκευάσουµε 24 24 9 9 8 7 2 612 736⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  πινακίδες στις 
οποίες όλα τα ψηφία είναι διαφορετικά. 
Βρήκαµε στο (α) ότι όλες οι πινακίδες (µε διαφορετικά ή όχι ψηφία) είναι 5 184 000. 

Άρα οι πινακίδες στις οποίες τουλάχιστον 2 ψηφία είναι ίδια, είναι: 
5 184 000 2 612 736 2 571 264− =  

 

γ) Το 1ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 24 τρόπους 
το 2ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 24 τρόπους 
το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 9 τρόπους 
το 2ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο (ίδιο µε το 1ο ψηφίο) 
το 3ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο και  
το 4ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο. 
Εποµένως µπορούµε να κατασκευάσουµε 24 24 9 1 1 1 5 184⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = τέτοιες πινακίδες. 
 
14) Υπάρχουν 6 δρόµοι που συνδέουν τις πόλεις Α και Β και 4 δρόµοι που συνδέουν 
τις πόλεις Β και Γ. 
 
α) Κατά πόσους τρόπους µπορεί κάποιος να ταξιδέψει από την πόλη Α στην Γ 
περνώντας από τη Β; 
 
β) Κατά πόσους τρόπους µπορεί να ταξιδέψει από την πόλη Α στη Γ και να 
ξαναγυρίσει στην Α περνώντας και τις δύο φορές από την πόλη Β; 
 
γ) Κατά πόσους τρόπους µπορεί να πάει από την πόλη Α στην Γ και να επιστρέψει 
στην Α περνώντας και τις δύο φορές από την πόλη Β, χωρίς να χρησιµοποιήσει τον 
ίδιο δρόµο δύο φορές; 
 
Λύση 
α) Υπάρχουν 6 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΑΒ 
Υπάρχουν 4 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΒΓ 
Σύµφωνα µε την βασική αρχή της απαρίθµησης υπάρχουν 6 4 24⋅ =  τρόποι για να γίνει 
η διαδροµή ΑΒΓ. 
 
β) Υπάρχουν 6 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΑΒ 
υπάρχουν 4 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΒΓ 
υπάρχουν 4 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΓΒ και  
υπάρχουν 6 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΒΑ 
Σύµφωνα εποµένως µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης, υπάρχουν 6 4 4 6 576⋅ ⋅ ⋅ =  
τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΑΒΓΒΑ. 
 
γ) Υπάρχουν 6 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΑΒ. 
Υπάρχουν 4 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΒΓ. 



2ο ΚΑΛΟΚΑΙΡΙΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΣΧΟΛΕΙΟ ΝΑΟΥΣΑΣ. ΑΥΓΟΥΣΤΟΣ 2008        

Σελ. 14 

Υπάρχουν 3 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΓΒ (αφού κατά την επιστροφή δεν 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο ίδιος δρόµος). 
Υπάρχουν 5 τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΒΑ. 
Σύµφωνα εποµένως µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης, υπάρχουν 6 4 3 5 360⋅ ⋅ ⋅ =  
τρόποι για να γίνει η διαδροµή ΑΒΓΒΑ χωρίς να χρησιµοποιηθεί ο ίδιος δρόµος 2 
φορές. 
 
15) Σχηµατίζουµε όλες τις λέξεις µε 4 διαφορετικά γράµµατα από τα γράµµατα της 
λέξης ΤΗΛΕΦΩΝΟ (οι λέξεις δεν είναι απαραίτητο να έχουν νόηµα, π.χ οι λέξεις 
ΤΦΟΝ, ΝΛΟΩ είναι αποδεκτές) 
 
α) Πόσες είναι οι λέξεις αυτές; 
 
β) Πόσες από αυτές περιέχουν µόνο σύµφωνα; 
 
γ) Πόσες από αυτές τελειώνουν σε φωνήεν; 
 
δ) Πόσες αρχίζουν από φωνήεν και τελειώνουν σε φωνήεν; 
 
ε) Πόσες αρχίζουν από Τ και τελειώνουν σε φωνήεν; 
 
ζ) Πόσες δεν περιέχουν το γράµµα Τ; 
 
η) Πόσες περιέχουν το γράµµα Τ; 
 
θ) Πόσες περιέχουν το Τ και δεν περιέχουν το Φ; 
 
ι) Πόσες αρχίζουν από Τ, περιέχουν το Φ και δεν περιέχουν το Η; 
 
κ) Αν διατάξουµε όλες τις λέξεις κατά απόλυτη αλφαβητική σειρά, ποια τάξη θα 
κατέχει η λέξη ΦΩΝΟ; 
 
λ) Στην παραπάνω αλφαβητική διάταξη πόσες λέξεις περιέχονται ανάµεσα στις 
λέξεις ΗΕΦΩ και ΩΦΕΗ; 
 
µ) Ποια λέξη κατέχει την 1 000η τάξη; 
 
Λύση 
α) Το 1ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 8 τρόπους. Το 2ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 
7 τρόπους. Το 3ο γράµµα µε 6 τρόπους και το 4ο µε 5 τρόπους.  
Εποµένως µπορούµε να σχηµατίσουµε 8 7 6 5 1 680⋅ ⋅ ⋅ =  λέξεις. 
 
β) Το 1ο γράµµα  µπορεί να επιλεγεί µε 4 τρόπους (Λ ή Ν ή Τ ή Φ). Το 2ο γράµµα 
µπορεί να επιλεγεί µε 3 τρόπους, το 3ο µε 2 τρόπους και το 4ο µε 1 τρόπο.  
Άρα µπορούµε να σχηµατίσουµε 4 3 2 1 24⋅ ⋅ ⋅ =  τέτοιες λέξεις. 
 
γ) Το τελευταίο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 4 τρόπους (Ε, Η, Ο, Ω). Το 1ο γράµµα 
µπορεί να επιλεγεί µε 7 τρόπους, το 2ο µε 6 τρόπους και το 3ο µε 5 τρόπους.  
Άρα µπορούµε να σχηµατίσουµε συνολικά: 4 7 6 5 840⋅ ⋅ ⋅ =  τέτοιες λέξεις. 
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δ) Το 1ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 4 τρόπους (Ε, Η, Ο, Ω). Το τελευταίο γράµµα 
µπορεί να επιλεγεί µε 3 τρόπους. Το 2ο γράµµα µπορεί τώρα να επιλεγεί µε 6 τρόπους 
και το 3ο µε 5 τρόπους.  
Άρα µπορούµε να σχηµατίσουµε συνολικά 4 3 6 5 360⋅ ⋅ ⋅ =  λέξεις. 
 
ε) Το 1ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 1 µόνο τρόπο. Το τελευταίο γράµµα µπορεί να 
επιλεγεί µε 4 τρόπους. Το 2ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 6 τρόπους και το 3ο γράµµα 
µπορεί να επιλεγεί µε 5 τρόπους.  
Άρα µπορούµε να σχηµατίσουµε συνολικά 1 4 6 5 120⋅ ⋅ ⋅ =  λέξεις 
 
ζ) Το 1ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 7 τρόπους (οποιοδήποτε γράµµα εκτός του Τ). 
Το 2ο γράµµα µπορεί να επιλεγεί µε 6 τρόπους, το 3ο µε 5 τρόπους και το 4ο µε 4 
τρόπους.  
Έτσι µπορούµε να σχηµατίσουµε 7 6 5 4 840⋅ ⋅ ⋅ =  λέξεις. 
 
η) Βρήκαµε στο (α) ότι όλες οι λέξεις µε 4 γράµµατα είναι 1 680. Από αυτές οι 840 δεν 
περιέχουν το Τ όπως βρήκαµε στο (ζ). Άρα 1 680 840 840− =  λέξεις περιέχουν το Τ. 
 
Άλλη λύση 
Βρίσκουµε τις λέξεις που περιέχουν το Τ σαν 1ο γράµµα. Το 1ο γράµµα µπορεί να 
επιλεγεί µε 1 τρόπο, το 2ο µε 7 τρόπους, το 3ο µε 6 τρόπους και το 4ο µε 5 τρόπους. Άρα 
υπάρχουν 1 7 6 5 210⋅ ⋅ ⋅ =  λέξεις που περιέχουν το Τ ως 1ο γράµµα. 
Για τον ίδιο ακριβώς λόγο υπάρχουν 210 λέξεις που περιέχουν το Τ σαν 2ο γράµµα, 210 
λέξεις που περιέχουν το Τ σαν 3ο γράµµα και 210 λέξεις που περιέχουν το Τ σαν 4ο 
γράµµα. Άρα υπάρχουν συνολικά 4 210 840⋅ =  τέτοιες λέξεις. 
 
θ) Αφού οι λέξεις δεν θέλουµε να περιέχουν το Φ, αρκεί να βρούµε πόσες λέξεις 
µπορούµε να κατασκευάσουµε µε τα υπόλοιπα 7 γράµµατα Τ, Η, Λ, Ε, Ω, Ν, Ο που να 
περιέχουν το Τ. 
Οι λέξεις που περιέχουν το Τ ως 1ο γράµµα είναι: 1 6 5 4 120⋅ ⋅ ⋅ = .  
Οι λέξεις που περιέχουν το Τ ως 2ο γράµµα είναι επίσης 120.  
Το ίδιο και οι λέξεις που περιέχουν το Τ ως 3ο ή 4ο γράµµα.  
Άρα όλες οι λέξεις που µπορούµε να σχηµατίσουµε είναι 4 120 480⋅ = . 
 
ι) Βρίσκουµε πόσες λέξεις µπορούµε να σχηµατίσουµε από τα γράµµατα Τ, Λ, Ε, Φ, Ω, 
Ν, Ο που να αρχίζουν από Τ και να περιέχουν το Φ. 
Οι λέξεις που αρχίζουν από Τ και περιέχουν το Φ σαν 2ο γράµµα είναι 1 1 5 4 20⋅ ⋅ ⋅ = . 
Επίσης 20 είναι οι λέξεις που αρχίζουν από Τ και περιέχουν το Φ σαν 3ο γράµµα και 20 
οι λέξεις που αρχίζουν από Τ και περιέχουν το Φ σαν 4ο γράµµα.  
Άρα συνολικά έχουµε 3 20 60⋅ =  τέτοιες λέξεις. 
 
κ) ∆ιατάσσουµε τα 8 γράµµατα µε αλφαβητική σειρά: Ε, Η, Λ, Ν, Ο, Τ, Φ, Ω. 
Από τη λέξη ΦΩΝΟ θα προηγούνται όλες οι λέξεις που αρχίζουν από Ε, Η, Λ, Ν, Ο, Τ 
και µερικές που αρχίζουν από Φ. 
Οι λέξεις που αρχίζουν από Ε είναι 1 7 6 5 210⋅ ⋅ ⋅ = . Για τον ίδιο λόγο 210 είναι και οι 
λέξεις που αρχίζουν από κάποιο άλλο από τα γράµµατα Η, Λ, Ν, Ο, Τ. Άρα οι λέξεις 
που αρχίζουν από Ε ή Η ή Λ ή Ν ή Ο ή Τ είναι 6 210⋅ =1 260. 
Βρίσκουµε τώρα πόσες από τις λέξεις που αρχίζουν από Φ προηγούνται από τη λέξη 
ΦΩΝΟ. Το πρόβληµα ανάγεται στο: 
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Από τις λέξεις µε 3 γράµµατα από τα Ε, Η, Λ, Ν, Ο, Τ, Ω να βρεθεί πόσες προηγούνται 
της ΩΝΟ. 
Από τη λέξη ΩΝΟ θα προηγούνται όσες αρχίζουν από Ε, Η, Λ, Ν, Ο, Τ και µερικές που 
αρχίζουν από Ω. 
Οι λέξεις που αρχίζουν από Ε είναι 1 6 5 30⋅ ⋅ = . Για τον ίδιο λόγο 30 είναι και οι λέξεις 
που αρχίζουν από κάποιο άλλο από τα γράµµατα Η, Λ, Ν, Ο, Τ. Άρα της λέξης ΩΝΟ 
προηγούνται 6 30⋅ =  180 λέξεις. 
Βρίσκουµε τώρα πόσες από τις λέξεις που αρχίζουν από ΦΩ προηγούνται της λέξης 
ΦΩΝΟ. Το πρόβληµα ανάγεται στο:  
Από τις λέξεις µε δύο γράµµατα από τα Ε, Η, Λ, Ν, Ο, Τ να βρεθεί πόσες προηγούνται 
της ΝΟ. 
Από τη λέξη ΝΟ θα προηγούνται όσες αρχίζουν από Ε, Η, Λ και µερικές από αρχίζουν 
από Ν. 
Οι λέξεις που αρχίζουν από Ε είναι 1 5 5⋅ = . Για τον ίδιο λόγο, οι λέξεις που αρχίζουν 
από κάποιο άλλο από τα γράµµατα Η, Λ είναι επίσης 5. Άρα της λέξης ΝΟ 
προηγούνται 3 5⋅ =  15 λέξεις. 
Μένει τώρα να βρούµε πόσες από τις λέξεις που αρχίζουν από ΦΩΝ προηγούνται της 
λέξης ΦΩΝΟ. Αυτές είναι οι ΦΩΝΕ, ΦΩΝΗ, ΦΩΝΛ, δηλ. 3 λέξεις. 
Έτσι της λέξης ΦΩΝΟ προηγούνται 1 260 180 15 3 1 458+ + + = λέξεις. Εποµένως η 
λέξη ΦΩΝΟ κατέχει την η1 458 1 1 459+ =  θέση. 
 
λ) Όπως και στο (κ) βρίσκουµε ότι η λέξη ΗΕΦΩ κατέχει την 235η θέση και η λέξη 
ΩΦΕΗ κατέχει την η1 651  θέση. Άρα ανάµεσα στις λέξεις αυτές περιέχονται 
1 651 235 1 1 415− − =  λέξεις. 
 
µ) Οι λέξεις που αρχίζουν από Ε είναι 1 7 6 5 210⋅ ⋅ ⋅ = . Όµοια οι λέξεις που αρχίζουν 
από κάποιο άλλο γράµµα είναι 210. Επειδή τώρα  

1 000
4 5

210
< < , δηλ. 

4 210 1 000 5 210⋅ < < ⋅ , αυτό σηµαίνει ότι 4 οµάδες λέξεων (αυτές που αρχίζουν από Ε, 
Η, Λ, Ν) προηγούνται από τη ζητούµενη λέξη, ενώ οι λέξεις που αρχίζουν από Ο δεν 
προηγούνται όλες από τη ζητούµενη λέξη. Άρα η τελευταία λέξη αρχίζει από Ο. 
Το πρόβληµα τώρα ανάγεται στο: 
Από τις λέξεις µε 3 διαφορετικά γράµµατα από τα Ε, Η, Λ, Ν, Τ, Φ, Ω που µπορούµε να 
κατασκευάσουµε, ποια κατέχει την η1 000 4 210 1 000 840 160− ⋅ = − =  τάξη στην 
αλφαβητική διάταξη. 
Οι λέξεις που αρχίζουν από Ε είναι 1 6 5 30⋅ ⋅ = . Όµοια, οι λέξεις που αρχίζουν από 
κάποιο άλλο γράµµα είναι 30. 

Επειδή τώρα 160
5 6

30
< < , δηλαδή 5 30 160 6 30⋅ < < ⋅ , αυτό σηµαίνει ότι 5 οµάδες 

λέξεων, αυτές που αρχίζουν από Ε, Η, Λ, Ν, Τ προηγούνται της ζητούµενης λέξης, ενώ 
οι λέξεις που αρχίζουν από Φ δεν προηγούνται όλες από τη ζητούµενη λέξη. Άρα η 
ζητούµενη λέξη (µε 3 γράµµατα) αρχίζει από Φ. Έτσι τα 2 πρώτα γράµµατα που 
ζητούµε είναι τα ΟΦ. 
Το πρόβληµα τώρα ανάγεται στο: 
Από τις λέξεις µε 2 διαφορετικά γράµµατα από τα Ε, Η, Λ, Ν, Τ, Ω ποια κατέχει την 

η160 5 30 10− ⋅ = θέση στην αλφαβητική διάταξη. 
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Οι λέξεις που αρχίζουν από Ε είναι 1.5 = 5. Επίσης οι λέξεις που αρχίζουν από κάποιο 
άλλο από τα υπόλοιπα γράµµατα είναι 5. Επειδή 10

2
5
= , δηλαδή 10 2 5= ⋅ , αυτό 

σηµαίνει ότι η 10η λέξη είναι η τελευταία της 2ης οµάδας που αρχίζει από Η, δηλαδή 
είναι η λέξη ΗΩ. 
Άρα η λέξη που ζητούµε µε 4 γράµµατα και κατέχει την 1 000η τάξη είναι η ΟΦΗΩ. 
 
 
∆είχνουµε τώρα ένα παράδειγµα στο οποίο δεν µπορεί να εφαρµοστεί η βασική αρχή 
της απαρίθµησης. 
 
16) Με πόσους τρόπους µπορούµε να επιλέξουµε 2 από τους 100 αριθµούς  
1,2,3, ...,99,100ώστε το άθροισµά τους να είναι  
 
α) περιττός   β) άρτιος 
 
Λύση 
α) Για να είναι το άθροισµα δύο ακεραίων περιττός, πρέπει ο ένας να είναι άρτιος και ο 
άλλος περιττός. Η όλη διαδικασία λοιπόν µπορεί να χωριστεί σε δύο επιµέρους 
διαδικασίες: 
 
1η διαδικασία: 
Επιλογή του άρτιου αριθµού από τους 100 δοσµένους αριθµούς. 
Επειδή υπάρχουν 50 άρτιοι αριθµοί, η διαδικασία αυτή µπορεί να γίνει µε 50 τρόπους. 
 
2η διαδικασία: 
Επιλογή του περιττού αριθµού από τους 100 δοσµένους αριθµούς. Αυτή µπορεί επίσης 
να γίνει µε 50 τρόπους. 
 
Συνολικά λοιπόν υπάρχουν 50 50 2 500⋅ =  τρόποι για να γίνει η σύνθετη διαδικασία, 
δηλαδή υπάρχουν 2 500 τρόποι για να είναι το άθροισµα των δύο αριθµών περιττός 
αριθµός. 
 
β) Για να είναι το άθροισµα δύο ακεραίων άρτιος αριθµός πρέπει και οι δύο να είναι 
άρτιοι ή και οι δύο να είναι περιττοί.  
Θα βρούµε το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε δύο 
αρτίους και κατόπιν το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε 
δύο περιττούς και θα προσθέσουµε τα δύο πλήθη. 
 
Πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε δύο άρτιους από τους  
1,2,3,...,99,100: 
Ο 1ος άρτιος µπορεί να επιλεγεί κατά 50 τρόπους (2, 4, 6, … , 100). Αφού επιλεγεί ο 1ος 
άρτιος, ο 2ος άρτιος µπορεί να επιλεγεί κατά 49 τρόπους (δεν µπορεί να είναι ο ίδιος µε 
τον 1ο). Με τον τρόπο αυτό το ζεύγος των αρτίων 40 και 60 επιλέγεται δύο φορές. Μια 
φορά ως (40, 60) και µια φορά ως (60, 40). Επειδή όµως τα ζεύγη αυτά θεωρούνται 
ταυτόσηµα, δεν έχει σηµασία δηλ. ποιον από τους 40 και 60 θα επιλέξουµε ως 1ο και 
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ποιον ως 2ο, το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε δύο 
αρτίους µε άθροισµα άρτιο είναι ίσο µε 50 49

1 225
2

⋅

=  

Υπενθυµίζουµε ότι για να εφαρµόσουµε την βασική αρχή της απαρίθµησης, όλα τα 
αποτελέσµατα πρέπει να είναι διαφορετικά.  
 
Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να 
επιλέξουµε δύο περιττούς είναι ίσο µε 50 49

1225
2

⋅

= . 

Συνολικά λοιπόν υπάρχουν 1 225 1 225 2 450+ = τέτοιοι τρόποι. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: 
Πρέπει να προσέξουµε εδώ ότι δεν πολ/ζουµε 1225 1225⋅ , αλλά προσθέτουµε 
1225 1225 2450+ = . Αυτό συµβαίνει εδώ επειδή µε τη διαδικασία επιλογής των δύο 
αρτίων αριθµών, η όλη διαδικασία τελειώνει. ∆εν συνεχίζεται η διαδικασία µε την 
επιλογή των δύο περιττών. 
 
17) Σε µια τάξη υπάρχουν 5 µαθητές. Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να 
επιλέξουµε 3 από αυτούς για να σχηµατίσουµε µια τριµελή επιτροπή; 
 
Λύση 
Ονοµάζουµε α, β, γ, δ, ε τους 5 µαθητές.  
Ο 1ος µαθητής µπορεί να επιλεγεί µε 5 τρόπους. 
Ο 2ος µαθητής µπορεί να επιλεγεί µε 4 τρόπους (διαφορετικός από τον 1ο) και ο 3ος 
µαθητής µπορεί να επιλεγεί µε 3 τρόπους (διαφορετικός από τους δύο πρώτους).  
Θα έλεγε κανείς ότι σύµφωνα µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης υπάρχουν 
5 4 3 60⋅ ⋅ = διαφορετικές τριµελείς επιτροπές. 
 
Το παραπάνω σκεπτικό όµως είναι λάθος. Έχουµε επισηµάνει ότι για να εφαρµοστεί η 
βασική αρχή της απαρίθµησης πρέπει τα αποτελέσµατα της µέτρησης να είναι 
διαφορετικά. Εδώ όµως τα αποτελέσµατα δεν είναι όλα διαφορετικά όπως δείχνουµε 
αµέσως: 
 
Αν επιλέξουµε ως 1ο τον µαθητή α, ως 2ο τον µαθητή β και ως 3ο τον µαθητή γ, έχουµε 
την τριµελή επιτροπή {α,β,γ} . 
Αν επιλέξουµε ως 1ο τον µαθητή γ, ως 2ο τον β και ως 3ο τον α, έχουµε την τριµελή 
επιτροπή {γ,β,α} . 
Οι παραπάνω τριµελείς επιτροπές όµως είναι ίδιες. ∆εν έχει καµιά σηµασία η σειρά µε 
την οποία επιλέξαµε τους µαθητές. 
 
Στο παρακάτω δεντροδιάγραµµα (δεν είναι ολοκληρωµένο) φαίνονται αυτές οι επιλογές 
οι οποίες όµως οδηγούν στο ίδιο αποτέλεσµα. 
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Για να υπολογίσουµε το πραγµατικό πλήθος των τριµελών επιτροπών, σκεφτόµαστε ως 
εξής:  
Για κάθε τριµελή επιτροπή, π.χ την αβγ, υπάρχουν 6 συνολικά διατεταγµένες τριάδες 
που δίνουν την ίδια επιτροπή. Αυτές είναι οι: αβγ, αγβ, βαγ, βγα, γαβ, γβα. Εποµένως το 
πραγµατικό πλήθος των επιτροπών είναι: 60 : 6 10=  
 
Το πλήθος των επιτροπών µπορεί να υπολογιστεί εύκολα µε τη βοήθεια του κεφαλαίου 
ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ της ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗΣ. Όµως εδώ θα περιοριστούµε µόνο στη βασική 
αρχή της απαρίθµησης. 
 
Η βασική αρχή της απαρίθµησης θα µπορούσε να εφαρµοστεί αν η εκφώνηση ήταν λίγο 
διαφορετική και πρέπει να προσέξουµε πολύ αυτή τη διαφορά. Η διατύπωση είναι η 
εξής: 
 
Σε µια τάξη υπάρχουν 5 µαθητές. Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να επιλέξουµε 
µια τριµελή επιτροπή που θα αποτελείται από έναν πρόεδρο, ένα γραµµατέα και 
έναν ταµία; 
 
Η εκφώνηση αυτή είναι σχεδόν όµοια µε την παραπάνω, ο τρόπος όµως υπολογισµού 
είναι διαφορετικός. 
Εδώ η βασική αρχή της απαρίθµησης µπορεί να εφαρµοστεί, επειδή οι τριάδες που 
αναφέραµε παραπάνω αβγ, αγβ, βαγ, βγα, γαβ, γβα είναι όλες διαφορετικές. Αν δηλαδή 
ο 1ος µαθητής που θα επιλεγεί είναι ο πρόεδρος, ο 2ος είναι ο γραµµατέας και ο 3ος είναι 
ο ταµίας, τότε  
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η τριάδα αβγ σηµαίνει: α = πρόεδρος, β = γραµµατέας, γ = ταµίας, ενώ 
η τριάδα γβα σηµαίνει: γ = πρόεδρος, β = γραµµατέας, α = ταµίας 
και φυσικά οι επιτροπές αυτές είναι διαφορετικές. 
Στην περίπτωση αυτή το πλήθος των επιτροπών είναι, όπως ορίζει η βασική αρχή της 
απαρίθµησης: 5.4.3 = 60 
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∆ύο χρήσιµοι τύποι 
 
Θα αποδείξουµε δύο χρήσιµους τύπους:  

1

ν(ν +1)
S 1 2 3 ... ν

2
= + + + + =    (Τ1)  για κάθε φυσικό ν > 0 

2 2 2 2
2

ν(ν +1)(2ν +1)
S 1 2 3 ... ν

6
= + + + + =   (Τ2)  για κάθε φυσικό ν > 0 

 
Απόδειξη 
α) Θεωρούµε την ταυτότητα: 

2 2(α 1) α 2α 1+ = + +  
Θέτουµε σ’ αυτήν όπου α 1,2,3,...,ν=  

2 2α 1: 2 1 2 1 1= = + ⋅ +  
2 2α 2 : 3 2 2 2 1= = + ⋅ +  
2 2α 3: 4 3 2 3 1= = + ⋅ +  

........................................ 
2 2α ν : (ν 1) ν 2 ν 1= + = + ⋅ +  

 
Προσθέτοντας τις σχέσεις αυτές κατά µέλη βρίσκουµε: 

2 2(ν 1) 1 2(1 2 3 ... ν) ν+ = + + + + + +  ή 
2

1ν 2ν 1 1 2S ν+ + = + +  

από την οποία βρίσκουµε: 1

ν(ν +1)
S

2
=  

 
β) Θεωρούµε την ταυτότητα: 

3 3 2(α 1) α 3α 3α 1+ = = + +  
Θέτουµε σ’ αυτήν όπου α = 1, 2, 3, …, ν 

3 3 2α 1: 2 1 3 1 3.1 1= = + ⋅ + +  
3 3 2α 2 : 3 2 3 2 3 2 1= = + ⋅ + ⋅ +  
3 3 2α 3: 4 3 3 3 3 3 1= = + ⋅ + ⋅ +  

.................................................. 
3 3 2α ν : (ν 1) ν 3ν 3ν 1= + = + + +  

 
Προσθέτοντας τις σχέσεις αυτές κατά µέλη βρίσκουµε: 

3 3 2 2 2 2(ν 1) 1 3(1 2 3 ... ν ) 3(1 2 3 ... ν) ν+ = + + + + + + + + + + +  

και αντικαθιστώντας το 1

ν(ν +1)
S 1 2 3 ... ν

2
= + + + + =  βρίσκουµε 

2 2 2 2
2

ν(ν 1)(2ν 1)
S 1 2 3 ... ν

6

+ +
= + + + + =  

 
Θα δούµε τώρα πως µε τους δύο παραπάνω τύπους µπορούµε να υπολογίσουµε το 
πλήθος των στοιχείων κάποιων συνόλων. 
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Παραδείγµατα 
18) 20 άτοµα παραβρέθηκαν σε ένα γεύµα. Καθένα άτοµο τσούγκρισε το ποτήρι 
του µε όλους τους άλλους (µόνο µια φορά). Πόσα τσουγκρίσµατα έγιναν συνολικά; 
 
Λύση 
Ονοµάζουµε τα άτοµα 1 2 20π ,π ,...,π .  

Το άτοµο 1π τσούγκρισε µε 19 άτοµα 2 3 20(π ,π ,...,π )  

Το άτοµο 2π  τσούγκρισε (εκτός του 1π ) µε 18 ακόµη άτοµα 3 4 20(π ,π ,...,π )  

Το άτοµο 3π  τσούγκρισε µε 17 ακόµη άτοµα 4 5 20(π ,π ,...,π )  κ.ο.κ 
Το άτοµο π18 τσούγκρισε µε 2 άτοµα 19 20(π ,π )  και τέλος το πρόσωπο 19π  τσούγκρισε 
µε 1 άτοµο 20(το π ) .  

Το 20π έχει τσουγκρίσει µε όλα τα υπόλοιπα. 
Έγιναν λοιπόν συνολικά 19 18 17 ... 3 2 1+ + + + + + ή το ίδιο  
1 2 3 ... 17 18 19+ + + + + +  τσουγκρίσµατα. 
Το τελευταίο όµως άθροισµα σύµφωνα µε τον τύπο 1(Τ )   είναι ίσο µε 19(19 +1)

190
2

= . 

∆ηλαδή έγιναν συνολικά 190 τσουγκρίσµατα. 
 
Β΄ Λύση 
Μια δεύτερη πιο σύντοµη λύση είναι η εξής: 
Καθένα από τα 20 πρόσωπα τσούγκρισε το ποτήρι του µε 19 άλλα πρόσωπα. Έτσι το 
πλήθος όλων των τσουγκρισµάτων πρέπει να είναι 20 19 380⋅ =  
Με το σκεπτικό αυτό όµως κάθε τσούγκρισµα υπολογίστηκε δύο φορές. Π.χ 
υπολογίσαµε και το τσούγκρισµα 3 5(π ,π )  και το 5 3(π ,π )  που είναι όµως τα ίδια.  
Έτσι το πραγµατικό πλήθος των τσουγκρισµάτων είναι 380 : 2 190=  
 
19) Να υπολογιστεί το πλήθος των διαγωνίων ενός κυρτού πολυγώνου µε 100 
πλευρές. 
 
Λύση 
Κάθε ευθ. τµήµα που συνδέει δύο κορυφές είναι ή πλευρά (αν συνδέει δύο διαδοχικές 
κορυφές) ή διαγώνιος (αν συνδέει δύο µη διαδοχικές κορυφές). Θα βρούµε πρώτα το 
πλήθος όλων των ευθ. τµηµάτων που συνδέουν τις κορυφές ανά δύο και από το πλήθος 
αυτό θα αφαιρέσουµε το πλήθος των πλευρών που είναι 100. 
Ονοµάζουµε 1 2 3 100Κ ,Κ ,Κ ,...,Κ  τις κορυφές του πολυγώνου. 
Μπορούµε να συνδέσουµε την κορυφή 1Κ  µε τις υπόλοιπες 99 κορυφές. Έτσι 
παίρνουµε 99 ευθ. τµήµατα από τα οποία άλλα είναι πλευρές (τα 1 2Κ Κ  και 1 100Κ Κ ) και 
άλλα είναι διαγώνιες. 
Μπορούµε τώρα να συνδέσουµε την κορυφή 2Κ  µε τις υπόλοιπες 98 κορυφές (δεν θα 
τη συνδέσουµε µε την 1Κ  που τη συνδέσαµε προηγουµένως). Παίρνουµε έτσι ακόµη 98 

ευθ. τµήµατα από τα οποία άλλα είναι πλευρές και άλλα είναι διαγώνιες. 
Η κορυφή 3Κ  µπορεί να συνδεθεί µε 97 κορυφές, η 4Κ  µε 96 κ.ο.κ, η 99Κ  µπορεί να 
συνδεθεί µε 1 κορυφή (την 100Κ ), ενώ την τελευταία κορυφή 100Κ  την έχουµε συνδέσει 
µε όλες τις κορυφές. 
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Έτσι µπορούµε να κατασκευάσουµε 99 98 97 ... 3 2 1+ + + + + +  ευθ. τµήµατα από τα 
οποία άλλα είναι πλευρές και άλλα διαγώνιες. 
Όµως το άθροισµα 2 3 ... 97 98 99+ + + + + + σύµφωνα µε τον τύπο 1(Τ )  είναι ίσο µε 
99(99 +1)

4 950
2

=  

Εποµένως το πλήθος των διαγωνίων είναι 4 950 100 4 850− =  

Μια δεύτερη λύση µπορεί να γίνει µε παρόµοιο σκεπτικό µε αυτό της προηγούµενης 
άσκησης. 
 
20) Στο διπλανό τετράγωνο κάθε πλευρά έχει 
διαιρεθεί σε 10 ίσα µέρη. Να βρεθεί το 
πλήθος όλων των τετραγώνων που 
σχηµατίζονται (όλων των µεγεθών) 
  
  
 
 
 
 
 
Λύση 

 

Α 0 Α 10 Α 1 Α 2 Α 3 Α 4 Α 5 Α 6 Α 7 Α 8 Α 9 

Β 10 

Γ 10 Γ0 

Β0 

 
 
Ονοµάζουµε α την πλευρά κάθε µικρού τετραγώνου. 
Το ζητούµενο πλήθος είναι: 
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ν 1 2 3 10S Σ Σ Σ ... Σ= + + + +  όπου 1Σ  παριστάνει το πλήθος των τετραγώνων µε πλευρά 

α, 2Σ  παριστάνει το πλήθος των τετραγώνων µε πλευρά 2α, 3Σ  το πλήθος των 
τετραγώνων µε πλευρά 3α κ.ο.κ.  
 
Υπολογισµός του 1Σ : 

Είναι φανερό ότι 2
1Σ 10 10 10= ⋅ =

 

 
Υπολογισµός του 2Σ : 

Τα τετράγωνα µε πλευρά 2α που έχουν τη βάση τους πάνω στην 0 10Α Α  είναι αυτά που 
έχουν πλευρές τις 0 2 1 3 2 4 8 10Α Α , Α Α , Α Α ,...,Α Α  και τα οποία είναι σε πλήθος 9. 

Με τον ίδιο συλλογισµό τα τετράγωνα µε βάση πάνω στην 0 10Β Β είναι επίσης 9. 

Υπάρχουν 9 σειρές τέτοιων τετραγώνων (η τελευταία έχει τις βάσεις των τετραγώνων 
πάνω στην 0 10Γ Γ ).  

Εποµένως το πλήθος των τετραγώνων µε πλευρά 2α είναι ίσο µε 29 9 9⋅ =  
 
Υπολογισµός του 3Σ : 

Τα τετράγωνα µε πλευρά 3α που έχουν τη βάση τους στην 0 10Α Α  είναι αυτά που έχουν 
βάσεις τις 0 3 1 4 2 5 7 10Α Α ,Α Α ,Α Α ,...,Α Α  και είναι σε πλήθος 8. Υπάρχουν 8 σειρές 
τέτοιων τετραγώνων.  
Εποµένως το πλήθος όλων των τετραγώνων αυτών είναι 28 8 8⋅ =  
 
Με το ίδιο σκεπτικό βρίσκουµε ότι είναι: 

2 2 2 2 2
4 5 8 9 10Σ 7 , Σ 6 ,...,Σ 3 , Σ 2 και Σ 1= = = = =  

Εποµένως το ζητούµενο πλήθος είναι: 
2 2 2 2 2 2S 10 9 8 ... 3 2 1= + + + + + +  

Το άθροισµα αυτό σύµφωνα µε τον τύπο 2(Τ )  είναι ίσο µε: 
10.11.21

S 385
6

= =  τετράγωνα. 
 
21) Στο επίπεδο δίνονται 10 σηµεία 1 2 3 10A , A ,A , ..., A  που  ανά 3 δεν είναι 
συνευθειακά.  
 
α) Πόσα ευθ. τµήµατα ορίζονται από τα σηµεία αυτά; 
 
β) Πόσα τρίγωνα ορίζονται από τα σηµεία αυτά; 
 
γ) Πόσα από τα παραπάνω τρίγωνα έχουν µια κορυφή το σηµείο 1A ; 
 
Λύση 
α) Για να σχηµατίσουµε όλα τα ευθ. τµήµατα, σχηµατίζουµε πρώτα όλα τα ευθ. 
τµήµατα που έχουν ως ένα άκρο το 1A . Αυτά είναι τα 1 2 1 3 1 10A A ,A A ,...,A A ,  δηλαδή 9 

τµήµατα. 
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Σχηµατίζουµε τώρα όλα τα ευθ. τµήµατα που έχουν ως ένα άκρο το 2A  και άλλο άκρο 
κάποιο από τα υπόλοιπα σηµεία (όχι όµως το 1A  που το πήραµε προηγουµένως). Αυτά 
είναι τα 2 3 2 4 2 10A A ,A A ,...,A A  δηλαδή 8 τµήµατα. 
Σχηµατίζουµε τώρα τα ευθ. τµήµατα µε ένα άκρο το 3A  και άλλο άκρο κάποιο από τα 
υπόλοιπα σηµεία (όχι όµως τα 1A  και 2A ). Αυτά είναι 7. Προχωρούµε µε τον ίδιο 
τρόπο. 
Συνολικά λοιπόν υπάρχουν 9 8 7 ... 3 2 1+ + + + + + = (σύµφωνα µε τον τύπο 1(T ) ) = 

9 (9 +1)
45

2

⋅

= τµήµατα. 
 
β) Για να βρούµε πόσα τρίγωνα ορίζονται από τα σηµεία αυτά σκεφτόµαστε ως εξής: 
Ένα τέτοιο τρίγωνο έχει σαν βάση κάποιο από τα προηγούµενα ευθ. τµήµατα που όπως 
βρήκαµε στο (α) ερώτηµα είναι σε πλήθος 45. Για κάθε τέτοια επιλογή της βάσης του, 
υπάρχουν 8 τρόποι επιλογής της τρίτης κορυφής. Αν π.χ πάρουµε σαν βάση την 1 2Α Α , 

υπάρχουν οι εξής τρόποι επιλογής για την τρίτη κορυφή:  
3 4 10Α ,Α ,...,Α . Κανονικά λοιπόν θα έπρεπε, σύµφωνα µε τη βασική αρχή της 

απαρίθµησης να υπάρχουν 45 8 360⋅ =  τρόποι επιλογής των τριών κορυφών, δηλαδή 
360 τρίγωνα. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ όµως: Τα τρίγωνα δεν είναι 360, αλλά µόνο 120. Αυτό εξηγείται ως εξής: 
Αν πάρουµε σαν βάση την 1 2Α Α  και κορυφή την 3Α  σχηµατίζουµε το τρίγωνο 

1 2 3Α Α Α . Το ίδιο τρίγωνο όµως σχηµατίζεται αν πάρουµε σαν βάση την 2 3Α Α  και 
κορυφή την 1Α  ή αν πάρουµε σαν βάση την 1 3Α Α  και κορυφή την 2Α . ∆ηλαδή το 
τρίγωνο 1 2 3Α Α Α  το µετρήσαµε 3 φορές. Για τον ίδιο λόγο, κάθε τρίγωνο µετρήθηκε 3 

φορές και εποµένως το πραγµατικό πλήθος των τριγώνων είναι 360 : 3 120=   
 
Τονίζουµε εδώ ότι στην βασική αρχή της απαρίθµησης, η νιάδα που 
κατασκευάζουµε πρέπει να είναι διατεταγµένη, δηλαδή νιάδες που έχουν όλα τα 
στοιχεία τους κοινά, δεν τα έχουν όµως στις ίδιες θέσεις θεωρούνται διαφορετικές. 
 
γ) Τα τρίγωνα που έχουν κορυφή το 1Α  έχουν βάση κάποιο ευθ. τµήµα που ορίζεται 
από τα υπόλοιπα 9 σηµεία. Το πλήθος των ευθ. τµηµάτων που ορίζονται από 9 σηµεία 
(όπως ακριβώς και στο (α)) ερώτηµα είναι σε πλήθος: 

8 (8 1)
8 7 6 ... 3 2 1 36

2

⋅ +
+ + + + + + = =   

 
22) Ένας µαθητής πρέπει να απαντήσει σε 6 από τις 8 ερωτήσεις που του δίνονται 
σε ένα τεστ. 
 
α) Πόσους τρόπους έχει για να επιλέξει τις 6 απαντήσεις; 
 
β) Πόσες επιλογές έχει αν πρέπει να απαντήσει οπωσδήποτε τις 2 πρώτες 
ερωτήσεις; 
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γ) Πόσες επιλογές έχει αν πρέπει να απαντήσει σε 2 από τις 3 πρώτες ερωτήσεις και 
σε 4 από τις υπόλοιπες 5; 
 
Λύση 
α) Για κάθε επιλογή των 6 ερωτήσεων που θα απαντήσει, υπάρχει µια επιλογή των 2 
ερωτήσεων που δεν θα απαντήσει. Εποµένως, αντί να βρούµε το πλήθος των τρόπων µε 
τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε τις 6 από τις 8 ερωτήσεις, θα βρούµε το πλήθος 
των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε τις 2 ερωτήσεις από τις 8. 
Ονοµάζουµε 1 2 8ε ,ε ,...,ε  τις 8 ερωτήσεις. 
Για να βρούµε το πλήθος των όλων των δυνατών δυάδων:  
Επιλέγουµε την 1ε  και κάποια από τις υπόλοιπες 7 ερωτήσεις, δηλαδή υπάρχουν 7 

τέτοια ζεύγη ερωτήσεων. 
Επιλέγουµε κατόπιν την 2ε  και κάποια από τις υπόλοιπες (όχι όµως την 1ε , επειδή 

µετρήσαµε το ζεύγος 1 2(ε ,ε ) ). Υπάρχουν 6 τέτοιες δυνατότητες. 
Επιλέγουµε την 3ε  και κάποια από τις υπόλοιπες κ.ο.κ. 
Βρίσκουµε (όπως και στα προηγούµενα παραδείγµατα): 7 6 5 4 3 2 1+ + + + + + =  

(σύµφωνα µε τον τύπο 1(Τ ) ) = 
7 (7 +1)

28
2

⋅

=  τέτοια ζεύγη. 
 
β) Αν απαντήσει τις δύο πρώτες ερωτήσεις, αποµένουν άλλες 4 από τις υπόλοιπες 6 που 
πρέπει να απαντήσει. Όπως και στο προηγούµενο ερώτηµα, υπάρχουν  
5 4 3 2 1 15+ + + + = τρόποι επιλογής των 4 αυτών ερωτήσεων. 
 
γ) Για να απαντήσει 2 από τις 3 πρώτες ερωτήσεις υπάρχουν (όπως και στο (α) 
ερώτηµα) 3 τρόποι, ενώ για να απαντήσει στις 4 από τις υπόλοιπες 5 ερωτήσεις 
υπάρχουν 5 τρόποι.  
Συνολικά λοιπόν υπάρχουν 3 5 15⋅ =  επιλογής. 
 
 
Άλυτες ασκήσεις 
1) Καταγράφουµε κατά σειρά γέννησης το φύλλο 4 παιδιών µιας οικογένειας. 
Πόσα είναι τα δυνατά αποτελέσµατα;(π.χ ένα αποτέλεσµα είναι το ΚΚΑΚ που 
σηµαίνει ότι το 1ο παιδί είναι κορίτσι, το 2ο είναι επίσης κορίτσι, το 3ο είναι αγόρι 
και το 4ο είναι κορίτσι). 
 
Απάντ: 
Υπάρχουν 16 διαφορετικά αποτελέσµατα που µπορούν να φανούν µε ένα 
δεντροδιάγραµµα.: 
Αυτά είναι: ΚΚΚΚ, ΚΚΚΓ, ΚΚΓΚ, ΚΚΓΓ, ΚΓΚΚ, ΚΓΚΓ, ΚΓΓΚ, ΚΓΓΓ, ΓΚΚΚ, 
ΓΚΚΓ, ΓΚΓΚ, ΓΚΓΓ, ΓΓΚΚ, ΓΓΚΓ, ΓΓΓΚ, ΓΓΓΓ 
 
2) Ο Κώστας έχει 1€ και παίζει ένα παιχνίδι. Στο παιχνίδι αυτό ή κερδίζει ή χάνει 
1€. Το παιχνίδι σταµατά όταν ο Κώστας κερδίζει 3€ (δηλ έχει συνολικά 4€) ή όταν 
συµπληρώσει 5 παιχνίδια (ανεξάρτητα από το αποτέλεσµα). Πόσα είναι τα δυνατά 
αποτελέσµατα του παιχνιδιού; 
 
Απάντ: 
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11 όπως φαίνεται στο παρακάτω δεντροδιάγραµµα. 
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3) Πόσους τριψήφιους αριθµούς µπορούµε να σχηµατίσουµε χρησιµοποιώντας τα 
ψηφία 
α) 1, 2, 3, 4, 5;   β) 0, 1, 2, 3, 4; 
 
Απάντ: α) 125      β) 100 
 
4) Πόσους τριψήφιους µε διαφορετικά ψηφία µπορούµε να σχηµατίσουµε 
χρησιµοποιώντας τα ψηφία  
α) 1, 2, 3, 4, 5;   β) 0, 1, 2, 3, 4; 
 
Απάντ:  α) 60   β) 48 
 
5) Σ’ ένα χορό παραβρέθηκαν 10 άντρες και 10 γυναίκες. Πόσα διαφορετικά 
ζευγάρια µπορούµε να σχηµατίσουµε από έναν άντρα και µια γυναίκα; 
 
Απάντ: 100 
 
6) Πόσοι τριψήφιοι λήγουν σε 3; Πόσοι δεν λήγουν σε 3; 
 
Απάντ:  α) 90      β) 810 
 
7) Να λυθεί το πρόβληµα 16 της σελ. 14 µε τη λέξη ΤΗΛΕΦΩΝΟ αν κάθε γράµµα 
µπορεί να επαναλαµβάνεται µέχρι και 4 φορές. 
 
Απάντ: 
α) 8 8 8 8 4 096⋅ ⋅ ⋅ =    β) 4 4 4 4 256⋅ ⋅ ⋅ =  
γ) 8 8 8 4 2 048⋅ ⋅ ⋅ =     δ) 4 8 8 4 1 024⋅ ⋅ ⋅ =  
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ε) 1 8 8 4 256⋅ ⋅ ⋅ =    ζ) 7 7 7 7 2 401⋅ ⋅ ⋅ =  
η) 4 096 2 401 1 695− =    θ) 7 7 7 7 6 6 6 6 1105⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =  
ι) 7 7 7 6 6 6 127⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =    κ) 3 549    
λ) 3 970 568 1 3 401− − =   µ) ΗΩΟΩ    
   
8) Σχηµατίζουµε όλους τους πενταψήφιους µε διαφορετικά ψηφία από τα 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9. Να βρεθεί 
 
α) Πόσοι είναι οι πενταψήφιοι αυτοί; 
 
β) Πόσοι από αυτούς αρχίζουν από 4; 
 
γ) Πόσοι από αυτούς λήγουν σε 3; 
 
δ) Πόσοι αρχίζουν από 4 και λήγουν σε 5; 
 
ε) Πόσοι δεν περιέχουν το ψηφίο 2; 
 
ζ) Πόσοι περιέχουν το ψηφίο 2; 
 
η) Πόσοι είναι άρτιοι; 
 
θ) Πόσοι διαιρούνται δια 5; 
 
ι) Πόσοι περιέχουν το 2 και δεν περιέχουν το 3; 
 
κ) Πόσοι περιέχουν τα ψηφία 2 και 3 και δεν περιέχουν το 5; 
 
λ) Πόσοι περιέχουν σαν ψηφία 5 διαδοχικούς αριθµούς (π.χ. 23456 ή 74653); 
 
µ) Πόσοι είναι µικρότεροι του 40 000; 
 
ν) Αν τους διατάξουµε κατά σειρά αυξανόµενου µεγέθους, ποια τάξη θα κατέχει ο 
αριθµός 59 437; 
 
ξ) Ποιος αριθµός κατέχει την τάξη 10 000; 
 
Απάντ: 
α) 9 8 7 6 5 12 120⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    β) 1 8 7 6 5 1 680⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =     
γ) 1 8 7 6 5 1 680⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    δ) 1 1 7 6 5 210⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
ε) 8 7 6 5 4 6 720⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    ζ) 15 120 6 720 8 400− =  
η) 4 8 7 6 5 6 720⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    θ) 1 8 7 6 5 1 680⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
ι) 5 (1 7 6 5 4) 4 200⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =   κ) 5 4 (6 5 4) 2 400⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
λ) 5 (5 4 3 2 1) 600⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    µ) 3 (8 7 6 5) 5 040⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    
ν) 8 294   ξ) 69 528 
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9) Να λυθεί το ίδιο πρόβληµα αν κάθε ψηφίο µπορεί να επαναλαµβάνεται µέχρι και 
5 φορές. 
 
Απάντ:  
α) 9 9 9 9 9 59 049⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    β) 1 9 9 9 9 6 561⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
γ) 1 9 9 9 9 6 561⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    δ) 1 1 9 9 9 729⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
ε) 8 8 8 8 8 32 768⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    ζ) 59 049 32 768 26 281− =  
η) 4 9 9 9 9 26 244⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    θ) 1 9 9 9 9 6 561⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
ι) 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 15 961⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  κ) 6 930 
λ) 5 (5 4 3 2 1) 600⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    µ) 3 9 9 9 9 19 683⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
ν) 32 344   ξ) 25 751 
 
10) Να βρεθεί το πλήθος όλων των φυσικών µικρότερων του 1 000 000 που δεν 
περιέχουν το ψηφίο 5 
 
Απάντ: 9 9 9 9 9 9 531 441⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  
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ΜΕΤΑΘΕΣΕΙΣ 
 
Απλή µετάθεση ή (πιο απλά) µετάθεση των ν διακεκριµένων (δηλ. διαφορετικών) 
στοιχείων 1 2 να ,α , ...,α  λέγεται κάθε διατεταγµένη νιάδα των στοιχείων αυτών.
  
Π.χ µια µετάθεση των στοιχείων α, β, γ είναι η (α,β,γ) , µια άλλη είναι η, µια άλλη 
είναι η (γ,α,β)  κ.λ.π 
 
Ο παραπάνω ορισµός είναι ισοδύναµος µε τον εξής: 
 
Μετάθεση των ν στοιχείων 1 2 να ,α , ...,α  λέγεται κάθε παράταξη των στοιχείων 
αυτών πάνω σε ευθεία γραµµή. 
 
Αποδεικνύεται ότι το πλήθος όλων των µεταθέσεων των ν διακεκριµένων στοιχείων  
α1, α2, …, αν που συµβολίζεται µε νP  είναι ίσο µε  
 

νP 1 2 3 ... ν= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 
Το γινόµενο αυτό των ν πρώτων φυσικών αριθµών συµβολίζεται µε ν! και διαβάζεται 
“ νι παραγοντικό”  
 
Ώστε:   νΡ ν !=  

 
Ορίζεται επίσης:    0! 1=  
 
Το ν!  έχει µια βασική ιδιότητα:   (ν 1)! ν !(ν 1)+ = +  
 
Μπορούµε επίσης να γράψουµε 
 
                       (ν+1)! = ν!(ν+1) = (ν-1)!ν(ν+1) =(ν-2)!(ν-1)ν(ν+1)  κ.λ.π 
 
Τα περισσότερα παραδείγµατα που αναφέρονται στις µεταθέσεις µπορούν να λυθούν 
και µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης, η χρησιµοποίηση όµως των παραπάνω τύπων 
συντοµεύει τη λύση τους.  
 
Παραδείγµατα: 
23) Να αποδειχτούν οι σχέσεις: 
 
α) 2(ν 2)! (ν 1)! ν ! ν !(ν 2)+ + + + = +  

 
β) 2ν ! (ν 1)(ν 1)! ν ! (ν 1)!− − − = + −  
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γ) ( )
(ν 1)! ν ! 1
ν ! ν 1 ! ν(ν 1)
−

− =
+ +

 

 
Απόδειξη 
α) [Οι πράξεις µε τα παραγοντικά γίνονται συνήθως µετατρέποντάς τα σε 
παραγοντικά του µικρότερου αριθµού. Έτσι θα µετατρέψουµε όλα τα παραγοντικά 
σε παραγοντικά του ν] 
 
(ν 2)! (ν 1)! ν!+ + + + = ν!(ν 1)(ν 2) ν!(ν 1) ν!+ + + + + =

ν![( ν 1)(ν 2) (ν 1) 1]+ + + + + =
2ν!(ν 2ν ν 2 ν 1 1)+ + + + + + =

2ν!(ν 4ν 4)+ + =

2ν!(ν 2)+  
 
β) 2ν! (ν 1)(ν 1)!− − − =  [τα µετατρέπουµε σε παραγοντικά του (ν 1)−  ] =  
2(ν 1)!ν (ν 1)!(ν 1)− − − − = (ν 1)!(2ν ν 1)− − + = (ν 1)!(ν 1)− + = (ν 1)!ν (ν 1)!− + − =

ν! (ν 1)!+ −  
 

γ) ( )
(ν -1)! ν! 1

- =
ν! ν +1 ! ν(ν +1)

 = ( )
(ν -1)! ν!

- =
(ν -1)!ν ν! ν +1

1 1
-
ν ν +1

 = 
ν +1-ν

ν(ν +1)
 = 

1

ν(ν +1)
 

 
24) Αν κ, ν ∈ Ν* και κ ! ν !=  να αποδειχθεί ότι κ ν=  
 
Απόδειξη 
κ! ν!= ⇔ 1 2 3 ... κ 1 2 3 ... ν⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅         (1) 

• Αν κ ν>  τότε 1 2 3 ... κ 1 2 3 ... ν(ν 1) ... κ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ >1 2 3 ... ν⋅ ⋅ ⋅ ⋅  άτοπο 
εξαιτίας της (1) 

• Αν κ ν<  δηλ. ν κ>  µε τον ίδιο τρόπο καταλήγουµε σε άτοπο.   
Εποµένως κ ν=   
 
25) Από όλες τις µεταθέσεις των Α, Β, Γ, κ, λ, µ πόσες αρχίζουν από κεφαλαίο 
γράµµα; 
 
Λύση 
Οι µεταθέσεις που αρχίζουν από Α είναι όσες και οι µεταθέσεις των υπολοίπων 5 
γραµµάτων δηλ. 5!. Για τον ίδιο λόγο οι µεταθέσεις που αρχίζουν από Β είναι 5! καθώς 
και οι µεταθέσεις που αρχίζουν από Γ. Άρα το ζητούµενο πλήθος είναι  
3 5!⋅ = 3 (1 2 3 4 5)⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 3 120⋅ = 360 
 
26) Από όλα τα γράµµατα της λέξης ΤΡΑΠΕΖΙ πόσες µεταθέσεις µπορούµε να 
σχηµατίσουµε στις οποίες τα σύµφωνα και τα φωνήεντα βρίσκονται στις ίδιες 
θέσεις που βρίσκονται τα σύµφωνα και τα φωνήεντα της λέξης ΤΡΑΠΕΖΙ (δηλ. τα 
σύµφωνα στις θέσεις 1η, 2η, 4η και 6η); 
 
Λύση 
Τα 4 σύµφωνα µπορούν να τοποθετηθούν στις 4 θέσεις (1η, 2η, 4η και 6η) κατά 4! 
τρόπους. Τα 3 φωνήεντα µπορούν να τοποθετηθούν στις υπόλοιπες 3 θέσεις κατά 3! 
τρόπους. Σύµφωνα µε τη βασική αρχή της απαρίθµησης υπάρχουν  
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4! 3!⋅ = 24 6⋅ =144 τέτοιες µεταθέσεις. 
 
27) Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να παρατάξουµε 10 βιβλία σ’ ένα ράφι ώστε: 
 
α) δύο συγκεκριµένα βιβλία να βρίσκονται το ένα δίπλα στο άλλο; 
 
β) τα δύο αυτά βιβλία να µη βρίσκονται το ένα δίπλα στο άλλο; 
 
Λύση 
α) Έστω 1 2 10Β ,Β ,...,Β  τα 10 βιβλία και 1 2Β ,Β  τα βιβλία που θέλουµε να βρίσκονται το 
ένα δίπλα στο άλλο. 
Η τοποθέτηση µπορεί να γίνει αφού τοποθετήσουµε τα 9 βιβλία 2 3 10Β ,Β ,...,Β  µε όλους 
τους δυνατούς τρόπους και κατόπιν τοποθετήσουµε και το 1Β  σε όλες τις δυνατές 
θέσεις ώστε να βρίσκεται δίπλα στο 2Β . 

Τα 9 βιβλία 2 3 10Β ,Β ,...,Β  µπορούν να τοποθετηθούν κατά 9!  τρόπους. Για κάθε τέτοια 
παράταξη το 1Β  µπορεί να τοποθετηθεί σε δύο θέσεις (αριστερά ή δεξιά του 2Β ). Έτσι 
υπάρχουν συνολικά 2 9! 725 760⋅ =  τρόποι για την παραπάνω τοποθέτηση. 
 
β) Μπορούµε να τοποθετήσουµε πάλι τα 9 βιβλία 2 3 10Β ,Β ,...,Β  µε όλους τους 
δυνατούς τρόπους που είναι 9! και κατόπιν να τοποθετήσουµε το 1Β  έτσι ώστε να µη 

βρίσκεται δίπλα στο 2Β . Για κάθε τοποθέτηση των 9 βιβλίων υπάρχουν 10 θέσεις (1ο, 
2ο, , , 10ο) για να τοποθετηθεί το 1Β  από τις οποίες 10 θέσεις οι 2 είναι δίπλα στο 2Β  

και οι 8 δεν είναι δίπλα στο 2Β . Έτσι υπάρχουν συνολικά 8 9! 2 903 040⋅ =  τέτοιες 
τοποθετήσεις. 
 
Άλλη λύση 
Όλες οι δυνατές τοποθετήσεις των 10 βιβλίων είναι 10!. Βρήκαµε στο (α) ότι οι 
τοποθετήσεις στις οποίες το 1Β  βρίσκεται δίπλα στο 2Β  είναι  725 760. Εποµένως  οι 
τοποθετήσεις στις οποίες το 1Β  δεν βρίσκεται δίπλα στο 2Β  είναι: 
10! 725 060 3 628 800 725 760 2 903 040− = − =  
 
28) α) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να παραταχτούν 4 αγόρια και 4 κορίτσια σε 
ευθεία γραµµή; 
 
β) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να παραταχτούν αν όλα τα αγόρια και όλα τα 
κορίτσια πρέπει να είναι µαζί; 
 
γ) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να παραταχτούν αν όλα τα αγόρια πρέπει να 
είναι µαζί; 
 
δ) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να παραταχτούν εναλλάξ; 
 
Λύση 
α) Οι τρόποι µε τους οποίους µπορούν να παραταχτούν είναι όσες και οι µεταθέσεις 
των 8 ατόµων δηλ. 8! 40 320=  
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β) Ή τα αγόρια θα παραταχτούν στις 1η, 2η, 3η και 4η θέση κατά 4! τρόπους και τα 
κορίτσια στις 5η, 6η, 7η και 8η θέση κατά 4! τρόπους  ή αντίστροφα. Έτσι έχουµε 
4! 4!⋅  τρόπους για να είναι τα αγόρια στις 1η, 2η, 3η και 4η θέσεις και  
4!.4! τρόπους για να είναι τα αγόρια στις 5η, 6η, 7η και 8η θέσεις 
Υπάρχουν λοιπόν συνολικά 2 4! 4! 1152⋅ ⋅ =  τρόποι 
 
γ) Θα έχουµε µια από τις εξής 5 παρατάξεις: 
ΑΑΑΑΚΚΚΚ, ΚΑΑΑΑΚΚΚ, ΚΚΑΑΑΑΚΚ, ΚΚΚΑΑΑΑΚ, ΚΚΚΚΑΑΑΑ όπου Α 
σηµαίνει αγόρι και Κ σηµαίνει κορίτσι. 
Για την παράταξη ΑΑΑΑΚΚΚΚ υπάρχουν 4! 4!⋅ τρόποι όπως βρήκαµε στο (β). 
Για την παράταξη ΚΑΑΑΑΚΚΚ υπάρχουν πάλι 4! 4!⋅  ( 4! τρόποι για να 
τοποθετήσουµε τα 4 αγόρια στις 2η, 3η, 4η και 5η θέση και 4! τρόποι για να 
τοποθετήσουµε τα 4 κορίτσια στις υπόλοιπες θέσεις). Επίσης υπάρχουν 4! 4!⋅  τρόποι 
για την παράταξη ΚΚΑΑΑΑΚΚ και 4! 4!⋅ για κάθε µια από τις παρατάξεις 
ΚΚΚΑΑΑΑΚ και ΚΚΚΚΑΑΑΑ. Εποµένως υπάρχουν 5 4! 4! 2 880⋅ ⋅ = τέτοιες 
παρατάξεις. 
 
δ) Υπάρχουν 4! τρόποι  για να παραταχτούν τα αγόρια στις 1η, 3η, 5η και 7η θέσεις και 
4! τρόποι για να παραταχτούν τα κορίτσια στις 2η, 4η, 6η και 8η θέσεις. Άρα υπάρχουν 
4! 4! 576⋅ =  τρόποι για να παραταχτούν εναλλάξ  
αγόρι –κορίτσι –αγόρι –κορίτσι –αγόρι κ.λ.π.  
Για τον ίδιο λόγο υπάρχουν 4! 4! 576⋅ =  τρόποι για να παραταχτούν εναλλάξ 
κορίτσι –αγόρι –κορίτσι –αγόρι –κορίτσι κ.λ.π 
Υπάρχουν λοιπόν συνολικά 576 576 1152+ = τέτοιοι τρόποι. 
 
29) Να βρεθεί το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους 6 βιβλία Άλγεβρας, 4 βιβλία 
Γεωµετρίας και 2 βιβλία Τριγωνοµετρίας µπορούν να τοποθετηθούν σε ένα ράφι 
ώστε τα βιβλία του ίδιου µαθήµατος να βρίσκονται µαζί. 
 
Λύση 
Υπάρχουν 3! τρόποι για να διατάξουµε πρώτα τις 3 οµάδες των βιβλίων (δηλ. ΑΓΤ ή 
ΓΤΑ ή ΑΤΓ όπου Α =Άλγεβρα, Γ = Γεωµετρία, Τ = Τριγωνοµετρία). Σε κάθε οµάδα 
υπάρχουν 6! τρόποι για να βάλουµε τα βιβλία της Άλγεβρας σε όλες τις δυνατές θέσεις, 
4! τρόποι για τα βιβλία της Γεωµετρίας και 2! τρόποι για τα βιβλία της 
Τριγωνοµετρίας. Άρα υπάρχουν συνολικά: 
3! 6! 4! 2! 207 360⋅ ⋅ ⋅ =  τρόποι. 
 
30) Με τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5, 6  σχηµατίζουµε όλους τους εξαψήφιους αριθµούς µε 
διαφορετικά ψηφία. 
 
α) Πόσοι είναι οι εξαψήφιοι αυτοί; 
 
β) Πόσοι αρχίζουν από 2; 
 
γ) Πόσοι αρχίζουν από 2 και λήγουν σε 3; 
 
δ) Πόσοι είναι άρτιοι; 
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ε) Πόσοι είναι µεγαλύτεροι του 300 000; 
 
ζ) Πόσοι είναι µεγαλύτεροι του 323 088; 
 
η) Πόσο είναι το άθροισµα όλων των εξαψηφίων του (α) ερωτήµατος; 
 
Λύση 
α) Το πλήθος των εξαψήφιων που µπορούµε να σχηµατίσουµε είναι όσες και οι 
µεταθέσεις των 6 ψηφίων, δηλ. 6! 720=  
 
β) Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο, ενώ τα υπόλοιπα 5 µπορούν να 
επιλεγούν µε τόσους τρόπους, όσες είναι οι µεταθέσεις των 5 άλλων ψηφίων, δηλ.  
5! 120=  τρόπους. 
Το ζητούµενο πλήθος είναι λοιπόν: 1 5! 120⋅ =  
 
γ) Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο. Το τελευταίο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί 
επίσης µε 1 τρόπο. Τα υπόλοιπα 4 ψηφία µπορούν να επιλεγούν κατά 4! τρόπους. Άρα 
το ζητούµενο πλήθος είναι 1 1 4! 24⋅ ⋅ =  
 
δ) Το τελευταίο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 3 τρόπους (2 ή 4 ή 6) ενώ τα υπόλοιπα 5 
ψηφία µπορούν να επιλεγούν µε τόσους τρόπους όσες είναι και οι µεταθέσεις των 
υπολοίπων 5 ψηφίων, δηλ. 5! τρόπους. 
Άρα το ζητούµενο πλήθος είναι 3 5! 3 120 360⋅ = ⋅ =  
 
ε) Για να είναι ένας αριθµός µεγαλύτερος του 300 000 πρέπει και αρκεί να αρχίζει από 
3 ή 4 ή 5 ή 6. Άρα το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 4 τρόπους, ενώ τα υπόλοιπα 5 
ψηφία δηλ. 5! 120= . 
Άρα το ζητούµενο πλήθος είναι 4 5! 4 120 480⋅ = ⋅ =  
 
ζ) Βρίσκουµε πρώτα τον µικρότερο από τους εξαψήφιους του προβλήµατος που 
µπορούµε να σχηµατίσουµε ο οποίος είναι µεγαλύτερος του 323 080. Αυτός θα έχει 
σαν 1ο ψηφίο το 3, 2ο το 2, 3ο το 4 (το µικρότερο κατά το δυνατόν, αλλά όχι µικρότερο 
το 3 και φυσικά διαφορετικό από τα δύο προηγούµενα 3 και 2), 4ο το 1, 5ο το 5 και 6ο 
το 6, δηλαδή ο αριθµός είναι ο 324 156. 
 
Βρίσκουµε τώρα πόσοι ακόµη από τους 720 εξαψήφιους του (α) ερωτήµατος είναι 
µεγαλύτεροι του 324 156. 
 
Μεγαλύτεροι τοι 324 156είναι οι εξής αριθµοί: 

• Όσοι αρχίζουν από 4 ή 5 ή 6. Αυτοί είναι 3 5!⋅ =  360 (το 1ο ψηφίο τους 
µπορεί να επιλεγεί µε 3 τρόπους και τα υπόλοιπα 5 όσες και οι µεταθέσεις 
των υπολοίπων 5 ψηφίων) 

• Όσοι αρχίζουν από 3 και έχουν ως 2ο ψηφίο κάποιο από τα 4, 5, 6. Το 
πλήθος αυτών είναι 1 3 4!⋅ ⋅ =72 (το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο, 
το 2ο µε 3 τρόπους και τα υπόλοιπα 4 ψηφία µε 4! τρόπους) 

• Όσοι αρχίζουν από 32 και έχουν ως 3ο ψηφίο κάποιο από τα 5 ή 6. Αυτοί 
είναι: 1 1 2 3!⋅ ⋅ ⋅ =12 
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• Όσοι αρχίζουν από 324 και έχουν σαν 4ο ψηφίο κάποιο από τα 5 ή 6. Οι 
αριθµοί αυτοί είναι: 1 1 1 2 2!⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =4 

• Όσοι αρχίζουν από 3 241 και έχουν σαν 5ο ψηφίο το 6. Αυτοί είναι: 
1 1 1 1 1 1⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 1 

 
Έτσι υπάρχουν συνολικά 360 72 12 4 1 449+ + + + = αριθµοί µεγαλύτεροι του  
324 156. Άρα υπάρχουν 449 1 450+ =  αριθµοί µεγαλύτεροι του 323 088. 
 
η) Για να βρούµε το ζητούµενο άθροισµα, θα βρούµε το άθροισµα των µονάδων όλων 
των αριθµών, το άθροισµα των δεκάδων τους, το άθροισµα των εκατοντάδων τους, το 
άθροισµα των χιλιάδων, δεκάδων χιλιάδων και εκατοντάδων χιλιάδων και θα 
προσθέσουµε τα 6 αυτά αθροίσµατα. 
 
Άθροισµα των µονάδων όλων των αριθµών: 
Οι αριθµοί που λήγουν σε 1 είναι όσες και οι µεταθέσεις των υπολοίπων 5 ψηφίων δηλ. 
5! 120= . Το άθροισµα των µονάδων όλων αυτών των αριθµών είναι 120 1⋅  
Οι αριθµοί που λήγουν σε 2 ή 3 ή 4 ή 5 ή 6 είναι επίσης 120 και τα αθροίσµατα των 
µονάδων τους είναι αντίστοιχα: 120 2⋅ , 120 3⋅ , 120 4⋅ , 120 5⋅  και 120 6⋅ .  
Εποµένως το άθροισµα των µονάδων όλων των αριθµών είναι:  
120 1 120 2 120 3 120 4 120 5 120 6⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = 120(1 2 3 4 5 6)+ + + + + = 120 21⋅  
µονάδες 
 
Άθροισµα των δεκάδων όλων των αριθµών: 
Οι αριθµοί που έχουν σαν ψηφίο δεκάδων το 1 είναι όσες και οι µεταθέσεις των 
υπολοίπων 5 ψηφίων δηλ. 5! 120= . Άρα το άθροισµα των δεκάδων όλων αυτών των 
αριθµών είναι 120 1⋅  δεκάδες. 
Όπως και για τις µονάδες λοιπόν βρίσκουµε ότι το άθροισµα των δεκάδων όλων των 
αριθµών είναι 120(1 2 3 4 5 6) 10+ + + + + ⋅ = 120 21 10⋅ ⋅  µονάδες 
 
Άθροισµα των εκατοντάδων κ.λ.π όλων των αριθµών. 
Εντελώς όµοια βρίσκουµε ότι: 
 
Άθροισµα εκατοντάδων = 120 21 100⋅ ⋅  µονάδες 
 
Άθροισµα χιλιάδων = 120 21 1000⋅ ⋅  µονάδες 
 
Άθροισµα δεκάδων χιλιάδων = 120 21 10 000⋅ ⋅  µονάδες 
 
Άθροισµα εκατοντάδων χιλιάδων = 120 21 100 000⋅ ⋅  µονάδες 
 
Εποµένως το ζητούµενο άθροισµα όλων των αριθµών είναι: 
120 21 120 21 10 120 21 100 120 21 1000 120 21 10 000 120 21 100 000⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =  
120 21 (1 10 100 1 000 10 000 100 000)⋅ ⋅ + + + + + = 120 21 111111⋅ ⋅ = 279 999 720 
 
Β΄ Λύση 
Για κάθε εξαψήφιο π.χ 356 214 υπάρχει ο συµπληρωµατικός του. Σαν τέτοιον 
εννοούµε τον αριθµό που προκύπτει αν από το 7 αφαιρέσουµε κάθε ψηφίο του αριθµού, 
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δηλαδή ο συµπληρωµατικός του παραπάνω αριθµού είναι ο 421 563. Οι αριθµοί 
δηλαδή µπορούν να χωριστούν σε ζεύγη δύο συµπληρωµατικών αριθµών. Σε κάθε 
τέτοιο ζεύγος το άθροισµα των αριθµών είναι 777 777. 
Υπάρχουν συνολικά 6! 720=  αριθµοί οι οποίοι σχηµατίζουν 720 : 2 360=  ζεύγη. Και 
επειδή σε κάθε ζεύγος το άθροισµα είναι 777 777, το άθροισµα των 360 ζευγών είναι: 
360 777 777 279 999 720⋅ =  
 
31) Να λυθεί το ίδιο πρόβληµα αν χρησιµοποιήσουµε τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4 και 5. 
(Ένας αριθµός που αρχίζει από 0 δεν θεωρείται εξαψήφιος) 
 
Λύση 
α) Όλοι οι αριθµοί µε 6 ψηφία που µπορούµε να σχηµατίσουµε (συµπεριλαµβανοµένων 
και αυτών που έχουν το 0 σαν 1ο ψηφίο είναι όσες και οι µεταθέσεις των 6 ψηφίων, 
δηλ. 6! 720= . Από τους 720 αυτούς αριθµούς ορισµένοι αρχίζουν από 0. Το πλήθος 
των αριθµών αυτών βρίσκεται ως εξής: 
Το 1ο ψηφίο τους µπορεί να επιλεγεί µε 1 τρόπο και τα υπόλοιπα 5 ψηφία µε τόσους 
τρόπους, όσες είναι και οι µεταθέσεις των 5 ψηφίων, δηλ. 5! 120= . Υπάρχουν 
εποµένως 1 120 120⋅ =  αριθµοί που αρχίζουν από 0. Εποµένως υπάρχουν 
720 120 600− =  αριθµοί που δεν αρχίζουν από 0, άρα είναι εξαψήφιοι. 
 
β) Όπως ακριβώς και στην προηγούµενη άσκηση υπάρχουν 120 τέτοιοι αριθµοί. 
 
γ) Όπως ακριβώς και στην προηγούµενη άσκηση υπάρχουν 24 τέτοιοι αριθµοί. 
 
δ) Βρίσκουµε πρώτα πόσοι άρτιοι έχουν το 0 ως τελευταίο ψηφίο. Αυτοί είναι όσες και 
οι µεταθέσεις των υπολοίπων 5 ψηφίων, δηλ. 5! 120= . 
Βρίσκουµε πόσοι άρτιοι λήγουν σε 2 ή 4. 
Το τελευταίο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 2 τρόπους. Το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί 
µε 4 τρόπους (διαφορετικό από το τελευταίο ψηφίο και όχι 0). Τα υπόλοιπα 4 ψηφία 
µπορούν να επιλεγούν µε 4! τρόπους. Άρα υπάρχουν 2 4 4! 192⋅ ⋅ =  τέτοιοι άρτιοι. 
Έτσι συνολικά υπάρχουν 120 192 312+ =  άρτιοι αριθµοί. 
 
ε) Για να είναι ένας αριθµός µεγαλύτερος του 300 000 πρέπει να αρχίζει από 3 ή 4 ή 5. 
Άρα το 1ο ψηφίο µπορεί να επιλεγεί µε 3 τρόπους. Τα υπόλοιπα 5 ψηφία µπορούν να 
επιλεγούν µε 5! τρόπους. Υπάρχουν λοιπόν 3 5! 360⋅ =  τέτοιοι αριθµοί. 
 
ζ) όπως και στην προηγούµενη άσκηση βρίσκουµε ότι ο µικρότερος από τους αριθµούς 
του ερωτήµατος (α) που είναι µεγαλύτερος του 323 088 είναι ο 324 015. Βρίσκουµε 
τώρα πόσοι από τους εξαψήφιους που µπορούµε να σχηµατίσουµε είναι µεγαλύτεροι 
του 324 015. 
 
Μεγαλύτεροι τοι 324 015είναι οι παρακάτω αριθµοί: 
 
• Όσοι αρχίζουν από 4 ή 5. Αυτοί είναι: 2 5!⋅ =  240 αριθµοί. 
• Όσοι αρχίζουν από 3 και έχουν ως 2ο ψηφίο το 4 η το 5.  
      Αυτοί είναι: 1 2 4!⋅ ⋅ =  48 αριθµοί 
• Όσοι αρχίζουν από 32 και έχουν ως 3ο ψηφίο το 5.  
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      Αυτοί είναι 1 1 1 3!⋅ ⋅ ⋅ =  6 αριθµοί 
• Όσοι αρχίζουν από 324 και έχουν ως 4ο ψηφίο το 1 ή το 5.  
      Αυτοί είναι 1 1 1 2 2!⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  4 αριθµοί 
• Όσοι αρχίζουν από 3 240και έχουν ως 5ο ψηφίο το 5.  
      Αυτοί είναι 1 1 1 1 1 1⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 1 αριθµός 

 
Έτσι υπάρχουν 240 48 6 4 1 299+ + + + = αριθµοί µεγαλύτεροι του 323 088. 
 
η) Βρίσκουµε πρώτα το άθροισµα όλων των αριθµών µε 6 ψηφία που µπορούµε να 
σχηµατίσουµε (συµπεριλαµβανοµένων και εκείνων που έχουν ως 1ο ψηφίο το 0) 
Όπως και στην προηγούµενη άσκηση, το άθροισµα όλων των αριθµών είναι: 
120 15 111111 199 999 800⋅ ⋅ = . 
Βρίσκουµε τώρα το άθροισµα όλων εκείνων των αριθµών που έχουν σαν 1ο ψηφίο το 0. 
Είναι σαν να θέλουµε να βρούµε το άθροισµα όλων των πενταψηφίων που 
σχηµατίζονται από τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5 χρησιµοποιώντας καθένα µια φορά. Όπως 
ακριβώς και στην προηγούµενη άσκηση  στο (η), βρίσκουµε ότι το άθροισµα αυτό 
είναι: 
24 (1 2 3 4 5) (1 10 100 1 000 10 000)⋅ + + + + ⋅ + + + + = 24 15 11111⋅ ⋅ = 3 999 960  
Το ζητούµενο άθροισµα προκύπτει αν αφαιρέσουµε τα δύο παραπάνω αθροίσµατα, 
δηλαδή είναι:  199 999 800 3 999 960 195 999 840− =  
 
Άλυτες ασκήσεις 
11) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν 8 µαθητές σε 8 θρανία, ώστε σε 
κάθε θρανίο να κάθεται ένας µαθητής; 
 
Απάντ:  8! 40 320=  
 
12) Σε πόσες από τις µεταθέσεις των ν διακεκριµένων αντικειµένων 
 
α) ∆ύο συγκεκριµένα αντικείµενα βρίσκονται το ένα δίπλα στο άλλο; 
 
β) Τα δύο αυτά αντικείµενα δεν βρίσκονται το ένα δίπλα στο άλλο; 
 
Απάντ: α) 2(ν 1)!−    β) (ν 2)(ν 1)!− −  
 
13) Σε πόσες από τις µεταθέσεις των ν διακεκριµένων αντικειµένων 3 
συγκεκριµένα αντικείµενα δεν χωρίζονται από άλλα αντικείµενα; 
 
Απάντ: 3! (ν 2)!⋅ −  
 
14) Σχηµατίζουµε όλες τις λέξεις µε 6 γράµµατα χρησιµοποιώντας και τα 6 
γράµµατα α, β, γ, δ, ε, η. 
 
α) Πόσες είναι οι λέξεις αυτές; 
 
β) Πόσες αρχίζουν από α; 
 
γ) Πόσες αρχίζουν από σύµφωνο; 
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δ) Πόσες περιέχουν εναλλάξ φωνήεν – σύµφωνο; 
 
ε) Πόσες αρχίζουν από φωνήεν και τελειώνουν σε σύµφωνο; 
 
Απάντ: 
α) 6! 720=    β) 1 5! 120⋅ =  
γ) 3 5! 360⋅ =    δ) 3! 3! 36⋅ =  
ε) 3 3 4! 216⋅ ⋅ =  
 
15) Έχουµε 10 αριθµηµένες θέσεις από το 1 ως το 10 και 10 αριθµηµένες κάρτες 
επίσης από το 1 ως το 10. 
 
α) Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να τοποθετήσουµε τις 10 κάρτες στις 10 θέσεις 
ώστε σε κάθε θέση να βρίσκεται µία και µόνο κάρτα; 
 
β) Κατά πόσους τρόπους µπορούµε να τοποθετήσουµε τις 10 κάρτες στις 10 θέσεις 
ώστε οι κάρτες µε νούµερα 1, 3 και 5 να βρίσκονται στις θέσεις 1, 3 και 5 
αντίστοιχα; 
 
γ) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν οι 10 κάρτες ώστε οι κάρτες 3 
και 8 να βρίσκονται η µία δίπλα στην άλλη; 
 
δ) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν ώστε οι κάρτες 3 και 8 να µη 
βρίσκονται η µία δίπλα στην άλλη; 
 
ε) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν ώστε οι κάρτες 3 και 8, καθώς 
και οι 1 και 5 να βρίσκονται η µία δίπλα στην άλλη; 
 
ζ) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν ώστε οι άρτιες κάρτες να 
βρίσκονται στις άρτιες θέσεις; 
 
η) Κατά πόσους τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν εναλλάξ άρτια – περιττή; 
 
Απάντ: 
α) 10! 3 628 800=    β) 7! 5 040=  
γ) 2 9! 725 760⋅ =    δ) 8 9! 2 903 040⋅ =  
ε) 2 2 8! 161 280⋅ ⋅ =    ζ) 5! 5! 14 400⋅ =  
η) 5! 5! 14 400⋅ =     
 
16) Να βρεθεί το άθροισµα όλων των αριθµών των µεγαλυτέρων του 10 000που 
µπορούµε να σχηµατίσουµε µε τα ψηφία 0, 2, 4, 6, 8 χρησιµοποιώντας καθένα µόνο 
µια φορά. 
 
Απάντ: 
4!(0 2 4 6 8) (1 10 100 1 000 10 000)+ + + + ⋅ + + + + −

3!(2 4 6 8) (1 10 100 1 000)+ + + ⋅ + + + = 5 199 960 
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17) Με τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5, 6 σχηµατίζουµε όλους τους εξαψήφιους µε 
διαφορετικά ψηφία. 
 
α) Να βρεθεί το άθροισµα των παραπάνω αριθµών που είναι µεγαλύτεροι του  
300 000. 
 
β) Να βρεθεί το άθροισµα των παραπάνω αριθµών που είναι µεγαλύτεροι του  
223 288. 
 
Απάντ: α) 233 599 824   β) 257 506 452 
      
 


