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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: 
Στο παρόν άρθρο περιγράφονται οι τρόποι ελέγχου των µαθηµατικών 
σχέσεων καθώς και οι τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να προβλέπουµε 
τις διάφορες σχέσεις όταν δεν τις γνωρίζουµε ή όταν πρέπει να 
αποφασίσουµε ποια σχέση είναι σωστή από διάφορες σχέσεις που πιθανόν 
ισχύουν.  
Οι σχέσεις µπορούν να ελεγχθούν µε τους εξής τρόπους: 
 

1) Με επαλήθευση µε διάφορες τιµές ή µε επαλήθευση σε ειδικές 
περιπτώσεις 

2) Με τη βοήθεια της συµµετρίας 
3) Με την οµοιογένεια των σχέσεων 

 
Οι προβλέψεις επίσης µπορούν να γίνουν µε διάφορους τρόπους. Στο 

παρόν άρθρο θα χρησιµοποιήσουµε κυρίως το θεώρηµα ότι αν ένα 
πολυώνυµο f(x) µηδενίζεται για x=α, τότε το πολυώνυµο έχει παράγοντα το 
x-α. Θα χρησιµοποιήσουµε επίσης µια επέκταση του θεωρήµατος αυτού. 
 

Ο έλεγχος των σχέσεων δεν αφορά µόνο τα µαθηµατικά, αλλά µπορεί 
να εφαρµοστεί και σε όλες τις συναφείς επιστήµες, ειδικά σε αυτήν της 
Φυσικής. 
 
 
ABSTRACT: 
The work which follows refers to ways of checking mathematical 
relationships which students encounter and in which they find difficulty in 
deciding on their correctness. In addition, with this work, ways of 
foretelling the correct relationships are given. The above ways of checking 
and of foretelling relate to all branches of Mathematics, but also to similar 
branches, especially that of Physics. 
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Α) ΕΛΕΓΧΟΣ ΤΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ 
 
1ος τρόπος. Με τη βοήθεια συγκεκριµένων τιµών. 
Παραδείγµατα: 
α) Ας ελέγξουµε την ταυτότητα: 
α

3+β3=(α+β)(α2-αβ+β2)   (1)   που πολλές φορές οι µαθητές γράφουν ως  
α

3+β3=(α+β)(α2+αβ+β2)  (2) 
 

Όπως γνωρίζουµε ταυτότητα είναι µια σχέση που αληθεύει για όλες 
τις τιµές των µεταβλητών που περιέχει. Έτσι, αν η (2) είναι µια σωστή 
ταυτότητα θα αληθεύει για όλες τις τιµές των α και β. Αν λοιπόν η (2) δεν 
αληθεύει για κάποιες τιµές, τότε η (2) είναι σίγουρα λάθος. 
 Θέτουµε στη (2) όπου α=β=1. Η αντικατάσταση αυτή οδηγεί στην 
ισότητα: 13+13=(1+1)(12+1.1+12) ή 2=2.3 ή 2=6 που είναι λάθος. Έτσι η 
σχέση (2) είναι λάθος. 
 Πρέπει να πούµε εδώ ότι αν η επαλήθευση έδινε σωστή ισότητα, 
αυτό δε σηµαίνει ότι η σχέση είναι σίγουρα σωστή, αλλά ότι αληθεύει για 
τις συγκεκριµένες τιµές. Αν π.χ θέταµε α=1, β=0 θα βρίσκαµε µια σωστή 
ισότητα: 1=1. Αυτό γίνεται διότι το αβ=0 και το διαφορετικό πρόσηµο του 
αβ στις δύο σχέσεις δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα. Έτσι λοιπόν µπορούµε 
να πούµε ότι: 
 

Αν µια σχέση δεν αληθεύει για κάποιες τιµές των µεταβλητών 
που περιέχει, τότε η σχέση είναι σίγουρα λάθος, αν όµως αληθεύει για 
κάποιες τιµές, τότε δεν είναι σίγουρα σωστή. 

 
 Μπορούµε όµως να συµπεράνουµε µε πολύ µεγάλη βεβαιότητα ότι 
µια σχέση είναι σωστή αν η επαλήθευση γίνει για περισσότερες τιµές των 
µεταβλητών της. Έτσι αν δοκιµάσουµε τη σωστή σχέση (1) µε 
οποιεσδήποτε τιµές θα τη βρούµε σωστή. Επειδή οι τιµές για τις οποίες δεν 
αληθεύει η (2) είναι “πολύ περισσότερες” από εκείνες που αληθεύει, είναι 
απίθανο να κάνουµε π.χ τρεις δοκιµές οι οποίες να δώσουν σωστή ισότητα 
ενώ η (2) είναι λάθος. 
 
β) Έλεγχος της σχέσης: ηµ(α+β)=ηµασυνβ+συναηµβ (3) που οι µαθητές 
πολλές φορές γράφουν ως ηµ(α+β)=συνασυνβ-ηµαηµβ  (4) 
 

Αν η σχέση (4) είναι σωστή θα αληθεύει για όλες τις τιµές των α και 
β. Θέτουµε λοιπόν α=30ο και β=60ο . Η (4) δίνει:  
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ηµ90ο=συν30οσυν60ο-ηµ30οηµ60ο ή 1=
3 1 1 3

2 2 2 2
⋅ − ⋅  ή 1=0 που είναι 

λάθος. Άρα και η (3) είναι λάθος. 
 

γ) Έλεγχος της σχέσης: 
2

2 2 2
α

α
β + γ = 2µ +

2
 (1ο θεώρηµα των διαµέσων)  

που οι µαθητές γράφουν µε διάφορους τρόπους. 
2

2 2 2 αµβ + γ = 2α +
2

 (5)    
2

2 2 2 αµβ + γ = α +
2

 (6)    
2

2 2 2 αµβ - γ = 2α +
2

   (7) 

Ο τρόπος ελέγχου και εδώ δε διαφέρει από τον τρόπο που περιγράψαµε 
προηγουµένως, δηλαδή ο έλεγχος θα γίνει µε κατάλληλες τιµές. Μπορούµε 
να δοκιµάσουµε την περίπτωση του ορθογωνίου τριγώνου. Ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο είναι αυτό µε υποτείνουσα α=10 και κάθετες πλευρές β=6, γ=8. Στο 
ορθογώνιο τρίγωνο η διάµεσος από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση 
µε το µισό της υποτείνουσας. δηλ. µα=5. Αν αντικαταστήσουµε τις τιµές 
αυτές θα βρούµε ότι και οι τρεις σχέσεις (5), (6) και (7) δίνουν λάθος 
ισότητες. Εποµένως και οι τρεις σχέσεις είναι λάθος. 
 
 Η ίδια επαλήθευση µπορεί να γίνει και µε ισόπλευρο τρίγωνο 

πλευράς α, όπου η διάµεσος α α

α 3
µ υ

2
= = . Η (5) π.χ δίνει: 

2
2 2 αµ2α = 2α +

2
  ή µα=0 που είναι λάθος. Έτσι η σχέση αυτή είναι λάθος. Το 

ίδιο ισχύει και για τις άλλες σχέσεις. 
 
δ) Έλεγχος των σχέσεων 

2 2
0v ηµ θ

h =
2g

     (8)                  και                   llll====
2
0v ηµ2θ

g
       (9) 

Ο τύπος (8) δίνει το µέγιστο ύψος στην πλάγια βολή ενός βλήµατος που 
βάλλεται υπό γωνία θ ως προς το οριζόντιο επίπεδο µε αρχική ταχύτητα v0 
και ο (9) δίνει το βεληνεκές στην ίδια βολή. 

Οι τύποι αυτοί µοιάζουν πολύ µεταξύ τους και εύκολα µπορεί να 
τους µπερδέψει κανείς να γράψει δηλαδή: 

2
0v ηµ2θ

h =
g

    (10)                και                   llll
2 2
0v ηµ θ

=
2g

      (11) 
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∆είχνουµε πάλι πως µπορεί κάποιος να τους ξεµπερδέψει και να γνωρίζει 
ποιος τύπος είναι σωστός σε κάθε περίπτωση. Η µέθοδος είναι η ίδια. 
Θεωρούµε µια ειδική περίπτωση π.χ θέτουµε θ=90ο. Ο τύπος  (10) δίνει h=0 
δηλαδή το ύψος του βλήµατος στην κατακόρυφη βολή προς τα πάνω είναι 0 
για οποιαδήποτε αρχική ταχύτητα v0 κάτι που βέβαια είναι λάθος.  

Αντίστοιχα, ο τύπος (11) για θ=90ο δίνει  l
2
0

2

v

g
=  που είναι λάθος, αφού 

στην κατακόρυφη βολή το βλήµα πέφτει στο ίδιο σηµείο από το οποίο 
βλήθηκε, εποµένως το βεληνεκές πρέπει να είναι ίσο µε 0. 
 

Όπως και στο 1ο παράδειγµα, η τιµή θ=0 δίνει h=0 και l=0 που είναι 
σωστά, όµως οι ειδικές αυτές περιπτώσεις δεν αρκούν για να πούµε ότι οι 
τύποι είναι σωστοί.  
 
2ος τρόπος. Με τη βοήθεια της συµµετρίας. 
Η συµµετρία είναι πολύ γρήγορη µέθοδος ελέγχου πολλών σχέσεων. Με τη 
µέθοδο αυτή µπορούµε να ελέγξουµε σχέσεις που περιέχουν περισσότερες 
από µια µεταβλητές όπως αυτές που περιγράφουµε παρακάτω. Πριν όµως 
κάνουµε τον έλεγχο τέτοιων σχέσεων ας υπενθυµίσουµε τον ορισµό. 
 
Ορισµός: Η παράσταση f(α,β) λέγεται συµµετρική ως προς α, β αν δε 
βλάπτεται µε εναλλαγή των α και β, δηλαδή: f(α,β)=f(β,α). 
 
Έτσι π.χ η παράσταση f(α,β)=α2+β2 είναι συµµετρική ως προς α, β επειδή 
f(β,α)=β2+α2=f(α,β), ενώ η παράσταση g(α,β)=2α+3β δεν είναι συµµετρική 
ως προς α,β αφού: g(β,α)=2β+3α ≠ g(α,β). 
 
Ανάλογα ορίζεται η συµµετρία για τρεις µεταβλητές α,β,γ, δηλαδή:  
 
Ορισµός: Η παράσταση f(α,β,γ) λέγεται συµµετρική ως προς α,β,γ αν η 
f(α,β,γ) δε βλάπτεται µε οποιαδήποτε εναλλαγή των α,β,γ, δηλαδή: 
f(α,β,γ)=f(α,γ,β)=f(β,α,γ)=f(β,γ,α)=f(γ,α,β)=f(γ,β,α). 
 
π.χ η παράσταση f(α,β,γ)=α+β+γ είναι συµµετρική ως προς α, β, γ ενώ η 
παράσταση g(α,β,γ)=α.β+β.γ δεν είναι συµµετρική ως προς α, β, γ , αφού 
g(β,α,γ)=β.α+α.γ≠ g(α,β,γ). 
 
Ας ελέγξουµε τώρα τις παρακάτω σχέσεις: 
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(α+β)3=α3-3α2

β+3αβ2-β3     (12)  Γνωστή ταυτότητα 
εφα - εφβ

εφ(α +β) =
1 + εφαεφβ

       (13) Τριγωνοµετρικός τύπος  

ηµ(α+β)ηµ(α-β)=ηµ2
α+ηµ2

β    (14) Γνωστή άσκηση 

α

2
δ = βγτ(τ -β)

β + γ
    (15)   Τύπος εσωτερικής διχοτόµου τριγώνου 

α
3+β3+γ3-3αβγ=(α+β+γ)(α2+β2+γ2-αβ-βγ)   (16)   Ταυτότητα Euler 
Ε = τ(τ -α)(τ -β)(τ + γ)         (17)     Εµβαδόν τριγώνου 

2 2
2 1 2 1d = (x - x ) + (y - 2y )        (18)    Απόσταση δύο σηµείων 

 
Ας εξετάσουµε τον πρώτο τύπο (12) 

Αν ο τύπος αυτός είναι σωστός, µε εναλλαγή των α και β θα έχουµε: 
(β+α)3=β3-3β2

α+3βα2-α3  (19) 
Παρατηρούµε ότι ενώ τα πρώτα µέλη των σχέσεων (12) και (19) είναι ίσα, 
τα δεύτερα µέλη δεν είναι ίσα. Εποµένως ο τύπος (12) είναι λάθος.  
 
 Για τον ίδιο λόγο και ο τύπος (13) είναι λάθος. 
 
 Ο τύπος (14) µε εναλλαγή των α και β γίνεται:  
ηµ(β+α)ηµ(β-α)=ηµ2

β+ηµ2
α   (20).  

Εδώ παρατηρούµε ανάλογα, ότι ενώ τα δεύτερα µέλη των (14) και (20) 
είναι ίσα, τα πρώτα µέλη δεν είναι ίσα, αφού ηµ(β-α)= -ηµ(α-β). Έτσι και ο 
τύπος (14) είναι λάθος. 
 
 Για τον τύπο (15) µπορούµε να πούµε τα εξής: ∆ύο τρίγωνα ΑΒΓ 
και Α΄Β΄Γ΄ που έχουν α=α΄, β=γ΄και γ=β΄ είναι ίσα. Εποµένως δα=δα΄. Αυτό 
σηµαίνει ότι αν δα=f(α,β,γ) τότε θα πρέπει δα=f(α,γ,β) δηλαδή η δα πρέπει να 
είναι συµµετρική παράσταση των β,γ. Αυτό µε τη σειρά του σηµαίνει ότι αν 

ο τύπος (15): α

2
δ = βγτ(τ -β)

β + γ
είναι σωστός, τότε θα πρέπει να είναι και 

α

2
δ = βγτ(τ - γ)

β + γ
 που δε συµβιβάζεται µε τη (15). Έτσι ο τύπος (15) 

είναι λάθος. 
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 Ο τύπος (16) δεν είναι σωστός επειδή το πρώτο µέλος είναι 
συµµετρικό ως προς α,β δηλαδή δε βλάπτεται µε εναλλαγή των α,β, ενώ το 
δεύτερο µέλος µε εναλλαγή των α και β γίνεται: 
(β+α+γ)(β2+α2+γ2-βα-αγ)   που είναι διαφορετικό από το 2ο µέλος της (16).  
 
 Ο τύπος (17) είναι επίσης λάθος επειδή το πρώτο µέλος δε 
βλάπτεται µε οποιαδήποτε εναλλαγή των α,β,γ, π.χ δύο τρίγωνα µε πλευρές 
α, β, γ και β,γ,α έχουν ίσα εµβαδά, άρα το 2ο µέλος του τύπου (17) πρέπει 
να είναι συµµετρικό ως προς α, β, γ. Όµως το 2ο µέλος της (17) µε 

εναλλαγή των β και γ γίνεται: τ(τ -α)(τ - γ)(τ +β)  που είναι διαφορετικό 

από το αντίστοιχο της σχέσης (17). 
 
 Ο τύπος (18) που δίνει την απόσταση δύο σηµείων Α(x1,y1) και 
Β(x2,y2) δεν πρέπει να βλάπτεται µε εναλλαγή των x1, y1 µε x2, y2 
αντίστοιχα, αφού η απόσταση (ΑΒ)=(ΒΑ). Όµως µε την εναλλαγή το 2ο 

µέλος γίνεται: 2 2
1 2 1 2( ) ( 2 )x x y y− + −  που είναι διαφορετικό από το 2ο 

µέλος της (18). Έτσι και ο τύπος αυτός είναι λάθος. 
 

Η ιδιότητα των συµµετρικών παραστάσεων να µη βλάπτονται µε 
εναλλαγή των µεταβλητών τους µπορεί να επεκταθεί και για µη 
συµµετρικές παραστάσεις. Η βασική αρχή είναι ότι κάθε ιδιότητα του 1ου 
µέλους πρέπει να ισχύει και για το 2ο µέλος. Έτσι π.χ η σχέση:  

 
ηµ(α-β)=ηµασυνβ-2συναηµβ             (21)  
 
είναι λάθος επειδή το 1ο µέλος µε εναλλαγή των α, β γίνεται  
ηµ(β-α)=-ηµ(α-β), δηλαδή το 1ο µέλος µε εναλλαγή των α, β αλλάζει 
πρόσηµο, ενώ το 2ο µέλος µε εναλλαγή των α,β γίνεται ηµβσυνα-2συνβηµα 
που δεν είναι το αντίθετο του 2ου µέλους της  (21).  
 
3ος τρόπος: Με την οµοιογένεια των σχέσεων. 
Μια σηµαντική αρχή που διέπει όλες τις µετρικές σχέσεις της Γεωµετρίας 
και της Τριγωνοµετρίας είναι η οµοιογένεια των σχέσεων. Με τον όρο 
αυτόν εννοούµε ότι όλοι οι όροι που παρουσιάζονται σε µια σχέση είναι του 
ίδιου βαθµού. Έτσι π.χ στη σχέση:  α2=β2+γ2 του Πυθαγορείου 
θεωρήµατος, όλοι οι όροι είναι 2ου βαθµού. 
 

Στο 1ο θεώρηµα των διαµέσων: 
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2
2 2 2

α

α
β + γ = 2µ +

2
 όλοι οι όροι είναι επίσης 2ου βαθµού. 

Αν υποθέσουµε ότι µετρούµε τα µήκη µε µονάδα µέτρησης το m τότε το 
εµβαδόν µετριέται σε m2 και ο όγκος σε m3. Με άλλα λόγια το εµβαδόν 
είναι µέγεθος 2ου βαθµού και ο όγκος είναι µέγεθος 3ου βαθµού. 
 

Έτσι π.χ στη σχέση: 
αβγ

Ε =
4R

 ο όρος Ε του 1ου µέλους είναι 2ου 

βαθµού, το γινόµενο αβγ είναι 3ου βαθµού και το 4R που παριστάνει µήκος 
είναι 1ου βαθµού. Εποµένως το 2ο µέλος είναι βαθµού 3-1=2 που συµφωνεί 
µε το βαθµό του 1ου µέλους. 
 

Στον τύπο: α

2
δ = βγτ(τ -α)

β + γ
 του µήκους της εσωτερικής 

διχοτόµου τριγώνου, το 1ο µέλος  που παριστάνει µήκος είναι 1ου βαθµού, 

το 
α +β + γ

τ =
2

 που παριστάνει µήκος είναι 1ου βαθµού, το τ-α που 

παριστάνει επίσης µήκος είναι 1ου βαθµού, εποµένως το γινόµενο βγτ(τ-α) 

είναι µέγεθος 4ου βαθµού και η βγτ(τ -α)  είναι µέγεθος 2ου βαθµού, άρα 

το πηλίκο 
2

βγτ(τ -α)
β + γ

 είναι µέγεθος 1ου βαθµού όπως και το 1ο µέλος. 

 
Για τους τύπους της Τριγωνοµετρίας θα πρέπει να γνωρίζουµε ότι 

όλοι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί θεωρούνται µεγέθη µηδενικού βαθµού. 
Αυτό µπορεί εξαχθεί από τον τρόπο ορισµού των τριγωνοµετρικών 
αριθµών. Π.χ από τον ορισµό του ηµιτόνου οξείας γωνίας ορθογωνίου 

τριγώνου: 
β

ηµω =
α

 προκύπτει ότι το ηµίτονο µιας γωνίας είναι µέγεθος 

µηδενικού βαθµού. Ανάλογα ισχύουν και για τους άλλους 
τριγωνοµετρικούς αριθµούς. 
 
Η παρατήρηση αυτή µπορεί να βοηθήσει στην ανακάλυψη λαθών όπως 
φαίνεται στους παρακάτω τύπους. 
 
α=β2+γ2                   (22)    Πυθαγόρειο θεώρηµα 
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Ε=2RηµΑηµΒηµΓ  (23) Εµβαδόν τριγώνου µε ακτίνα 
περιγεγραµµένου κύκλου R 

αβγ
Ε =

4
                 (24)   Εµβαδόν τριγώνου 

d=(x2-x1)
2+(y2-y1)

2  (25)   Απόσταση δύο σηµείων (x1,y1) και (x2,y2) 
V = πRυ                  (26)   Όγκος κυλίνδρου ακτίνας R και ύψους υ 
 
Και οι 4 παραπάνω τύποι περιέχουν το ίδιο λάθος, αφού τα δύο µέλη δεν 
είναι του ίδιου βαθµού. Ειδικότερα: 

 
Στον τύπο (22) το 1ο µέλος είναι 1ου βαθµού, ενώ το 2ο µέλος είναι 

2ου βαθµού.  
 
Στον τύπο (23) το 1ο µέλος είναι 2ου βαθµού, ενώ το 2ο µέλος είναι 

1ου βαθµού. 
 
Στον τύπο (24) το 1ο µέλος είναι 2ου βαθµού, ενώ το 2ο µέλος είναι 

3ου βαθµού. 
 
Στον τύπο (25) το 1ο µέλος είναι 1ου βαθµού, ενώ το 2ο µέλος είναι 

2ου βαθµού. 
 
Στον τύπο (26) το 1ο µέλος είναι 3ου βαθµού, ενώ το 2ο µέλος είναι 

2ου βαθµού (ο σταθερός αριθµός π είναι µηδενικού βαθµού). 
 

Ο έλεγχος αυτός είναι ιδιαίτερα χρήσιµος στη Φυσική όπου 
παρουσιάζονται περισσότερα µεγέθη και περισσότερες µεταβλητές. Στην 
περίπτωση αυτή λέµε  ότι τα δύο µέλη πρέπει να είναι των ιδίων 
διαστάσεων, δηλαδή πρέπει να εκφράζονται µε τις ίδιες µονάδες. 

Έτσι π.χ ο τύπος:   2
0

1
s = v + γt

2
 (27)  που δίνει το διάστηµα στην οµαλά 

επιταχυνόµενη κίνηση είναι λάθος, επειδή το 1ο µέλος που εκφράζει µήκος 
δίνεται (στο σύστηµα SI) σε m, ενώ το v0 του 2

ου µέλους δίνεται σε m/s. 

Ανάλογα, ο τύπος: 
2

0v ηµ θ
h =

2g
  (28) που δίνει το ύψος στην πλάγια βολή 

µε αρχική ταχύτητα v0 και γωνία θ ως προς το οριζόντιο επίπεδο είναι 
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λάθος, επειδή το 1ο µέλος εκφράζεται σε m, ενώ το 2ο µέλος εκφράζεται σε 
2(m/s)/(m/s ) = s 

 
Οι παρατηρήσεις αυτές, πέρα από το γεγονός ότι µπορούν να 

επισηµάνουν διάφορα λάθη, µπορούν να προβλέψουν τη σωστή σχέση ή 
τουλάχιστον να την προσεγγίσουν όπως δείχνουµε αµέσως: 
 
 
Β) ΠΡΟΒΛΕΨΕΙΣ: 
Το συνηθισµένο πρόβληµα που αντιµετωπίζουν οι µαθητές όταν γράφουν 
είναι ένα δίληµµα ή (ας µου επιτραπεί η λέξη) τρίληµµα  ή νίληµµα για το 
ποιο από αυτά που δε θυµούνται καλά είναι σωστό και ποιο λάθος. Η 
περίπτωση αυτή αντιµετωπίζεται µε τους τρόπους που περιγράψαµε πριν µε 
τους οποίους µπορεί κανείς να απορρίψει τις λάθος σχέσεις και να επιλέξει 
τη σωστή. Είναι σηµαντικό όµως να µπορούν να προβλέπουν κάποια 
πράγµατα χωρίς απαραίτητα να τα θυµούνται. ∆είχνουµε πως µπορεί να 
γίνει αυτό µε τις ελάχιστες δυνατές γνώσεις. 
 

1) Ο τύπος 
1

Ε = βγηµΑ
2

 που δίνει το εµβαδόν ενός τριγώνου από δύο 

πλευρές και την περιεχόµενη γωνία τους. 
 

Το ερώτηµα που τίθεται είναι πως οι µαθητές µπορούν να 
συµπεράνουν τι πρέπει να περιέχει ο τύπος που δίνει το εµβαδόν ενός 
τριγώνου ως συνάρτηση των πλευρών του β και γ και της περιεχόµενης 
γωνίας Α.  

 
Εδώ θα υπενθυµίσουµε ένα γνωστό θεώρηµα των πολυωνύµων: 

 
Θ1: Αν ένα πολυώνυµο f(x) διαιρείται µε το x-α, τότε f(α)=0 και 
αντίστροφα. 
 
Ειδικότερα: 
Αν ένα πολυώνυµο f(x) διαιρείται µε το x τότε f(0)=0 και αντίστροφα. 
 
Θα επεκτείνουµε το τελευταίο θεώρηµα ως εξής: 
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Θ2: Αν µια παράσταση που περιέχει το α, µηδενίζεται όταν α=0, τότε η 
παράσταση περιέχει τον παράγοντα α ή µια παράσταση που µηδενίζεται 
όταν α=0.  
 
Τέτοιες παραστάσεις είναι π.χ οι ηµα, εφα, eα-1,  ln(α+1) κ.α. 
 

Με βάση τα παραπάνω, µπορούµε να πούµε ότι:  
Το εµβαδόν του τριγώνου µηδενίζεται όταν β=0 ή γ=0 ή Α=0. Εποµένως ο 
τύπος του εµβαδού πρέπει να περιέχει τον παράγοντα β (ή κάποιον άλλο 
που να µηδενίζεται όταν β=0), τον παράγοντα γ και κάποιον παράγοντα που 
να µηδενίζεται όταν Α=0, ο οποίος φυσιολογικά θα είναι ένας 
τριγωνοµετρικός αριθµός, π.χ ηµΑ ή εφΑ (που πάλι περιέχει τον παράγοντα 

ηµΑ, αφού 
ηµΑ

εφΑ =
συνΑ

) ή ηµ2Α (που πάλι περιέχει τον παράγοντα ηµΑ, 

αφού: ηµ2Α=2ηµΑσυνΑ) ή κάπως έτσι.  
Ο παράγοντας συνΑ αποκλείεται, αφού τότε για Α=90ο το εµβαδόν 

θα µηδενίζονταν πράγµα άτοπο. Ο παράγοντας εφΑ επίσης αποκλείεται 
αφού για Α=90ο το εµβαδόν θα απειρίζονταν. Πιθανός λοιπόν παράγοντας 
είναι το ηµΑ. 
Συµπεραίνουµε λοιπόν µε µεγάλη πιθανότητα ότι ο τύπος του εµβαδού 
περιέχει το γινόµενο βγηµΑ. 
 
2) Απόσταση δύο σηµείων Α(x1,y1) και Β(x2,y2): 

2 2
2 1 2 1d = (x - x ) + (y - y )  
Όταν (ΑΒ)=0 τότε Α≡Β δηλαδή x1=x2 και y1=y2. Εποµένως ο τύπος 

πρέπει να είναι τέτοιος ώστε από το µηδενισµό της απόστασης να 
προκύπτει x1=x2 και y1=y2. Για να προκύπτουν δύο σχέσεις από µια σχέση 
πρέπει να υπάρχει άθροισµα τετραγώνων ο µηδενισµός του οποίου να δίνει 
x1=x2 και y1=y2. Η πιο απλή παράσταση που ικανοποιεί αυτό το δεδοµένο 
είναι η (x2-x1)

2+(y2-y1)
2. Είναι λοιπόν πολύ πιθανό ο τύπος της απόστασης 

να περιέχει την παράσταση αυτή. 
 
3) Απόσταση του σηµείου Α(x0,y0)  από την ευθεία αx+βy+γ=0: 

0 0

2 2

αx +βy + γ
d =

α +β
 

Πριν πούµε πως περιµένουµε τον τύπο αυτό, θα επεκτείνουµε το Θ2 ως 
εξής: 
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Θ3: Αν µια παράσταση f(x,y) µηδενίζεται όταν g(x,y)=0 τότε η 
παράσταση f(x,y) περιέχει ως παράγοντα τον g(x,y) ή κάποιον 
παράγοντα που µηδενίζεται όταν g(x,y)=0. 
 
Εδώ παρατηρούµε ότι η απόσταση d µηδενίζεται όταν το σηµείο Α(x0,y0) 
ανήκει στην ευθεία, δηλαδή όταν αx0+βy0+γ=0. Ο τύπος της απόστασης 
λοιπόν πρέπει να περιέχει την παράσταση αx0+βy0+γ ή κάποια παράσταση 
που µηδενίζεται όταν αx0+βy0+γ=0 
 

4) Βεληνεκές στην πλάγια βολή:  llll
2
0v ηµ2θ

=
g

 

Όταν v0=0 το βεληνεκές πρέπει να είναι ίσο µε 0. Άρα ο τύπος πρέπει να 
περιέχει τον παράγοντα v0. Όταν θ=0 το βεληνεκές πρέπει επίσης να είναι 
ίσο µε 0. Άρα ο τύπος πρέπει να περιέχει παράγοντα που µηδενίζεται όταν 
θ=0. Τέτοιος παράγοντας είναι ο ηµθ. Όταν θ=90ο το βεληνεκές πρέπει να 
είναι πάλι ίσο µε 0. Εποµένως ο τύπος πρέπει να περιέχει παράγοντα που 
µηδενίζεται όταν θ=90ο. Ένας τέτοιος παράγοντας είναι ο συνθ. Όλοι αυτοί 
οι παράγοντες περιέχονται στον τύπο που δώσαµε. 


