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Ορισµοί 
Έστω 1 2 να ,α ,...,α ∈� .  

α) Ως αριθµητικός µέσος των 1 2 να ,α ,...,α ορίζεται ο αριθµός 1 2 ν

ν

α α ... αΑ
ν

+ + +
=  

β) Αν επιπλέον 1 2 να ,α ,...,α 0> , ως γεωµετρικός µέσος των 1 2 να ,α ,...,α ορίζεται ο 

αριθµός ν
ν 1 2 νG α α ...α=   

γ) Αν 1 2 να ,α ,...,α 0>  ή 1 2 να ,α ,...,α 0<  , ως αρµονικός µέσος των  1 2 να ,α ,...,α  

ορίζεται ο αριθµός 
ν

1 2 ν

νΗ
1 1 1

...
α α α

=
+ + +

 

 
Μια ιδιότητα που θα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω είναι η εξής:  
 

Αν 1 2 ν
ν

α α ... αΑ
ν

+ + +
=  και 1 2 ν ν 1

ν 1

α α ... α αΑ
ν 1

+

+

+ + + +
=

+
 και στον 

ν 1Α
+
αντικαταστήσουµε τον ν 1α +

 µε τον νΑ , τότε ο αριθµός που προκύπτει είναι ο νΑ . 

Πράγµατι,  είναι  1 2 ν ν 1
ν 1

α α ... α αΑ
ν 1

+

+

+ + + +
=

+
 = 

1 2 ν
1 2 ν

α α ... α
α α ... α

ν
ν 1

+ + +
+ + + +

+
= 1 2 να α ... α

ν

+ + +
= νΑ  

 

Αντίστοιχα, αν στον ν 1
ν 1 1 2 ν ν 1G α α ...α α+

+ +
=  αντικαταστήσουµε τον ν 1α +

 µε τον 
ν

ν 1 2 νG α α ...α=  προκύπτει ότι ν 1 νG G
+
=  
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Σελ. 2 

Τα ίδια ισχύουν και για τον αρµονικό µέσο, αν δηλαδή στον 
ν 1

1 2 ν ν 1

ν 1Η
1 1 1 1

...
α α α α

+

+

+
=

+ + + +

 αντικαταστήσουµε τον ν 1α +
 µε τον 

ν

1 2 ν

νΗ
1 1 1

...
α α α

=

+ + +

 προκύπτει ν 1 νΗ Η
+
=  

 
 
Μια άλλη χρήσιµη πρόταση είναι η εξής: 
 
Έστω ∆ ένα διάστηµα, και 1 2 να ,α , ...,α ∆∈ . Τότε  
α) νΑ ∆∈  

β) Αν επιπλέον ∆ (0, )⊂ +∞ , τότε νG ∆∈  και νH ∆∈  
 
Απόδειξη: 
α) Έστω [ ]∆ α,β= . Η απόδειξη είναι όµοια για κάθε άλλη µορφή διαστήµατος, δηλ. 

αν ( )∆ α,β=   ή ∆ [α,β)=  ή ∆ (α,β]=  ή ∆ ( ,α)= −∞  ή ∆ ( ,α]= −∞  ή ∆ (α, )= +∞  

ή ∆ [α, )= +∞  ή ∆ ( , )= −∞ +∞ = �  
Ισχύει: 

1

2
1 2 ν

ν

α α β
α α β να α α ... α νβ
.................

α α β

+

≤ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ + + + ≤
≤ ≤ 

⇒
1 2 να α ... αα βν
+ + +

≤ ≤  

 ή να Α β≤ ≤ , δηλαδή νΑ ∆∈  
 
β) Αν ∆ (0, )⊂ +∞ , δηλαδή α,β 0>  έχουµε 
 

1

2 ν ν

1 2 ν

ν

α α β
α α β α α α ...α β
.................

α α β

≤ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
≤ ≤ 

i

ν ν

1 2 να α α ...α β⇒ ≤ ≤  ⇒ ν
1 2 να α α ...α β≤ ≤   

ή να G β≤ ≤ , δηλαδή νG ∆∈  

γ) 1
1

1 1 1α α β β α α≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ,  όµοια 
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Σελ. 3 

1

2

1 2 ν

ν

1 1 1

β α α
1 1 1 ν 1 1 1 νβ α α ...β α α α α
.................

1 1 1

β α α

+

≤ ≤ 

≤ ≤ ⇒ ≤ + + + ≤


≤ ≤ 


⇒

1 2 ν

να β
1 1 1

...α α α
≤ ≤

+ + +

 ή να Η β≤ ≤  

δηλαδή νΗ ∆∈  

 
Θα χρειαστούµε επίσης την 
 
 
 

Ανισότητα του Cauchy για δύο µεταβλητές 
 

Αν x, y 0>  ισχύει: 2 x y
xy

1 1 2
x y

+
≤ ≤

+

 

Το ίσον και στις δύο ανισότητες ισχύει όταν x y=  
 
Απόδειξη 

2
xy

1 1
x y

≤

+

⇔
2xy

xy
x y

≤
+

x,y 0>

⇔

2 2

2

4x y
xy

(x y)
≤

+
⇔ 2

4xy
1

(x y)
≤

+
⇔  

24xy (x y)≤ +
2(x y) 0⇔ − ≥  η οποία ισχύει.  

Το ίσον ισχύει όταν x y=  

Επίσης: x y
xy

2

+
≤ ⇔

24xy (x y)≤ +
2(x y) 0⇔ − ≥  που ισχύει 

Το ίσον πάλι ισχύει όταν x y=  
 
Θα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα αυτή για την απόδειξη της ανισότητας του 
Cauchy για ν µεταβλητές. 
 
 
 

Η επαγωγική µέθοδος του Cauchy 
 
Σύµφωνα µ’ αυτήν:  
 
Αν µια πρόταση που εξαρτιέται από τον φυσικό αριθµό ν  
• Ισχύει για ν 1=  

• Αν ισχύει για ν κ= τότε ισχύει για ν 2κ=  
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Σελ. 4 

• Αν ισχύει για ν κ 1= +  τότε ισχύει και για ν κ=  

τότε η πρόταση ισχύει για κάθε φυσικό ν 1≥  

 
Πράγµατι, αφού η πρόταση όταν ισχύει για ν κ= ισχύει για ν 2κ=  και ισχύει για 
ν 1= , θα ισχύει και για ν 2 1 2,ν 2 2 4,ν 2 4 8= ⋅ = = ⋅ = = ⋅ =  κ.ο.κ, δηλαδή θα ισχύει 
για κάθε φυσικό της µορφής ρν 2=  µε *ρ∈�  

Έστω τώρα φυσικός αριθµός ρτ 2≠ . Υπάρχει δύναµη ρ2 τ>
1 

Αφού όταν η πρόταση ισχύει για ν κ 1= +  ισχύει και για ν κ=  και η πρόταση ισχύει 
για ρν 2= , θα ισχύει και για ρ ρ ρν 2 1, 2 2, 2 3= − − −  κ.ο.κ. 
Κάποιος από τους αριθµούς αυτούς είναι ο τ. 
Έτσι η πρόταση αληθεύει για κάθε φυσικό ν 1≥  
 
Θα δείξουµε τώρα εφαρµογές της µεθόδου αυτής σε ανισότητες που περιέχουν τον 
αριθµητικό ή γεωµετρικό ή αρµονικό µέσο ν αριθµών. 
Ως πρώτη εφαρµογή δείχνουµε την  
 
 
 

Ανισότητα του Cauchy 
 
Αν 1 2 να ,α , ...,α 0>  τότε  

1 2 νν
1 2 ν

1 2 ν

α α ... αν
α α ...α

1 1 1 ν...
α α α

+ + +
≤ ≤

+ + +
,  δηλαδή ν ν νΗ G Α≤ ≤  

Το ίσον και για τις δύο ανισότητες ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  

 
Απόδειξη 

α) Αποδεικνύουµε πρώτα την ν νG Α≤  δηλαδή 1 2 νν
1 2 ν

α α ... α
α α ...α

ν

+ + +
≤  

Για ν 1=  η πρόταση ισχύει (ως ισότητα). 
 
Θα αποδείξουµε ότι αν η πρόταση ισχύει για ν κ=  τυχαίους θετικούς αριθµούς, τότε 
θα ισχύει και ν 2κ= τυχαίους θετικούς. 
Έστω λοιπόν 1 2 κ 1 2 κα ,α ,...,α ,β ,β ,...,β  2κ τυχαίοι θετικοί. Σύµφωνα µε την υπόθεση θα 

έχουµε: 
1 2 κκ

1 2 κ

α α ... α
α α ...α

κ

+ + +
≤  και 

 1 2 κκ
1 2 κ

β β ... ββ β ...β κ
+ + +

≤  

                                                
1 Πράγµατι, για ρ=τ είναι: τ τ2 (1 1) 1 τ τ (ΑνισότηταBernoulli)= + ≥ + >  ή αλλιώς 

ρ ln τ ln τ
2 τ ρ ln 2 ln τ ρ , άρα ρ 1

ln 2 ln 2
> ⇔ > ⇔ > = +
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Σελ. 5 

µε τα ίσον να ισχύουν όταν 1 2 κα α ... α= = =   και   1 2 κβ β ... β= = =  

Με πολλαπλασιασµό κατά µέλη βρίσκουµε 
1 2 κ 1 2 κκ κ

1 2 κ 1 2 κ

α α ... α β β ... βα α ...α β β ...β κ κ
+ + + + + +

≤ ⋅    (1) 

Όµως για τους 1 2 κ
κ

α α ... αΑ
κ

+ + +
=  και 1 2 κ

κ

β β ... βΒ κ
+ + +

=  ισχύει η ανισότητα 

του Cauchy για δύο µεταβλητές, δηλαδή:  
2

κ κ
κ κ

Α ΒΑ Β
2

 + ≤   
 άρα η (1) ⇒  

2

1 2 κ 1 2 κκ
1 2 κ 1 2 κ

α α ... α β β ... βα α ...α β β ...β
2κ

 + + + + + + + ≤   
⇒  

1 2 κ 1 2 κ2κ
1 2 κ 1 2 κ

α α ... α β β ... βα α ...α β β ...β
2κ

+ + + + + + +
≤  

∆ηλαδή η πρόταση  ισχύει και για ν 2κ=  θετικούς αριθµούς. 
 
Έστω τώρα ότι η πρόταση ισχύει για κ 1+  οποιουσδήποτε θετικούς, δηλαδή 

κ 1 κ 1G Α
+ +
≤  ή 1 2 κ κ 1κ 1

1 2 κ κ 1

α α ... α α
α α ...α α

κ 1
++

+

+ + + +
≤

+
   (2) 

Θα δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για κ θετικούς. 
Στη (2) θέτουµε όπου 1 2 κ

κ 1 κ

α α ... αα Α
κ+

+ + +
= =   και  κ

1 2 κ κα α ...α G=  

Σύµφωνα µε όσα είπαµε παραπάνω, η (2) γίνεται: κκ 1
κ κ κG Α Α+ ≤  ⇒  

κ κ 1
κ κ κG Α Α +

≤ ⇒
κ κ

κ κG Α≤ ⇒ κ κG Α≤   

δηλαδή η πρόταση ισχύει και για ν κ= αριθµούς, εποµένως σύµφωνα µε την 
επαγωγική µέθοδο του Cauchy ισχύει για κάθε φυσικό ν 1≥ . 
 

β) Η άλλη ανισότητα  ν
1 2 ν

1 2 ν

ν
α α ...α

1 1 1
...

α α α

≤

+ + +

 µπορεί να αποδειχθεί άµεσα µε 

τη βοήθεια της πρότασης που έχουµε ήδη αποδείξει ως εξής: 
Στην ανισότητα 1 2 νν

1 2 ν

α α ... α
α α ...α

ν

+ + +
≤  

θέτουµε όπου iα  το 
i

1

α
 (i 1,2,...,ν)= . Βρίσκουµε 

1 2 ν
ν

1 2 ν

1 1 1
...

α α α1 1 1
...

α α α ν

+ + +

⋅ ⋅ ⋅ ≤  και αντιστρέφοντας βρίσκουµε: 
 

ν
1 2 ν

1 2 ν

ν
α α ...α

1 1 1
...

α α α

≤

+ + +

 

Έτσι η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
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Σελ. 6 

 
Το = στην ανισότητα ν νG Α≤  καθώς και στην ν νΗ G≤ ισχύει όταν ισχύουν όλες οι 
προηγούµενες ανισότητες ως ισότητες, δηλαδή όταν 1 2 να α ... α= = =  

 
 
Αποδεικνύουµε τώρα την ίδια ανισότητα ν νΗ G≤ δηλαδή την 

ν
1 2 ν

1 2 ν

ν
α α ...α

1 1 1
...

α α α

≤

+ + +

µε την επαγωγική µέθοδο του Cauchy 

 
Για ν 1= ισχύει ως ισότητα 
 
Θα αποδείξουµε ότι αν η πρόταση ισχύει για ν κ=  τυχαίους θετικούς αριθµούς, τότε 
θα ισχύει και ν 2κ= τυχαίους θετικούς. 
Έστω λοιπόν 1 2 κ 1 2 κα ,α ,...,α ,β ,β ,...,β  2κ τυχαίοι θετικοί. Σύµφωνα µε την υπόθεση θα 

έχουµε:  
κ

1 2 κ

1 2 κ

κ
α α ...α

1 1 1
...

α α α

≤

+ + +

 και  

κ
1 2 κ

1 2 κ

κ β β ...β
1 1 1

...β β β
≤

+ + +

 

µε τα ίσον να ισχύουν όταν 1 2 κα α ... α= = = και 1 2 κβ β ... β= = =  

 
Με πολλαπλασιασµό κατά µέλη βρίσκουµε 

κ κ
1 2 κ 1 2 κ

1 2 κ 1 2 κ

κ κ α α ...α β β ...β
1 1 1 1 1 1

... ...α α α β β β
⋅ ≤

+ + + + + +

  (3) 

  

Όµως για τους κ

1 2 κ

κΑ
1 1 1

...
α α α

=

+ + +

 και  κ

1 2 κ

κΒ
1 1 1

...β β β
=

+ + +

 ισχύει η 

ανισότητα του Cauchy για δύο µεταβλητές, δηλαδή: 

2

κ κ

κ κ

2 Α Β
1 1
Α Β

      ≤   +    

, 

 
  άρα η (3) ⇒  

2

κ κ
1 2 κ 1 2 κ

1 2 κ 1 2 κ

2κ α α ...α β β ...β
1 1 1 1 1 1

... ...α α α β β β

      ≤   + + + + + + +    

⇒  
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Σελ. 7 

2κ
1 2 κ 1 2 κ

1 2 κ 1 2 κ

2κ α α ...α β β ...β
1 1 1 1 1 1

... ...α α α β β β
≤

+ + + + + + +

 

 
∆ηλαδή η πρόταση  ισχύει και για ν 2κ=  θετικούς αριθµούς. 
 
Έστω τώρα ότι η πρόταση ισχύει για κ 1+  οποιουσδήποτε θετικούς, δηλαδή 

κ 1 κ 1Η G
+ +
≤  ή κ 1

1 2 κ κ 1

1 2 κ κ 1

κ 1
α α ...α α

1 1 1 1
...

α α α α

+

+

+

+
≤

+ + + +

   (4) 

Θα δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για κ θετικούς. 
Στην (4) θέτουµε όπου κ 1 κ

1 2 κ

κα Η
1 1 1

...
α α α

+
= =

+ + +

 και 
1 2 κ κ

1 1 1 κ
...

α α α Η
+ + + =  και 

κ

1 2 κ κα α ...α G=  

Σύµφωνα µε όσα είπαµε παραπάνω, η (4) γίνεται: κκ 1
κ κ κΗ G Η+≤  

⇒
κ 1 κ

κ κ κΗ G Η+
≤ ⇒

κ κ

κ κΗ G≤ ⇒ κ κΗ G≤  

δηλαδή η πρόταση ισχύει και για ν κ= αριθµούς, εποµένως σύµφωνα µε την 
επαγωγική µέθοδο του Cauchy ισχύει για κάθε φυσικό ν 1≥ . 
 
Το ίσον στην ν νΗ G≤ ισχύει όταν σε όλες οι αναφερόµενες ανισότητες ισχύουν ως 
ισότητες, δηλαδή όταν 1 2 να α ... α= = =  

 
 
 
Εφαρµογές της επαγωγικής µεθόδου του Cauchy σε άλλες ανισότητες 
 
Η ίδια µέθοδος που εφαρµόσαµε για την απόδειξη της ανισότητας του Cauchy µπορεί 
να εφαρµοστεί για την απόδειξη παρόµοιων ανισοτήτων, δηλαδή ανισοτήτων που 
περιέχουν τον αριθµητικό ή γεωµετρικό ή αρµονικό µέσο ν αριθµών όπως δείχνουµε 
στο παρακάτω παράδειγµα. 
 
Παράδειγµα 
Αν 1 2 να ,α , ...,α (0,π)∈  να αποδειχθεί ότι:  

ν(p ) : 1 2 ν 1 2 νηµα ηµα ... ηµα α α ... αηµ
ν ν

+ + + + + +
≤  για κάθε φυσικό ν 1≥  

Απόδειξη 
Για ν 1=  η 1(p ) : 1 1ηµα ηµα≤ ισχύει ως  ισότητα 

Αποδεικνύουµε ότι ισχύει και η  2(p ): 1 2 1 2ηµα ηµα α αηµ
2 2

+ +
≤  

(αυτό δεν το απαιτεί η επαγωγική µέθοδος του Cauchy, αλλά θα µας χρειαστεί 
παρακάτω). 

1 2 1 2ηµα ηµα α αηµ
2 2

+ +
≤ ⇔

1 2 1 2 1 2α α α α α αηµ συν ηµ
2 2 2

+ − +
≤   (1) 
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Σελ. 8 

Επειδή ( )1 2α ,α 0,π∈ , σύµφωνα µε όσα έχουµε αναφέρει, θα είναι και ( )1 2α α
0,π

2

+
∈ , 

άρα 1 2α αηµ 0
2

+
> , εποµένως η (1) ⇔ 1 2α α

συν 1
2

−
≤  που ισχύει. 

Το ίσον ισχύει όταν 1 2α α=  

Υποθέτουµε τώρα ότι ισχύει η κ(p ) . Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και η 2κ(p ) . 

Επειδή ισχύει η κ(p ) , θα ισχύουν: 
1 2 κ 1 2 κηµα ηµα ... ηµα α α ... αηµ

κ κ
+ + + + + +

≤  και  
 

1 2 κ 1 2 κηµβ ηµβ ... ηµβ β β ... βηµκ κ
+ + + + + +

≤   για κάθε 
( )1 2 κ 1 2 κα ,α ,...,α ,β ,β ,...,β 0,π∈  

µε τα ίσον να ισχύουν όταν 1 2 κα α ... α= = = και 1 2 κβ β ... β= = =  

Με πρόσθεση των παραπάνω ανισοτήτων έχουµε: 
1 2 κ 1 2 κ

1 2 κ 1 2 κ

ηµα ηµα ... ηµα ηµβ ηµβ ... ηµβ
κ κ

α α ... α β β ... βηµ ηµκ κ

+ + + + + +
+ ≤

+ + + + + +
+

   (2) 

και επειδή ισχύει η 2(p ), θα είναι:  
 

1 2 κ 1 2 κ 1 2 κ 1 2 κα α ... α β β ... β α α ... α β β ... βηµ ηµ 2ηµκ κ 2κ
+ + + + + + + + + + + + +

+ ≤  

Εποµένως η (2) ⇒  

1 2 κ 1 2 κ

1 2 κ 1 2 κ

ηµα ηµα ... ηµα ηµβ ηµβ ... ηµβ
2κ

α α ... α β β ... β
2ηµ

2κ

+ + + + + + +
≤

+ + + + + + +
 

δηλαδή ισχύει η 2κ(p ) . 

 
Υποθέτουµε τώρα ότι ισχύει η κ 1(p )

+
, δηλαδή: 

1 2 κ κ 1 1 2 κ κ 1ηµα ηµα ... ηµα ηµα α α ... α αηµ
κ 1 κ 1

+ +
+ + + + + + + +

≤
+ +

   (3) 

για κάθε ( )1 2 κ κ 1α ,α ,...,α ,α 0,π
+
∈  µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 κ κ 1α α ... α α

+
= = = =  

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και η κ(p ) , δηλαδή 

1 2 κ 1 2 κηµα ηµα ... ηµα α α ... αηµ
κ κ

+ + + + + +
≤  για κάθε ( )1 2 κα ,α ,...,α 0,π∈  

Στην (3) θέτουµε όπου 1 2 κ
κ 1

α α ... α
α

κ
+

+ + +
=  

Προκύπτει 1 2 κ 1 2 κηµα ηµα ... ηµα α α ... αηµ
κ κ

+ + + + + +
≤ , δηλαδή ισχύει η κ(p ) , άρα 

σύµφωνα µε την επαγωγική µέθοδο του Cauchy ισχύει η ν(p ) για κάθε φυσικό ν 1≥ . 
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Σελ. 9 

Το ίσον ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  

 
 
 
Γενικεύουµε τώρα τα προηγούµενα µε τυχαίες συναρτήσεις που πληρούν κάποιες 
ιδιότητες: 
 
 
Έστω η συνάρτηση f :∆ �→  όπου ∆ ένα διάστηµα του � . 
 

α) Αν η ισχύει: x y f (x) f (y)
f για κάθε x, y ∆

2 2

 + + ≤ ∈   
 µε το ίσον να ισχύει όταν 

x y= , τότε θα ισχύει και:  
1 2 ν 1 2 να α ... α f (α ) f (α ) ... f (α )

f
ν ν

 + + + + + + ≤   
 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  
 

β) Αν f (x) 0>  και x y
f f (x)f (y) για κάθε x, y ∆

2

 + ≤ ∈   
  

µε το ίσον να ισχύει όταν x y=  τότε θα ισχύει και:  
1 2 ν ν

1 2 ν

α α ... α
f f (α )f (α )...f (α )

ν

 + + + ≤   
 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  
 
γ) Αν f (x) 0>  για κάθε x ∆∈  και   

x y 2
f για κάθε x,y ∆

1 12
f(x) f (y)

 + ≤ ∈   
+

 µε το ίσον να ισχύει όταν x y=  

τότε θα ισχύει και:  
1 2 ν

1 2 ν

α α ... α ν
f

1 1 1ν ...
f (α ) f (α ) f (α )

 + + + ≤   
+ + +

 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  
 

δ) Αν ∆ (0, )⊂ +∞  και f (x) f (y)
f ( xy ) για κάθε x, y ∆

2
+

≤ ∈   

µε το ίσον να ισχύει όταν x y= , τότε θα ισχύει και:  
1 2 νν

1 2 ν

f (α ) f (α ) ... f (α )
f ( α α ...α )

ν

+ + +
≤  για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  
 
ε) Αν ∆ (0, )⊂ +∞  και f ( xy ) f (x)f (y) για κάθε x, y ∆≤ ∈   



4η ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΒ∆ΟΜΑ∆Α ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ 10-3-2012 
 

Σελ. 10 

µε το ίσον να ισχύει όταν x y= , τότε θα ισχύει και:  
ν ν

1 2 ν 1 2 νf ( α α ...α ) f (α )f (α )...f (α )≤  για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  
 
ζ) Αν ∆ (0, )⊂ +∞  και f (x) 0>  για κάθε x ∆∈   και 

2
f ( xy ) για κάθε x, y ∆

1 1
f(x) f (y)

≤ ∈

+

 µε το ίσον να ισχύει όταν x y=  

τότε θα ισχύει και:  
ν

1 2 ν

1 2 ν

ν
f ( α α ...α )

1 1 1
...

f (α ) f (α ) f (α )

≤

+ + +

 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει όταν 1 2 να α ... α= = =  
 
η)  Αν  ∆ (0, )⊂ +∞ και 

2 f (x) f (y)
f για κάθε x, y ∆

1 1 2
x y

 
    + ≤ ∈   +    

 µε το ίσον να ισχύει όταν x y=  

τότε θα ισχύει και:  

1 2 ν

1 2 ν

f (α ) f (α ) ... f (α )ν
f

1 1 1 ν...
α α α

 
    + + + ≤    + + +   

 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει 1 2 να α ... α= = =  
 
θ)  Αν  ∆ (0, )⊂ +∞ , f (x) 0 γιακάθε x ∆> ∈  και  

2
f f (x)f (y) για κάθε x, y ∆

1 1
x y

 
    ≤ ∈   +    

 µε το ίσον να ισχύει όταν x y=  

τότε θα ισχύει και:  

ν
1 2 ν

1 2 ν

ν
f f (α )f (α )...f (α )

1 1 1
...

α α α

 
    ≤    + + +   

 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει 1 2 να α ... α= = =  
 
ι)  Αν  ∆ (0, )⊂ +∞ , f (x) 0 γιακάθε x ∆> ∈  και  
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Σελ. 11 

2 2
f για κάθε x, y ∆

1 1 1 1
x y f(x) f (y)

 
    ≤ ∈   + +    

 µε το ίσον να ισχύει όταν x y=  

τότε θα ισχύει και:  

1 2 ν 1 2 ν

ν ν
f

1 1 1 1 1 1
... ...

α α α f (α ) f (α ) f (α )

 
    ≤    + + + + + +   

 για κάθε 1 2 να ,α , ...,α ∆∈  

µε το ίσον να ισχύει 1 2 να α ... α= = =  
 
Οι ίδιες ανισότητες (α)-(ι) ισχύουν και αν αντί του ≤  θέσουµε το ≥  
 
 
Εφαρµογές 

1) Για τη συνάρτηση 2f (x) x= , x ∈� ,  επειδή 
x y f (x) f (y)

f ( )
2 2

+ +
≤ , δηλαδή 

2 2 2x y x y

2 2

 + + ≤  
 για κάθε x, y∈�  όπως εύκολα µπορεί να αποδειχθεί, θα ισχύει 

και 1 2 ν 1 2 να α ... α f (α ) f (α ) ... f (α )
f ( )

ν ν

+ + + + + +
≤  για κάθε 1 2 να ,α ,...,α ∈� , δηλαδή 

2 2 2 2
1 2 ν 1 2 ν

α α ... α α α ... α

ν ν

+ + + + + +  ≤    για κάθε 1 2 να ,α ,...,α ∈�  

 

2) Για τη συνάρτηση f (x) ηµx, x (0,π)= ∈  ισχύει: x y
f ( ) f (x)f (y)

2

+
≥ , δηλαδή 

x yηµ ηµxηµy για κάθε x, y (0,π)
2

+
≥ ∈   

Πράγµατι: 
x yηµ ηµxηµy

2

+
≥ ⇔

2 x yηµ ηµxηµy
2

+
≥ ⇔

1 συν(x y) συν(x y) συν(x y)

2 2

− + − − +
≥ ⇔ συν(x y) 1− ≤  που ισχύει. 

Εποµένως θα ισχύει και 3
Α Β Γ

f ( ) f (Α)f (Β)f (Γ)
3

+ +
≥  δηλαδή 

3
Α Β Γηµ ηµΑηµΒηµΓ

3

+ +
≥  για κάθε Α,Β,Γ (0,π)∈  και αν τα Α, Β, Γ είναι γωνίες 

τριγώνου, τότε: 3
πηµ ηµΑηµΒηµΓ
3
≥ ⇒

3 3ηµΑηµΒηµΓ
8

≤  

 
 
3) Να αποδειχθεί ότι σε κάθε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 
εφΑ εφΒ εφΓ 3 3+ + ≥  
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Σελ. 12 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 
π

f (x) εφx, x (0, )
2

= ∈  

Θα αποδείξουµε ότι για τη συνάρτηση f ισχύει: f (x) f (y) x y
f

2 2

 + + ≥   
, δηλαδή 

εφx εφy x y πεφ( ) για κάθε x, y (0, )
2 2 2

+ +
≥ ∈ ⇔

x yηµηµ(x y) 2
x y2συνxσυνy συν

2

+

+
≥

+
⇔

x y x y x y
2ηµ συν ηµ

2 2 2
x y2συνxσυνy συν

2

+ + +

≥
+
⇔

2 x y
συν συνxσυνy

2

+
≥ ⇔

1 συν(x y) συν(x y) συν(x y)

2 2

+ + + + −
≥ ⇔ συν(x y) 1− ≤  που ισχύει. 

Το ίσον ισχύει όταν x y=  
Εποµένως θα ισχύει και η ανισότητα 
f (A) f (B) f ( Γ) A B Γ π

f για κάθε Α,Β,Γ (0, )
3 3 2

 + + + + ≥ ∈  
 ή 

εφΑ εφΒ εφΓ Α Β Γεφ
3 3

+ + + +
≥  µε το ίσον να ισχύει όταν Α Β Γ= =  

Και αν τα Α, Β, Γ είναι γωνίες οξυγωνίου τριγώνου οπότε 0Α Β Γ 180+ + =  η 
τελευταία σχέση γίνεται: 
εφΑ εφΒ εφΓ 3 3+ + ≥  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


