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Γεωμετρία - Ασκήσεις με γωνίες 

♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥ 

      Χαρακτηριστικές ασκήσεις με γωνίες που αρέσουν και γοητεύουν 

τους μαθητές που ασχολούνται με τους μαθηματικούς διαγωνισμούς  ! 

 

Μπάμπης Στεργίου – Φεβρουάριος 2012 

1.22 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ , με ˆ οΑ = 100 . Στην προέκταση της πλευράς 

ΑΒ, προς το Β, παίρνουμε σημείο Δ τέτοιο, ώστε ΑΔ = ΒΓ . Να αποδειχθεί ότι ˆ ο . 

(ΑΒ = ΑΓ)

ΒΓΔ = 10

(ΗΠΑ – 1990) 

Λύση 

Θεωρούμε το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΔΕ. Προφανώς: 

 ο  ο οˆΕΑΓ 100 60 40  

 ,  ΑΒ ΑΓ γ  ΑΔ ΑΕ ΔΕ ΒΓ α   

Τα τρίγωνα ΑΓΕ και ΑΒΓ είναι ίσα, διότι ΑΓ κοινή, 

 και . ΑΕ ΓΒ οˆ ˆΓΑΕ ΑΓΒ 40 

Επομένως . Τώρα, τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΕΔΓ 

είναι ίσα, διότι έχουν τις πλευρές τους ίσες, μία προς 

μία. Άρα: 

ΓΕ ΓΑ γ 

 
 

ο ο
ο180 2 40ˆ ˆΔΓΑ ΔΓΕ 50

2

 
    

αφού στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΓΕ (ΓΑ ΓΕ γ)   είναι: 

  ο οˆΑΓΕ 180 2 40 100    ο

ο

Επομένως: 

  ο οˆ ˆ ˆΒΓΔ ΑΓΔ ΑΓΒ 50 40 10    
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1.23 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε τη διχοτόμο ΓΔ. Αν το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ 

είναι έγκεντρο του τριγώνου ΑΔΓ, να αποδειχθεί ότι . ˆ ˆ οΒ = Γ = 72

Λύση 

Επειδή το Ο είναι το περίκεντρο του , είναι 
Δ

ΑΒΓ ΟΑ ΟΒ ΟΓ  . Αν θέσουμε , τότε είναι: ˆΟΑΓ ω

 ˆ , διότι ΟΑ ΟΓ , ˆΟΓΑ ΟΑΓ ω 

 , διότι το Ο είναι έγκεντρο 

του 
Δ

ΑΔΓ  και έτσι οι ΓΟ, ΑΟ διχοτομούν 

τις γωνίες ˆΑΓΔ , ˆΓΑΔ , αντίστοιχα, 

ˆ ˆΟΓΔ ΟΓΑ ω 

 , διότι η ΓΔ είναι 

διχοτόμος της ˆΒΓΑ , 

ˆ ˆΒΓΔ ΔΓΑ 2ω 

 , διότι η ΑΟ διχοτομεί τη 

ˆΔΑΓ , 

ˆ ˆΟΑΒ ΟΑΓ ω 

  ˆ , διότι ΟΑ ΟΒ , ˆΟΒΑ ΟΑΒ ω 

 , διότι ΟΒ ΟΓ . ˆ ˆΟΒΓ ΟΓΒ 3ω 

Στο τρίγωνο  είναι: 
Δ

ΑΒΓ

   ο οˆ ˆ ˆΑ Β Γ 180 2ω 4ω 4ω 180        ο ο ˆ10ω 180 ω 18 Α 36     ο

οΆρα  και . οˆ ˆΒ Γ 4ω 4 18 72     οΑ̂ 36

 

1.24 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ ) με γωνία . Πάνω στην πλευρά ΑΓ 

θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο, ώστε  και πάνω στην πλευρά ΑΒ θεωρούμε σημείο Ε 

τέτοιο, ώστε . Να βρεθεί η γωνία . 

= ΑΓ

ο= 70

ˆΕΔΒ

ˆ οΑ = 20

ˆΔΒΓ

ˆ οΕΓΒ = 60

Λύση 
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Παίρνουμε σημείο Ζ με  και ΑΖοˆΒΑΖ 80 ΒΓ α 

ˆˆΑΒΓ ΒΑ

οΔΒΖ 10 

. Τα 

τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΖ είναι ίσα (ΑΒ κοινή,  

και  Άρα , οπότε . 

οΖ 80 

ˆ ˆΔΒΑΒΓ ΑΖ α).  οˆΑΒΖ 20

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΑΖ, η ΒΔ διχοτομεί τη γωνία . 

Άρα είναι μεσοκάθετος της ΑΖ. Έτσι: 

Β̂

 

 ΔΑ ΔΖ  

και το τρίγωνο ΔΑΖ είναι ισόπλευρο, πλευράς α (είναι και 

). Ίσο του είναι και το ισόπλευρο τρίγωνο ΚΒΓ 

(διότι δύο γωνίες του είναι ίσες με ). Ακόμη , 

από το αντίστοιχο τρίγωνο. 

οˆΖΑΔ 60

ο60 οˆΒΔΓ 30  

Τα τρίγωνα ΕΚΒ, ΔΝΖ είναι ίσα ˆ ˆ(ΕΒΚ ΔΖΝ 

ο120

 

, , ). Άρα: ο20 ΚΒ ΖΔ α  ˆˆΕΚΒ ΖΔΝ

 ΕΚ ΔΝ  

Οι ΕΝ, ΒΓ είναι παράλληλες, οπότε το τρίγωνο ΕΚΝ είναι ισόπλευρο. Άρα τελικά είναι: 

  ΔΝ ΕΚ ΕΝ 

Το  είναι επομένως ισοσκελές τρίγωνο, με γωνία κορυφής . Θα είναι λοιπόν 

, οπότε . 

Δ
ΔΕΝ

50

οˆΕΝΔ 80

οˆΕΔΝ ο οˆΕΔΒ 50 30 20   ο

Σημείωση 

Από τα ίσα τρίγωνα  ΑΕΓ, ΑΝΒ  είναι ΑΕ = ΑΝ , οπότε το ΑΝΕ είναι ισοσκελές, με: 

 ˆ ˆοΑΕΝ = 80 = ΑΒΓ  

 

Άλλος τρόπος 
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Επειδή , θεωρούμε 

κανονικό 9-γωνο, του οποίου μια 

κορυφή είναι το Α και μια πλευρά η 

ΒΓ. Έστω Θ, Η, Α, Ζ μερικές 

διαδοχικές κορυφές του 9-γώνου 

αυτού. 

ο ο20 180 : 9

 

ο

Από τη σχέση: 

  ο οˆΑΒΔ 80 70 10  

προκύπτει ότι η ευθεία ΒΔ 

διχοτομεί το τόξο ΑΖ και είναι με-

σοκάθετη στην πλευρά ΑΖ του 

κανονικού 9-γώνου. Έτσι το 

τρίγωνο ΑΔΖ είναι ισόπλευρο (γιατί 

), οπότε έχουμε: οˆΓΑΖ 60

 

  (1) ΑΔ ΑΖ

 Έστω Κ το σημείο τομής των ΓΕΗ και ΑΘ. Επειδή οˆ  και οˆ  προκύπτει ότι 

οˆ  και άρα, από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΗΚ, έχουμε ΑΗ ΑΚ

ΗΑΘ 20 ΑΗΚ 80

ΑΚΗ 80  (2). 

Από τις (1) και (2) και από τη σχέση ΑΖ ΑΗ , παίρνουμε ΑΚ ΑΔ (3). 

Από την (3) και επειδή , προκύπτει ότι το τρίγωνο ΑΚΔ είναι ισόπλευρο. 

Επομένως έχουμε  (4). 

ο οˆΚΑΔ 80 20 60  

ΚΔ

ο

ΚΑ

 Το τρίγωνο ΚΑΕ είναι ισοσκελές, διότι , οπότε:  ο ˆ ˆˆΚΕΑ 40 ΒΑΘ ΕΑΚ  

 ΚΑ ΚΕ  (5) 

Από (4), (5), συμπεραίνουμε ότι τα σημεία Α, Δ, Ε ανήκουν στον κύκλο (Κ), με κέντρο το  Κ,  

και έτσι παίρνουμε: 

 ο
ˆΑΚΔˆΑΕΔ 30
2

   (6) 

Από τη σχέση (6) και επειδή , από το τρίγωνο ΒΔΕ προκύπτει ότι . οˆΔΒΕ 10 οˆΕΔΒ 20

 

1.25 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ, με , φέρνουμε το ύψος ΑΔ. Αν , να αποδειχθεί ότι 

. 

ˆ οΒ = 75 ΒΓ = 2ΑΔ

ˆ οΓ = 30
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Λύση 

Στο εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΕ. Έστω Μ το μέσο της 

πλευράς ΒΓ. Επειδή: 

 

 

ΑΒ ΒΕ ,  ΒΓ
ΑΔ ΒΜ

2
 
 


   και 

  οˆ ˆΒΑΔ ΕΒΜ 15 

τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΒΜΕ είναι ίσα. Επομένως: 

  οˆˆΕΜΒ ΑΔΒ 90 

Η  ΕΜ  είναι λοιπόν κάθετη στη ΒΓ και επειδή το Μ 

είναι μέσο της ΒΓ, θα είναι: 

  ΕΓ ΕΒ ΕΑ 

Άρα το Ε είναι το περίκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ. Επομένως: 

 ο ο1 1ˆ ˆΓ ΑΕΒ 60 30
2 2

    

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

 

 

1.26 Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ, σημείο Δ της πλευράς ΒΓ και σημείο Ε της πλευράς 

ΑΓ, ώστε . Αν , να αποδειχθεί ότι . ΓΕ = 2ΒΔ ˆ οΑΔΕ = 30 ˆ οΔΑΕ = 45

Λύση 

Η κάθετη προς τη ΒΓ στο σημείο Δ τέμνει την ΑΒ στο σημείο Ζ. Επειδή , είναι  

και έτσι: 

οΒ̂ 60 οˆΒΖΔ 30

 

  ΒΖ 2ΒΔ ΕΓ 

Επειδή , θα είναι και . Άρα το τρίγωνο 

ΑΖΕ  είναι ισόπλευρο. Επειδή: 

ΒΖ ΓΕ ΑΖ ΑΕ

  και  ΖΑ ΖΕ ο ˆˆΑΖΕ 60 2ΑΔΕ 

το Ζ είναι περίκεντρο του τριγώνου  ΑΔΕ. Έτσι: 
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 ο ο1 1ˆ ˆΔΑΕ ΔΖΕ 90 45
2 2

     

διότι , οπότε ΔΖ ΒΓ ΔΖ ΖΕ , αφού  ΖΕ // ΒΓ. 

 

1.27 Στο εσωτερικό ενός τριγώνου ΑΒΓ υπάρχει σημείο Δ, με  και . 

Αν Ε είναι σημείο στην πλευρά ΑΓ, με , να αποδειχθεί ότι . 

ˆ ˆ οΔΑΓ = ΔΓΑ = 30

ˆ οΔΕΑ = 60

ˆ οΔΒΑ = 60

ΑΕ = 2ΕΓ

Λύση 

Φέρουμε τη διχοτόμο ΒΖ της γωνίας . Το ΑΒΔΖ είναι 

εγγράψιμο, οπότε . Το  είναι ορθογώνιο και 

, οπότε: 

ˆΑΒΔ

οˆΔΖΕ 60
Δ

ΖΔΓ

οˆΔΓΖ 30

 

  ΓΖ 2ΔΖ 2ΑΖ 

Επειδή  και ΓΖ 2ΑΖ ΑΕ 2ΕΓ , είναι: 

 ΑΖ ΖΕ ΕΓ   

Το  είναι λοιπόν ισόπλευρο, οπότε . 
Δ

ΔΖΕ οˆΔΕΑ 60

 

 

 

1.28 Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε το ύψος ΑΗ και τη διχοτόμο ΒΕ. Αν , να 
αποδειχθεί ότι . 

ˆ οΒΕΑ = 45
ˆ οΓΗΕ = 45

Λύση 

 
Αν ΑΖ , τότε , οπότε: ΒΕ ΖΕ ΖΑ ΖΘ 
  οˆ ˆΑΕΘ 90 ΑΗΓ 
Το  ΑΗΘΕ  είναι επομένως εγγράψιμο, οπότε . οˆˆΕΗΘ ΕΑΘ 45 
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Άλλος τρόπος 

 
 
Αν ΑΝ , το ΑΝΗΒ είναι εγγράψιμο. Άρα ΒΕ ΝΑ ΝΗ  (αφού ). Επειδή ˆΝΒΑ φ ΝΒΗ  ˆ

ΝΗ ΝΑ Ν  Ε , το Ν είναι περίκεντρο στο τρίγωνο ΑΗΕ, οπότε: 

 ο1ˆ ˆΑΗΕ ΑΝΕ 45
2

   

Και άρα , αφού . οˆΓΗΕ 45 οˆΑΗΓ 90

 

 

1.29 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι ,  και . Στο εσωτερικό του τριγώνου 

θεωρούμε σημείο Μ τέτοιο, ώστε . Να αποδειχθεί ότι . 

ˆ οΑ = 40

ˆMAΓ

ˆ οΒ = 60

ˆ= MΓΑ = 10

ˆ οΓ = 80

ο ˆ οΜΒΑ = 20

Λύση 

Θεωρούμε το ισόπλευρο τρίγωνο  ΑΜΝ. Τότε: 

  ΜΝ ΜΑ ΜΓ 

και έτσι το τρίγωνο  ΜΝΓ  είναι ισοσκελές. Άρα: 

 
ο ο ο ο180 (360 60 160 )ˆ ˆΜΓΝ ΜΝΓ

2

  
    

 
ο ο

ο180 140
20

2


   

Είναι όμως , οπότε: ΑΔ ΜΝ

  ο ο οˆ ˆ ˆΑΔΜ ΑΔΝ 90 20 70 ΜΓΒ    

και έτσι το τετράπλευρο  ΜΔΒΓ  είναι εγγράψιμο. Άρα . οˆ ˆΜΒΔ ΜΓΔ 20 
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1.30 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι  και . Στο εσωτερικό του τριγώνου θεωρούμε 

σημείο Μ τέτοιο, ώστε ΜΑ  και ΜΓΑ . Να αποδειχθεί ότι . 

ˆ οΑ = 30

ο0

ˆ οΒ = 80

ο= 30ˆ Γ = 1 ˆ ˆ οΜΒΓ = 30

 

Λύση 

 

Προφανώς . Στην ΑΜ θεωρούμε το σημείο Ο, για το 

οποίο είναι . Τότε: 

οΓ̂ 70

ˆΓΒΟ  ο60

 ο  ˆˆΑΒΟ 20 ΒΑΟ 

  ο ο ο οˆ ˆΑΟΒ 180 20 20 140 2Γ    

Επειδή  και , το Ο είναι το περίκεντρο του 

τριγώνου ΑΒΓ. Επομένως: 

ΟΑ ΟΒ ˆ ˆΑΟΒ 2Γ

 ˆx ΟAΓ , o  o oy 30 10 20  

 ο  και επειδή ΟΒ ΟΓ , το τρίγωνο ΒΟΓ είναι 

ισόπλευρο και η ΒΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΟΒΓ , 

διότι οΓΟ 20 , οπότε ΜΓ

ˆ ˆBOΓ 2Α 60 

ˆ ˆΜΟΓ Μ ΜΟ  , δηλαδή τα Β, Μ βρίσκονται στη μεσοκάθετο του 

ΟΓ. Άρα oω 30 . 

 

1.31  Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με  και . Αν Δ και Ε είναι σημεία των 

πλευρών ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα, ώστε  και , να αποδειχθεί ότι . 

ΑΒ = ΑΓ

ο= 70

Α̂ = 20

ˆ οΕΓΒ = 50

ο

ˆΓΒΔ ˆ οEΔB = 10

Λύση 

Θεωρούμε το ισόπλευρο τρίγωνο  ΟΒΓ. Επειδή: 

 

 ,  και  ΟΒ ΟΓ οˆΒΔΓ 30 οˆ ˆΒΟΓ 60 2ΒΔΓ 

το Ο είναι περίκεντρο του τριγώνου ΔΒΓ. Άρα: 

  ΟΒ ΟΓ ΟΔ 

Επειδή , το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές. Έτσι: οˆΒΕΓ 50 ΒΓΕ  ˆ

 ΒΕ ΒΓ ΟΒ ΟΔ    

δηλαδή ΒΕ . Είναι όμως και  ΒΕ // ΟΔ, διότι: ΟΔ ΒΟ 
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  οˆˆΕΒΔ ΒΔΟ 10 

Άρα το ΒΕΔΟ είναι τελικά ρόμβος. Επειδή στον ρόμβο οι διαγώνιοι διχοτομούν τις γωνίες, θα 

είναι: 

  οˆ ˆΕΔΒ ΒΔΟ 10 

1.32 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με  και . Στο εσωτερικό του τριγώνου 

θεωρούμε σημείο Ο τέτοιο, ώστε  και . Να αποδειχθεί ότι . 

ΑΒ = ΑΓ

o10 ˆOBA

ˆ oA = 40

o30ˆOAB = = ΓΟ ΑΒ

 

οˆˆΑΓΔ ΑΔΓ 80 

ο

ο

Λύση 

Θεωρούμε το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΔ. Φέρνουμε τις 

ΟΓ, ΟΔ και ΓΔ. Εύκολα προκύπτουν τα μέτρα των 

γωνιών που είναι σημειωμένες στο διπλανό σχήμα. 

 Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές με οˆ , 

οπότε: 

ΓΑΔ 20

 
  και   οˆΓΔΒ 20

 Είναι οˆ  και οˆ , οπότε η ΒΟ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΑΒΔ , δηλαδή 

μεσοκάθετος της ΑΔ. Άρα ΟΑ ΟΔ  που σημαίνει ότι: 

ΟΒΑ 30 ΑΒΔ 60

οˆ ˆΟΔΑ ΟΑΔ 50    και   ο οˆΟΔΒ 60 50 10  

 Το τετράπλευρο ΟΑΔΓ είναι εγγράψιμο, διότι ο . Άρα: ˆ ˆΟΑΓ ΟΔΓ 30 

  οˆˆΟΓΑ ΟΔΑ 50 

Επομένως  και επειδή , θα είναι ο οˆΟΓΒ 70 50 20   οΒ̂ 70 ΓΟ ΑΒ . 

 

 

 

1.33 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με ,  και , και σημείο Ο στο εσωτερικό του 

τριγώνου τέτοιο, ώστε . Να αποδειχθεί ότι: 

ˆ οΑ = 80

ˆ οΟΓΑ = 10

ˆ οΒ = 60 ˆ οΓ = 40

ˆΟΑΓ =

  ΟΒ = ΑΒ

Λύση 
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Έστω Δ το συμμετρικό του Ο ως προς την ευθεία ΒΓ. Επειδή , το τρίγωνο ΟΓΔ είναι 

τελικά ισόπλευρο, οπότε . Έτσι το Ο 

είναι περίκεντρο του τριγώνου  ΑΓΔ  και επειδή 

, θα είναι: 

οˆΟΓΒ 30

ΟΔ ΟΓ ΓΔ 

οˆΑΟΓ 160

 

 ο ο1 1ˆ ˆΑΔΓ ΑΟΓ 160 80
2 2

     

Έτσι: 

 ο ο   ˆ ˆ ˆ ˆΟΑΔ ΟΔΑ ΑΔΓ ΟΔΓ 80 60    

ο20  

 ο  ˆˆ ˆΟΣΓ ΔΣΓ 70 ΒΑΟ  

που σημαίνει ότι το τετράπλευρο ΑΟΣΒ είναι εγγράψιμο. Επομένως: 

  οˆˆΣΒΟ ΣΑΟ 20 

Αλλά τότε  και επειδή , θα είναι: ο οˆΟΒΑ 60 20 40   ο

ο

οˆΒΑΟ 70

  ο ο οˆΑΟΒ 180 70 40 70   

Άρα  και το τρίγωνο ΒΟΑ είναι ισοσκελές, δηλαδή οˆ ˆΒΟΑ ΒΑΟ 70  ΟΒ ΑΒ . 

1.34 Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και σημείο Μ εσωτερικό του τριγώνου ΒΓΔ τέτοιο, ώστε 

 και . Να αποδειχθεί ότι . ˆ οΜΔΒ = 15 ˆ οΜΒΔ = 30 ˆ οΜΑΔ = 60

Λύση 

Προεκτείνουμε τη ΒΑ κατά . Τότε 

. Επειδή: 

ΑΕ ΑΒ

οΕ̂ 45

 

  και  οˆΒΜΔ 135 οˆ ˆΕ ΒΜΔ 180 

το τετράπλευρο ΕΒΜΔ είναι εγγράψιμο. Όμως: 

   ο οˆΕΔΒ 45 45 90   ο

οπότε ο περιγεγραμμένος κύκλος του τετραπλεύρου  ΕΒΜΔ  έχει κέντρο το Α. Είναι έτσι: 

  οˆ ˆΔΑΜ 2 ΔΒΜ 60  

αφού η  είναι επίκεντρη και η  είναι εγγεγραμμένη που βαίνει στο ίδιο τόξο. ˆΔΑΜ ˆΔΒΜ
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1.35 Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  είναι . Στην πλευρά ΑΓ παίρνουμε 

σημείο Δ, ώστε  και στην ΑΒ σημείο Ε τέτοιο, ώστε . Να αποδειχθεί ότι 

. 

(ΑΒ = ΑΓ) ˆ οΑ = 20

ˆ οΔΒΓ = 60 ˆ οΕΓΒ = 30

ˆ οΕΔΒ = 10

Λύση 

Έστω ότι η διχοτόμος της γωνίας  τέμνει τη ΒΔ στο Ο. Το τρίγωνο 

ΟΒΓ είναι ισόπλευρο, οπότε η ΕΓ είναι μεσοκάθετος της ΟΒ (αφού η 

ευθεία ΓΕ διχοτομεί τη γωνία  Άρα 

Α̂

Ο).ˆΒΓ ΕΟ ΕΒ  και έτσι έχουμε: 

  ο οˆ ˆΕΟΒ ΕΒΟ 80 60 20    ο

Επειδή , το τετράπλευρο ΑΔΟΕ είναι εγγράψιμο, οπότε: οˆ ˆΕΟΒ Α 20 

  οˆ ˆΕΔΟ ΕΑΟ 10 

Επομένως είναι . οˆΕΔΒ 10
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1.36 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι  και . Στο εσωτερικό του τριγώνου θεωρούμε 

σημείο Μ τέτοιο, ώστε ΜΒ . Να αποδειχθεί ότι . 

ˆ οΒ = 20

ˆ ˆ οΜΓΒ = 10

ˆ οΓ = 30

Γ = ˆ οΑΜΓ = 60

Λύση 

Θεωρούμε τον περιγεγραμμένο κύκλο του 

τριγώνου ΑΒΓ. Τότε: 

 ο ο  και έτσι το 

τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισόπλευρο. 

ˆ ˆΑΟΒ 2Γ 2 30 60   

 

 

ο

 ο   ˆ ˆ ˆ ˆΒΟΓ ΒΟΑ ΑΟΓ 60 2Β   

ο ο60 40 100    

 
ο ο

ο180 40ˆ ˆΟΑΓ ΟΓΑ 70
2


    

 Επειδή ΜΒ ΜΓ , η ΟΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΒΟΓ . Άρα οˆ  και έτσι 

οˆ  . 

ΜΟΓ 50

ΜΟΑ 10

Τα τρίγωνα ΑΜΒ και ΜΑΟ είναι ίσα, διότι ΑΒ ΑΟ , η ΜΑ είναι κοινή και . 

Επομένως: 

ΜΒ ΜΟ

 
ο

ο
ˆΒΑΟ 60ˆ ˆΒΑΜ ΜΑΟ 30
2 2

     

οπότε: 

  ο ο ο οˆˆ ˆΑΜΓ 180 ΜΑΓ ΑΓΜ 180 (30 70 ) (30 10 )       ο ο 

ο  ο ο ο180 100 20 60   

Έτσι η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
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1.37 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ , με . Στην πλευρά ΑΓ παίρνουμε 

σημείο Δ τέτοιο, ώστε  και στην πλευρά ΑΒ σημείο Ε τέτοιο, ώστε . Να 

αποδειχθεί ότι ΕΔΑ . 

(ΑΒ = ΑΓ) ˆ οΑ = 20

ˆ οΔΒΓ = 60

ο0

ˆ οΕΓΒ = 70

ˆ = 3

(Διαγωνισμός, ΗΠΑ) 

Λύση 

Φέρουμε  ΔΖ // ΒΓ και Ο το σημείο τομής της ΖΓ με τη ΒΔ. Τότε: 

 ,   και   οˆΒΟΓ 60 οˆΒΕΓ 30 ΟΒ ΟΓ

Επομένως το Ο είναι περίκεντρο του τριγώνου ΕΒΓ. Άρα: 

   και   ΟΒ ΟΕ ΟΕ ΟΓ

Έτσι   και  . Συνεπώς: οˆ ˆΟΕΒ ΟΒΖ 20  οˆ ˆΟΕΓ ΟΓΕ 10 

 

ο

  οˆ ˆΖΟΕ ΖΕΟ 20 

διότι: 

  ο οˆˆ ˆΒΖΓ 40 ΖΕΟ ΖΟΕ 40    

  ο οˆ ˆ20 ΖΟΕ 40 ΖΟΕ 20    

και έτσι . Το τρίγωνο ΟΔΖ είναι ισόπλευρο, οπότε 

. Επομένως 

ΖΟ ΖΕ

ΟΖ ΖΔ ΖΔ ΖΕ , που σημαίνει ότι το τρίγωνο ΖΔΕ 

είναι ισοσκελές, δηλαδή: 

 
ο ο

ο180 80ˆˆΖΕΔ ΖΔΕ 50
2


    

Άρα  . Από το τρίγωνο 

ΔΕΓ παίρνουμε τώρα ότι: 

ο ο ο oˆΖΕΔ 50 20 10 y 50 y 20       o

o

 

o o oˆ ˆ ˆΕΔΑ ΔΕΓ ΔΓΕ x y 10 x 20 10 x 30           
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Σχόλιο 

Το πρόβλημα παρουσιάστηκε στο Crux, τόμος 1ος και 2ος, 1975 – 

1976. Είχε τεθεί ως θέμα το 1976 στο Carleton University 

Mathematics Competition. Στο Crux παρουσιαζόταν μια 

τριγωνομετρική λύση και ο υπεύθυνος της στήλης εξέφρασε την 

απορία αν θα μπορούσε άραγε να δοθεί μια καθαρά γεωμετρική 

λύση. 

 



ο

 

Άλλος τρόπος 

Θεωρούμε στην πλευρά ΑΒ το σημείο Ζ έτσι, ώστε . 

Σύμφωνα με γνωστό πρόβλημα είναι τότε: 

οˆΒΓΖ 50

 

  οˆ ˆΖΔΒ 30 ΖΕΓ 

Αυτό σημαίνει ότι το τετράπλευρο ΕΔΙΖ είναι εγγράψιμο και 

έτσι: 

  ˆ ˆΕΔΖ ΕΙΖ

Αλλά , οπότε και το τετράπλευρο ΒΖΙΓ είναι εγγράψιμο. Άρα: οˆ ˆΒΖΓ ΒΙΓ 50 

  οˆ ˆΖΙΕ ΖΒΓ 80 

Έτσι, αφού , παίρνουμε: οˆ ˆ ˆEΔΖ ΕΙΖ ΖΒΓ 80  

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΕΔΑ ΑΔΓ ΕΔΖ ΖΔΒ ΒΔΓ   

  ο ο ο ο180 80 30 40 30    
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Σημείωση 

Το γεγονός ότι η γωνία  είναι ίση με  αποδεικνύεται ως εξής: ˆΒΔΖ ο30

Έστω Η σημείο της πλευράς ΑΓ τέτοιο, ώστε ˆ οΓΒΗ = 20 . Τότε: 

 Το τρίγωνο ΒΗΓ είναι ισοσκελές (αφού ΒΗΓ =  

ο= 80 ). Έτσι ΒΓ = ΒΗ  (1) 

*** 

ˆ ˆ

= 5

ΒΓΗ =

 Το τρίγωνο ΒΓΖ είναι ισοσκελές (αφού ο0 =  

ˆ= ΒΖΓ ). Έτσι ΒΓ = ΒΖ  (2) 

ˆΒΓΖ

 

Οι σχέσεις  (1) και (2) δίνουν . Επομένως το τρίγωνο  

ΒΗΖ  είναι ισόπλευρο, δηλαδή: 

ΒΗ = ΒΖ

  (3) ΒΗ = ΗΖ

 Το τρίγωνο  ΗΒΔ  είναι επίσης ισοσκελές, οπότε: 

 
(3)

ΗΔ= ΗΒ ΗΔ= ΗΖ  

Επομένως: 

 ˆ ˆ
ο ο ο ο ο

ο180 -ω 180 -(180 - 60 - 80 )
HΔΖ = ΗΖΔ= = =

2 2
70

o

 

Είναι λοιπόν: 

 ˆ ο o oΖΔΗ =70 x+40 =70 x = 30   
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