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ΘΕΜΑ : «∆Ι∆ΑΚΤΙΚΟ  ΥΛΙΚΟ  Α΄  ΛΥΚΕΙΟΥ- ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ» 
 
Το διδακτικό αυτό υλικό αναφέρεται στο 4ο Κεφάλαιο (παράλληλες ευθείες) της 
Γεωµετρίας της Α΄ Λυκείου και περιλαµβάνει: 
 
1. Γενικές παρατηρήσεις για την Γεωµετρία της Α΄ Λυκείου και το 4ο Κεφάλαιο. 
2. Ωριαίο χωρισµό του 4ου Κεφαλαίου σε διδακτικές ενότητες µε σχόλια, διδακτικές   
     επισηµάνσεις  και ιστορικά στοιχεία. 
3. Ένα Σχέδιο διδασκαλίας. 
 
 
1. Γενικά 
       Αγαπητοί συνάδελφοι, κρίνω σκόπιµο να υπενθυµίσω µερικά πράγµατα που 
θεωρώ χρήσιµα, ιδίως στην εποχή µας. Η Γεωµετρία στην τάξη αυτή θεωρείται 
γενικά ένα «δύσκολο» µάθηµα από τους περισσότερους µαθητές, µάθηµα που δεν 
τους ενδιαφέρει µια και δεν εξετάζεται στις Πανελλήνιες εξετάσεις. Για το 
τελευταίο έχουν δίκιο, αλλά εµείς θα στοχεύουµε κυρίως στη γενική µόρφωση που 
προσφέρει το µάθηµα και δευτερευόντως ότι χρειάζεται και στις άλλες τάξεις (π.χ. 
στην Γ΄ τάξη  στους Μιγαδικούς). Είναι  το µοναδικό µάθηµα στην εξάχρονη 
σχολική ζωή των µαθητών που προσφέρει υψηλού επιπέδου νοητική καλλιέργεια 
και πνευµατικές συγκινήσεις. Απαιτείται από τον διδάσκοντα ιδιαίτερη προσοχή 
ώστε να αγαπήσουν (ειδικά) την Γεωµετρία της Α΄ τάξης, όσο το δυνατόν 
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περισσότεροι µαθητές, ανεξάρτητα από την επίδοσή τους ή τις κλίσεις τους. Είναι 
κρίµα να τελειώσει  µαθητής την Α΄ Λυκείου και να µην νιώσει την (πνευµατική) 
χαρά από την απόδειξη ενός θεωρήµατος ή τη λύση µερικών ασκήσεων 
Γεωµετρίας. Γι’ αυτό   πρέπει να δίνονται ασκήσεις  ανάλογα µε το επίπεδο των 
µαθητών. Ειδικά στα ωριαία διαγωνίσµατα, οι ασκήσεις  µπορεί να είναι και του 
βιβλίου (µόνο εµπέδωσης ή αποδεικτικές) ή αν είναι εκτός βιβλίου να είναι απλές 
και βέβαια διαβαθµισµένης δυσκολίας. Στα ηµερήσια τεστ (σε καµιά περίπτωση 
προειδοποιηµένα) συνιστάται να ελέγχονται απλές γνώσεις της θεωρίας και όταν 
µπαίνουν και ασκήσεις να είναι από τις πιο απλές  (π.χ. κατανόησης ή εµπέδωσης) 
της ηµέρας.  
Από το Π. Ι. συνιστάται να µην γίνουν οι γενικές ασκήσεις όλων των κεφαλαίων 
και πολλά σύνθετα θέµατα (Βλ. οδηγίες).  Πάντως και τα υπόλοιπα σύνθετα 
θέµατα, ανάλογα και µε το επίπεδο του τµήµατος, µπορούν να δίνονται 
προαιρετικά ή να λύνονται µέσα στην τάξη. Οι ασκήσεις του βιβλίου είναι αρκετές 
και δεν χρειάζεται γενικά να δίνονται  και άλλες εκτός βιβλίου, εκτός των 
περιπτώσεων που συµπληρώνουν την θεωρία ή βοηθούν το επόµενο µάθηµα ή 
δίνονται προαιρετικά.  
∆ίνουµε προτεραιότητα στις ασκήσεις κατανόησης και εµπέδωσης. Προσοχή, γιατί 
συχνά η διάταξη στις  ασκήσεις εµπέδωσης και αποδεικτικές  δεν αντιστοιχεί στην 
διάταξη της θεωρίας και  έτσι χρειάζεται να γνωρίζουµε  ποιες ασκήσεις (για 
εργασία στο σπίτι) χρησιµοποιούν την θεωρία που θα διδάξουµε (ή την 
προηγούµενη).  
Σε κάθε µάθηµα συνιστάται να δίνονται ως εργασία  3 ασκήσεις (εµπέδωσης ή 
αποδεικτικές), εκτός των ασκήσεων κατανόησης (τις οποίες οι µαθητές µπορούν 
να τις ξέρουν προφορικά και να µην τις γράφουν στο τετράδιο) και µια 
προαιρετική (π.χ από τα σύνθετα θέµατα ή γενικές ασκήσεις ή εκτός βιβλίου).   
 
      Στο 4ο  κεφάλαιο  η  Γεωµετρία µε την υιοθέτηση του αιτήµατος (αξιώµατος) 
παραλληλίας µετατρέπεται σε Ευκλείδεια. Οι προτάσεις πριν το αίτηµα 
παραλληλίας αναφέρονται ως προτάσεις της απόλυτης Γεωµετρίας.  
Σύµφωνα µε τις οδηγίες του Π. Ι. προτείνεται να µην διδαχθεί η απόδειξη της 
Πρότασης ΙV, οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου  και  να µην γίνουν τα σύνθετα 
θέµατα 1, 3, 4 της σελίδας 83 και 3, 4, 5, 6 της σελίδας 88. 
 
 
2. Ωριαίος χωρισµός του 4ου Κεφαλαίου σε διδακτικές ενότητες µε  
διδακτικές επισηµάνσεις  και σχόλια  σε  κάθε ενότητα. 
 
1η ∆ιδακτική ενότητα: §4.1, §4.2 (Θεώρηµα, Πόρισµα Ι, ΙΙ). 
 
     ∆ιδακτικές  επισηµάνσεις:   
Α. Η παραλληλία αναφέρεται σε ευθείες του ίδιου επιπέδου. Να αναφερθεί όµως 
ότι υπάρχουν και ευθείες στο χώρο που  δεν έχουν κοινά σηµεία, αλλά δεν 
λέγονται παράλληλες: οι ασύµβατες, π.χ. δυο ακµές της αίθουσας διδασκαλίας που 
δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. 
Β. Αξιοσηµείωτο είναι ότι, ενώ το θεώρηµα αποδεικνύεται µε βάση τα 
προηγούµενα αξιώµατα και θεωρήµατα, το αντίστροφό του δεν αποδεικνύεται 
χωρίς το αξίωµα παραλληλίας. 
 Ασκήσεις: Κατανόησης 1, 2, 3 ,  Εµπέδωσης 4, 5, 6 (σελ.82). 
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2η ∆ιδακτική ενότητα : - §  4.3 § 4.2 Αίτηµα παραλληλίας και Πρόταση Ι-
Πόρισµα, Πρόταση ΙΙ, Πρόταση ΙΙΙ - Πόρισµα.  
 
    ∆ιδακτική επισηµάνσεις. 
Α. Πριν την διατύπωση του αιτήµατος παραλληλίας αποδεικνύεται ότι, από σηµείο 
εκτός ευθείας (ε) υπάρχει (κατασκευάζεται) ευθεία (ε′) παράλληλη στην ευθεία (ε) 
(Σχ.4β, βιβλίου). Το ότι η κάθετη από το Α στην (ε) είναι µοναδική και το ότι η 
κάθετη στην ΑΒ στο Α είναι µοναδική δεν συνεπάγεται ότι η (ε′) είναι η µοναδική 
παράλληλη στην (ε) από το Α. Απλά, αυτός είναι ένας τρόπος να φέρουµε από το 
Α παράλληλη στην (ε). Υπάρχει και άλλος τρόπος (§ 4.3). Άρα υπάρχει µια 
τουλάχιστον παράλληλη στην (ε) από το Α. 
Β. Όλες οι προτάσεις της ενότητας χρησιµοποιούν το Αξίωµα παραλληλίας και 
αποτελούν την αφετηρία όλων των επόµενων θεωρηµάτων της Ευκλείδειας 
Γεωµετρίας. 
Γ. Επισηµαίνουµε τέλος τις  δυνατότητες  που µας δίνουν οι προτάσεις αυτές. 
∆. Εφαρµογή σελ.79 (στην τάξη ή στο σπίτι). 
 
Ασκήσεις:  
1. Αν δυο ευθείες τέµνονται, τότε και δυο αντίστοιχες σε αυτές ευθείες   
     παράλληλες τέµνονται.  
2. Εµπέδωσης  1, 2. 
 
3η ∆ιδακτική ενότητα : Πρόταση ΙV  – Πόρισµα - Ιστορικά στοιχεία. 
Η πρόταση ΙV αποτελεί βασικό κριτήριο για να διαπιστώνουµε αν δυο ευθείες ∆. 
τέµνονται. Παρόλο που οι οδηγίες του Π.Ι. δεν προβλέπουν την απόδειξη της 
Πρότασης ΙV (: που είναι το περίφηµο Ευκλείδειο αίτηµα), καλό να διδαχθεί, όπως 
και η αντίστροφή της, για να δειχθεί η ισοδυναµία του Ευκλειδείου αιτήµατος µε 
το αίτηµα παραλληλίας. Το αίτηµα παραλληλίας αποδεικνύεται µε βάση την 
Πρόταση ΙV,  ως εξής: 
Aπό το 5ο αίτηµα του Ευκλείδη στο αίτηµα παραλληλίας: 
Απόδειξη 
Έστω ευθεία (ε) και ένα σηµείο Α εκτός αυτής. Θα δείξουµε ότι υπάρχει µοναδική 
παράλληλη από το Α στην (ε). Σύµφωνα µε το σχ. βιβλίο (σελ.76 αµέσως µετά την 
απόδειξη του Πορίσµατος ΙΙ ) υπάρχει ευθεία (ε′) παράλληλη στην (ε) (Σχήµα 4β 
βιβλίου). Έστω τώρα τυχαία ευθεία ΑΕ που διέρχεται από το Α και διαφορετική 

από την (ε′). Η ΑΕ θα σχηµατίζει µε την ΑΒ µια οξεία γωνία, έστω την 
∧

EAB(Θα 
µπορούσε να είναι και από την άλλη µεριά.). 

 

Παρατηρούµε ότι 
∧∧

+ ΓABEAB =
∧

EAB+ 90ο <180ο, οπότε σύµφωνα µε το Ευκλείδειο 
αίτηµα (Πρόταση ΙV) οι ευθείες ΑΕ και (ε) τέµνονται. Άρα  υπάρχει µοναδική 
παράλληλη από το Α στην (ε), η (ε′).  

Α 

Β 

Ε 

Γ 

(ε′) 

(ε) 



            ∆. Ι. Μπουνάκης,  Σ. Σ. Μ. - A΄ Λυκείου Γεωµετρία: Κεφάλαιο 4ο                           4 
                                    

Ιστορικά στοιχεία. 

Α. Η Πρόταση ΙV είναι το περίφηµο 5ο αίτηµα του Ευκλείδη το οποίο  πως είδαµε είναι 
ισοδύναµο µε το  αίτηµα παραλληλίας.  Το αίτηµα παραλληλίας αντικατέστησε το 
Ευκλείδειο αίτηµα σε όλα σχεδόν τα βιβλία  Ευκλείδειας  Γεωµετρίας τα τελευταία 200 
χρόνια  και είναι γνωστό και σαν αίτηµα του  Playfair (John, 1748-1819, Σκώτος), ο 
οποίος το καθιέρωσε το 1795. Η (ισοδύναµη) αυτή µορφή  του 5ου αιτήµατος  ήταν  
όµως γνωστή ήδη  από τον  Πρόκλο (411 - 485 µ.Χ., νεοπλατωνικός φιλόσοφος, 
τελευταίος διευθυντής της Ακαδηµίας Πλάτωνος)  όπως ο ίδιος ο Playfair είχε 
επισηµάνει.  
  
Β.  Στα ιστορικά στοιχεία του βιβλίου (σελ. 90-92) καλό είναι να επισηµάνουµε τις 
10 προτάσεις  που αναφέρει το βιβλίο ως ισοδύναµες µε το Ευκλείδειο αίτηµα και 
τις πολύχρονες προσπάθειες για την απόδειξή του. Επίσης ότι µερικές από τις 
προτάσεις αυτές πολλοί εργάτες της Γεωµετρίας, στην προσπάθεια τους να 
αποδείξουν το 5ο αίτηµα, έπαιρναν ως αληθείς, νοµίζοντας ότι ήταν ανεξάρτητες 
του Ευκλειδείου αιτήµατος, και έτσι επαίρονταν ότι το είχαν αποδείξει. Στην 
ουσία δηλαδή χρησιµοποιούσαν το Ευκλείδειο αίτηµα µε άλλη µορφή, για να το 
αποδείξουν!. Αξιοσηµείωτο είναι ότι, ενώ το αντίστροφο του 5ου αιτήµατος είναι 
µια πρόταση που αποδεικνύεται (και στο βιβλίο (βλ. §3.10. Πόρισµα (β)) το 5ο  
αίτηµα  του Ευκλείδη  παρά τις πείσµονες προσπάθειες 20  αιώνων δεν έγινε 
δυνατό να αποδειχθεί από προηγούµενα αιτήµατα (βλ. ιστορικό σηµείωµα σελ. 
90). Τέλος ότι, η άρνηση να δεχθούν µερικοί Γεωµέτρες το 5ο αίτηµα τους 
οδήγησε στην δηµιουργία δυο σηµαντικών νέων γεωµετριών,  της Υπερβολικής 
(από τους Βolyai, Kolmogorof ) και της Ελλειπτικής (Riemann) που λέγονται µη 
Ευκλείδειες.  Στην υπερβολική Γεωµετρία δεχόµαστε ότι από σηµείο εκτός ευθείας 
διέρχονται δυο τουλάχιστον παράλληλες και στην Ελλειπτική καµµία. 
 
Άσκηση : Να αποδειχθεί ότι οι διχοτόµοι δυο εσωτερικών γωνιών ενός τριγώνου 
τέµνονται (εντός του τριγώνου). 
Εργασία 1 : Οι µαθητές να διαβάσουν το ιστορικό σηµείωµα και να γνωρίζουν π.χ. 
τουλάχιστον 4 προτάσεις µε τις οποίες είναι ισοδύναµο το Ευκλείδειο αίτηµα. 
Εργασία 2 : Τα παρακάτω 5 αιτήµατα, όπως ακριβώς υπάρχουν στο 1ο  βιβλίο (από 
τα 13) των Στοιχείων του  Ευκλείδη (περίπου 300 π.Χ.) να γραφούν σε χαρτόνι 
από ένα µαθητή το οποίο να αναρτηθεί στην αίθουσα διδασκαλίας. 
 
Αἰτήματα ε΄. 
α΄ . Ἠιτήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν  
       ἀγαγεῖν. 
β΄ . Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπʹ εὐθείας ἐκβαλεῖν. 
γ΄ . Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήματι κύκλον γράφεσθαι. 
δ΄. Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι. 
ε΄ . Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ 
μέρη γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας τὰς δύο 
εὐθείας ἐπʹ ἄπειρον συμπίπτειν, ἐφʹ ἃ μέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν 
ἐλάσσονες.        (Από το 1ο  Βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη (300 π. Χ.)) 
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4η ∆ιδακτική ενότητα : § 4.4 Γωνίες µε πλευρές παράλληλες. 
Να αναφερθεί και η περίπτωση που δυο γωνίες έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα 
παράλληλες και η µια είναι ορθή (οπότε είναι και η άλλη). 
 
Άσκηση 1: Αν δυο ευθείες τέµνονται να δειχθεί ότι και δυο  κάθετες (αντίστοιχα) 
σ’ αυτές τέµνονται. 
 Άσκηση 2: Να αποδειχθεί ότι οι διχοτόµοι δυο εξωτερικών γωνιών ενός τριγώνου 
τέµνονται. 
 (Οι ασκήσεις αυτές µαζί µε αυτή του προηγούµενο µαθήµατος προετοιµάζουν το 
επόµενο µάθηµα). 
Εργασία σελ. 89. Ασκήσεις: Εµπέδωσης  4, 5. Αποδεικτική 1. 
 
5η ∆ιδακτική ενότητα : § 4.5 Αξιοσηµείωτοι κύκλοι τριγώνου  
 
Βλέπε παρακάτω σχέδιο διδασκαλίας. 
 
6η ∆ιδακτική ενότητα :  § 4.6, § 4.7 
 
Επισηµάνσεις: 
1. Το ότι το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 180ο, είναι συνέπεια του 
αιτήµατος παραλληλίας, αφού για την απόδειξή του χρησιµοποιείται η Πρόταση 1. 
Έτσι είναι καλό να ερωτηθούν οι µαθητές αν χρειάστηκε το αίτηµα παραλληλίας 
και σε ποιο σηµείο ή αν µπορούσε να αποδειχθεί το θεώρηµα χωρίς το αίτηµα 
παραλληλίας. Στην υπερβολική Γεωµετρία το άθροισµα των γωνιών τριγώνου  
είναι µικρότερο από 180ο, ενώ στην Ελλειπτική µεγαλύτερο από 180ο (π.χ. γωνίες 
σφαιρικού τριγώνου). 
 
2. Ποιες δυνατότητες µας δίνει το θεώρηµα; 
 
 Να υπολογίζουµε µια γωνία τριγώνου όταν ξέρουµε τις άλλες δυο. 
 Να εκφράζουµε µια γωνία συναρτήσει των άλλων δυο. 
 Να εκφράζουµε το άθροισµα δυο γωνιών τριγώνου συναρτήσει της τρίτης κλπ 
 Να υπολογίζουµε το ηµιάθροισµα των γωνιών τριγώνου κλπ.  

 
3. Να αναφερθεί ως Πόρισµα ή να δοθεί ως άσκηση, το εξής  (νέο) κριτήριο 
ισότητας τριγώνων: Αν  δυο τρίγωνα έχουν δυο γωνίες ίσες µια προς µια και δυο 
πλευρές που βρίσκονται απέναντι από το ένα ζευγάρι των ίσων γωνιών ίσες, τότε 
τα τρίγωνα είναι ίσα. Επίσης η ειδική περίπτωση αυτού δε ορθογώνια τρίγωνα (µια 
κάθετη και η απέναντι γωνία που δεν υπάρχει –και καλώς- στα κριτήρια ισότητας  
ορθογωνίων τριγώνων). 
 
Σηµείωση: δυο τρίγωνα µπορεί να έχουν δυο πλευρές τους και δυο γωνίες τους 
ίσες µια προς µια, όχι αντίστοιχες, και να µην είναι ίσα (ψευδοΐσα τρίγωνα). ∆εν 
είναι όµως εδώ ο κατάλληλος χώρος για να αναφερθούµε στο θέµα αυτό µε το 
οποίο έχω ασχοληθεί τελευταία. 
 
4.  Ίδια σχέση µε τις γωνίες µε πλευρές κάθετες έχουν και οι γωνίες µε πλευρές 
παράλληλες. Να αναφερθεί και η περίπτωση που δυο γωνίες έχουν τις πλευρές 
τους κάθετες και η µια είναι ορθή. 
Εφαρµογή 1 (σελ.86). Ασκήσεις Εµπέδωσης 1,2 Αποδεικτικές 2. 
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7η ∆ιδακτική ενότητα :  § 4.8 - Ασκήσεις 
Να βρεθεί πρώτα το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού τετραπλεύρου. 
Ας σηµειωθεί ότι τα θεωρήµατα δεν ισχύουν για µη κυρτά πολύγωνα. Για 
παράδειγµα, ένα µη κυρτό τετράπλευρο µπορεί να έχει  άθροισµα   (εσωτερικών ή 
κυρτών) γωνιών του  4 ορθές, µπορεί όµως να έχει και λιγότερο από 4 ορθές. 
 
Ασκήσεις : Κατανόησης 3,5, Εµπέδωσης 7. 
 
8η ∆ιδακτική ενότητα : Επανάληψη κεφαλαίου - Ασκήσεις. 
 
Βασικά σηµεία κεφαλαίου:  
Αξίωµα παραλληλίας και σχέση του µε Ευκλείδειο αίτηµα και άθροισµα γωνιών 
τριγώνου. Το αξίωµα αυτό χαρακτηρίζει όλη την επόµενη Γεωµετρία ως 
Ευκλείδεια. 
 
Μεθοδολογία: το άθροισµα των γωνιών τριγώνου είναι η µοναδική και πολύ 
σπουδαία σχέση για τον υπολογισµό γωνιών τριγώνου, την λογιστική επεξεργασία 
και την δηµιουργία σχέσεων µεταξύ των γωνιών τριγώνου. 
 
Ασκήσεις :  Αποδεικτικές 2, 3 (σελ.82) και 3, 4 (σελ.87).  
 
9η ∆ιδακτική ενότητα : Λύση ασκήσεων (Στην τάξη καλό είναι να λύνουµε 
(υποδειγµατικά) αποδεικτικές ασκήσεις ή σύνθετα θέµατα). 
 
Συνθετική εργασία στο κεφάλαιο 4: Το Ευκλείδειο αίτηµα διά µέσου των αιώνων 
(εν συντοµία)- Μη Ευκλείδειες Γεωµετρίες (Στο διαδίκτυο και στις 
εγκυκλοπαίδειες υπάρχει πλούσιο υλικό). Οι ενδιαφερόµενοι µαθητές µπορούν να 
χωριστούν σε οµάδες και κάθε µια να αναλάβει ένα θέµα ή µια χρονική περίοδο.  
 
 
 

3. ΣΧΕ∆ΙΟ  ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ 
 
 
2η ∆ιδακτική ενότητα: § 4.5  Αξιοσηµείωτοι κύκλοι τριγώνου. 
 
Ι. ∆ιδακτικοί στόχοι - Ταξινόµηση σε είδη µάθησης. 
Α. Να αποκτήσουν οι µαθητές την ικανότητα να αναφέρουν τα Θεωρήµατα της   
§4.5. («Πληροφορίες») 
Β. Να κατανοήσουν ότι τα θεωρήµατα αυτά είναι συνέπεια του αιτήµατος 
παραλληλίας. 
Γ. Να µπορούν να λύνουν απλές ασκήσεις εφαρµόζοντας τα θεωρήµατα αυτά. 
 («Νοητικές δεξιότητες») 
 
ΙΙ. Μορφή διδασκαλίας: Καθοδηγούµενη αυτενέργεια - ερωτηµατικός διάλογος. 
 
ΙΙΙ. ∆ιδακτική Μέθοδος : Παραγωγική. 
 
ΙV. Εποπτικά µέσα: Πίνακας, χρ. κιµωλίες. 
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V. ∆ιδακτικές  ενέργειες 
 
1. Ανάκληση προηγουµένων γνώσεων. 
 Έλεγχος γνώσεων προηγουµένου µαθήµατος και προηγουµένων γνώσεων 
(µεσοκάθετη τµήµατος, διχοτόµος γωνίας και  χαρακτηριστικές τους ιδιότητες). 
2.  ∆ηµιουργία κινήτρων µάθησης 
 Τρία χωριά Κ, Λ, Μ θέλουν να ανοίξουν µια Γεώτρηση  σε ένα σηµείο που να 
ισαπέχει από τις πλατείες τους. Ο Μηχανικός τους υπέδειξε ένα τέτοιο σηµείο και 
έτσι έµειναν είναι όλοι ικανοποιηµένοι! Πως το βρήκε άραγε; 
 
3. Πληροφόρηση 
 
Σήµερα θα µάθετε σχετικά µε δυο αξιοσηµείωτους κύκλους τριγώνου. Τον 
περιγεγραµµένο, που περνά από όλες τις κορυφές του, και τον εγγεγραµµένο που 
εφάπτεται και στις τρεις πλευρές του. 
 
4. Κατεύθυνση προσοχής µαθητών-παροχή οδηγιών για νέα µάθηση. 
 
    Α. Περιγεγραµµένος κύκλος 
 Ποια ιδιότητα θέλουµε να έχει το σηµείο που θα ανοιχτεί η Γεώτρηση; 
 Θυµάστε κάποια πρόταση σχετική  µε ισότητα αποστάσεων ενός σηµείου από 

(δυο) σηµεία; 
 Σχεδιάστε ένα τρίγωνο και θεωρήσετε τις µεσοκαθέτους σε δυο πλευρές του  

        Εξετάσετε αν τέµνονται. 
 Προσπαθήστε να δείξετε ότι από το σηµείο τοµής τους  διέρχεται και η τρίτη 

µεσοκάθετη. 
 Τι συµπεραίνετε; (αυτός είναι ένας συνηθισµένος τρόπος για να αποδεικνύουµε 

ότι τρεις ευθείες συντρέχουν) 
 Μπορείτε τώρα να γράψετε κύκλο που να διέρχεται από όλες τις κορυφές του 

τριγώνου; Ποιο θα είναι το κέντρο του; (περίκεντρο, Ο); 
 
    Β. Εγγεγραµµέµοςς κύκλος 
5.  ∆ηµιουργία κινήτρων µάθησης 
Τρία άλλα χωριά Α, Β, Γ ήταν πιο απαιτητικά: δεν ήθελαν την παραπάνω λύση. 
Επειδή υπήρχαν οι δρόµοι ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ έκριναν πιο δίκαιο και πιο εξυπηρετικό η 
Γεώτρηση να ισαπέχει και από τους τρεις αυτούς δρόµους. Μπορείτε να τους πείτε 
σε πιο σηµείο θα πρέπει να ανοιχθεί η γεώτρηση ή να …ρωτήσουν ξανά τον 
Μηχανικό;  
 
6. Κατεύθυνση προσοχής µαθητών-παροχή οδηγιών για νέα µάθηση. 
 
• Ποια ιδιότητα θέλουµε να έχει το σηµείο στη δεύτερη Γεώτρηση; 
• Θυµάστε κάποια πρόταση σχετική µε ισότητα αποστάσεων σηµείου από 

ευθείες; 
• Σχεδιάστε ένα τρίγωνο και θεωρήσετε τις διχοτόµους δυο εσωτερικών γωνιών 

του. Εξετάσετε αν τέµνονται. 
• Προσπαθήστε να δείξετε ότι από το σηµείο τοµής τους  διέρχεται και η 

διχοτόµος της τρίτης γωνίας. 
• Τι συµπεραίνετε; 
• Μπορείτε τώρα να γράψετε κύκλο που να εφάπτεται στις πλευρές του 

τριγώνου; Ποιο θα είναι το κέντρο του; (έγκεντρο, Ι κλπ); 
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7. Εκτέλεση ενεργειών µαθητών – επανατροφοδότηση – εκτίµηση. 
 
• Να αποδείξετε ότι το έγκεντρο και το περίκεντρο ισοσκελούς τριγώνου 

βρίσκονται πάνω στην διάµεσο από την κορυφή του. 
• Ποια σχέση έχει το περίκεντρο και το έγκεντρο ενός  ισόπλευρου τριγώνου;  
• Η µεσοκάθετη σε µια κάθετη πλευρά ορθογωνίου τριγώνου τέµνει την 

υποτείνουσα στο σηµείο Μ. Να αποδείξετε ότι το Μ είναι το περίκεντρο του 
τριγώνου. Τι συµπεραίνετε; 

 
8. Ενίσχυση της συγκράτησης των νέων στοιχείων - Μεταφορά µάθησης. 
 
• Σε ποιο σηµείο της απόδειξης ότι οι µεσοκάθετοι τριγώνου συντρέχουν 

χρησιµοποιήθηκε το αίτηµα παραλληλίας; 
• Πως θα κατασκευάσουµε (µε κανόνα και διαβήτη) τον περιγεγραµµένο κύκλο 

ενός τριγώνου; Πως τον εγγεγραµµένο; 
• Εφαρµογή  σελ. 81 (παρεγγεγραµµένοι κύκλοι τριγώνου). Να γίνει ο ένας 

κύκλος, αλλά να αναφερθεί ότι υπάρχουν τρεις. 
•  Ανακεφαλαίωση- Συµπέρασµα για την κατασκευή των Γεωτρήσεων. 
 
Ιστορικά στοιχεία- πληροφόρηση: Εκτός από το περίκεντρο  Ο και το έγκεντρο  
τριγώνου υπάρχουν δυο ακόµη αξιοσηµείωτα σηµεία τριγώνου. Το ορθόκεντρο Η 
(σηµείο τοµής υψών) και το βαρύκεντρο G (σηµείο τοµής διαµέσων) όπως θα 
δούµε παρακάτω. Μάλιστα, όπως απέδειξε ο µεγάλος  Ελβετός Μαθηµατικός L. 
Euler (1707-1783) τα σηµεία Η, G, Ο βρίσκονται στην ίδια ευθεία (ευθεία  Euler) 
και µάλιστα ισχύει ΗG = 2GΟ. Το  µέσο του ΗΟ είναι το κέντρο ενός σηµαντικού 
κύκλου του τριγώνου, του  κύκλου Euler (ή κύκλου των 9 σηµείων). Τα θέµατα 
όµως αυτά απαιτούν την θεωρία των εγγραψίµων τετραπλεύρων. 
Φέτος γιορτάζουµε τα 300 χρόνια από τη γέννηση του µεγάλου αυτού 
Μαθηµατικού και Φυσικού επιστήµονα. 
 
VI. Εργασία στο σπίτι :   
 
1. Να κατασκευάσετε (µε κανόνα και διαβήτη) τον περιγεγραµµένο κύκλος ενός     
  (αµβλυγωνίου) τριγώνου. Επίσης να  κατασκευαστεί ο εγγεγραµµένος κύκλος   
   ενός (οξυγωνίου) τριγώνου. 
2. Άσκηση αποδεικτική (βιβλίου) 4. 
3. Αν σε ένα τρίγωνο το περίκεντρο και το έγκεντρο συµπίπτουν, να βρείτε το   
   είδος του τριγώνου. 
4.Ένας µαθητής να βρει στοιχεία για τον Euler και να τα διαβάσει στην τάξη.- 
 
 
Υ.Γ. Ένα αντίγραφο να µείνει στο φάκελο             
 «∆ιδακτικής Μαθηµατικών» του σχολείου. 
               
 
                                                                             ∆ηµήτριος  Ι. Μπουνάκης 

 
                            Σχολικός Σύµβουλος Μαθηµατικών                            

                                                                                 


