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ΘΕΜΑ : ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΟ  ΥΛΙΚΟ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ (ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ)                              
 
Παρατηρήσεις, Συµπληρώσεις και Ασκήσεις στο πρώτο µέρος του 

1ου κεφαλαίου της Ανάλυσης (ενότητες 1.1, 1.2, 1.3) 
 

 
1. Απαραίτητη είναι η γενική επανάληψη της κλασικής Άλγεβρας κυρίως της Α΄ Λυκείου 
µε έµφαση στις ανισότητες, απόλυτες τιµές και στο τριώνυµο. Η επανάληψη αυτή µπορεί 
να συνδυαστεί µε την εύρεση του πεδίου ορισµού συναρτήσεων. 
 
2. α) Να χρησιµοποιούµε και άλλους συµβολισµούς για τον τύπο µιας συνάρτησης, εκτός 
από τον συνηθισµένο  y = f(x): η ανεξάρτητη µεταβλητή καλό είναι να µην είναι πάντα x 
και η εξαρτηµένη y, ιδίως στις παραγώγους π.χ.  x(t), φ(λ),  g(y), Q(P) κλπ. 
 Αυτό αποτρέπει την µονοτονία, βοηθά στην κατανόηση των διαφόρων εννοιών που 
αναφέρονται στις συναρτήσεις και συνδέει τις συναρτήσεις µε πραγµατικά 
αλληλοεξαρτώµενα µεγέθη από άλλες επιστήµες. 
β) Στην αντίστροφη της y = f(x), x = f-1(y), η ανεξάρτητη µεταβλητή δεν υπάρχει πάντα 
λόγος να γίνεται x (και η εξαρτηµένη y)  καλύτερα να µένει όπως προκύπτει. Όταν όµως 
εξετάζουµε και τις δυο συναρτήσεις στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων, τότε επιβάλλεται 
η ανεξάρτητη µεταβλητή να παρίσταται µε το ίδιο γράµµα. 
 
3. Βασικές µέθοδοι για την (αλγεβρική) εύρεση της µονοτονίας µιας συνάρτησης . 
α) Μέθοδος της διαφοράς. 
β) Κατασκευαστική µέθοδος (ευθεία απόδειξη). Χρήσιµες είναι εδώ οι ιδιότητες των 
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ανισοτήτων. 
 
4. Μετά τον ορισµό της γν. αύξουσας (γν. φθίνουσας) συνάρτησης χρήσιµο είναι να   
     αποδείξουµε  (µε άτοπο απαγωγή) ότι   
 

 Aν  φ γνησίως αύξoυσα τότε, φ(α) < φ(β) ⇒  α < β 
 Αν  φ  γνησίως  φθίνουσα τότε, φ(α) < φ(α) ⇒ α > β 
 Αν φ γνησίως  µονότονη τότε φ(α) = φ(β) ⇒ α = β  (1-1). 

       
 Από τον ορισµό της µονοτονίας (στο τελευταίο, της συνάρτησης) ισχύουν και τα 
αντίστροφα. Έτσι οι προκύπτουσες ισοδυναµίες  µπορούν να χρησιµοποιηθούν  στη λύση 
ανισώσεων και εξισώσεων. 
 
5. Πολλές φορές για την απόδειξη του 1-1 µιας συνάρτησης είναι ευκολότερο να 
    δείξουµε πρώτα ότι είναι γνησίως  µονότονη, π.χ.  λ(x) = ex - 5x. 
 
6. Η µονοτονία µιας συνάρτησης αναφέρεται πάντοτε σε συγκεκριµένα διαστήµατα του 
     πεδίου ορισµού της και δεν κληρονοµείται (πάντα) στην ένωσή τους. 
 
Έτσι, αν φ γνησίως  φθίνουσα (γνησίως αύξουσα) στα διαστήµατα (α, β], (β, γ), τότε δεν 
είναι γν. φθίνουσα (γν. αύξουσα) στην ένωση τους (α, β] ∪ (β, γ), π.χ. η συνάρτηση φ µε 

                φ(x) =
x
1  µε x > 0  και φ(x) = -x για x ≤ 0. 

 
 Ισχύει όµως ότι : 
Αν φ γνησίως  φθίνουσα (γν. αύξουσα) στα διαστήµατα (α, β], (β, γ) και συνεχής στο 
β, τότε  η φ είναι γν. φθίνουσα (γν. αύξουσα) στην ένωση τους (α, β] ∪(β, γ) =  
(α, γ). (απόδειξη σε επόµενο φυλλάδιο) 

 
7. Η  (αλγεβρική) εύρεση των (ολικών) ακροτάτων µιας συνάρτησης µπορεί να  
    γίνει:   
 α) Με  γνωστές ανισοταυτότητες:  
 

 α2 + β2 ≥ 2αβ  ή (α + β) 2 ≥ 4αβ (ισότητα για α = β) 

 Αν θ > 0 τότε 2
θ
1θ ≥+  (ισότητα για θ = 1). 

  π.χ. για την συνάρτηση 2x9
x12)x(f

+
= , έχουµε  9 + x2 ≥ 6|x|  ή  |f(x)| ≤ 2  µε ισότητα 

για   x = 3, -3 κλπ. 
 
 β) µε την βοήθεια της µονοτονίας σε κλειστό διάστηµα. 

  π.χ. η  f(t) = 1t2 −− µε Α = [1, 5], αποδεικνύεται  γν. φθίνουσα, οπότε  
για κάθε 1 ≤ t ≤ 5 ισχύει   f(5) ≤ f(t) ≤ f(1), άρα η f έχει µέγιστο, ελάχιστο κλπ.  
 
Ενώ στο διάστηµα (1, 5) ισχύει  f(5) < f(t) < f(1) και δεν έχει ακρότατα.  
 

 Γενικά:  µια γνησίως µονότονη συνάρτηση σε  ανοικτό διάστηµα, δεν έχει ακρότατα. 
(Απόδειξη διά της εις άτοπον απαγωγής)  
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γ) Με την βοήθεια του συνόλου τιµών,  
  π.χ.  αν φ(Α) = [2, +∞), η φ έχει ελάχιστο το 2 (για την τιµή του x∈Α µε φ(x) = 2 ) αλλά 
    όχι µέγιστο. 
 
 
8. Σύνολο τιµών Συνάρτησης 
 
Το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης παίζει σπουδαίο ρόλο σε πολλά θέµατα της 
Ανάλυσης. Είναι χρήσιµο : 
 

 Για την εύρεση των (ολικών) ακροτάτων. 
 Ως πεδίο ορισµού της αντίστροφης 
 Για την ύπαρξη ρίζας εξίσωσης.   

Τρόποι εύρεσης:   Aλγεβρικός -  Αναλυτικός. 
 
Η (αλγεβρική) εύρεση του συνόλου τιµών  µιας συνάρτησης µπορεί να µας δώσει 
συγχρόνως και την πληροφορία αν η συνάρτηση είναι 1-1 και στην περίπτωση αυτή 
έχουµε άµεσα και την αντίστροφή της. 
 
Παράδειγµα  
Έστω  η συνάρτηση φ(x) = 2+ 1x − . Πεδίο ορισµού Α = [1, +∞). 
 
Αναζητούµε τα  y∈R για τα οποία υπάρχει x∈Α µε y = φ(x), δηλαδή λύνουµε την εξίσωση 
y = φ(x)  ως προς x (µε παράµετρο y). 
   
 y = φ(x) ⇔ y = 2+ 1x −  
               ⇔ y - 2 = 1x −   
               ⇔  x – 1 = (y - 2)2  και  y ≥ 2 
               ⇔  x = 1 + (y - 2)2 , y ≥ 2. 
 
Άρα για κάθε y ≥ 2 υπάρχει x = 1 + (y - 2)2 ≥ 1 (x∈Α) µε y = φ(x).  
Άρα  φ([1, +∞) = [2, +∞). 
Επί πλέον επειδή για κάθε y ≥ 2 υπάρχει µοναδικό x = 1 + (y - 2)2∈Α µε y = φ(x), η φ 
είναι 1-1, µε αντίστροφη την  φ-1(y) =1 + (y - 2)2 , y ≥ 2. 
  
Παρατήρηση 
Η αλγεβρικός τρόπος µπορεί να µην εφαρµόζεται γενικώς (π.χ. όταν δεν µπορεί να λυθεί 
ως προς x η εξίσωση y = f(x), π.χ. f(x) = xex) , αλλά πολλές φορές είναι απλούστερος, 
αφού δεν απαιτεί την συνέχεια, την µονοτονία και την εύρεση ορίων  του αναλυτικού 
τρόπου.. 
 
9. Η αντίστροφη µιας γν. µονότονης  συνάρτησης είναι  της αυτής  µονοτονίας.   
 
Πράγµατι, έστω φ(x), x∈A, π.χ. γν. φθίνουσα  και κ, λ∈φ(Α), κ < λ.  
Τότε υπάρχουν α, β∈A µε κ = φ(α), λ = φ(β). 
Έτσι έχουµε κ < λ  ⇒ φ(α) < φ(β) ⇒ α > β ⇒ φ-1(κ) > φ-1 (λ). 
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10. Σχέση φ , φ-1 και διχοτόµου  y = x. 
 
Εκτός από την γνωστή και αξιοσηµείωτη συµµετρία, έχουµε τα εξής: 
 
α) Αν φ(x) = x τότε φ(x) = φ-1 (x) (x∈A∩φ(Α)≠∅). 
 ∆ηλαδή, τα κοινά σηµεία της γ. π. της φ(x) µε την y = x είναι και κοινά σηµεία των φ,  
  φ-1 , y =  x. 
 
β) Αν φ γνησίως αύξουσα τότε, φ(x) = φ-1 (x)  ⇔ φ(x) = x (x∈A∩φ(Α)). 
  
 (Το ορθό αποδεικνύεται µε άτοπο απαγωγή, ενώ το αντίστροφο προκύπτει εύκολα) 
  Άρα τα κοινά σηµεία της (γν. αύξουσας) φ µε την αντίστροφή της είναι πάνω στην 
διχοτόµο y = x. Aυτό είναι πολύ χρήσιµο ιδίως όταν δεν µπορεί να βρεθεί η αντίστροφη 
π.χ. φ(x) = xex-1,  x ≥0, 
 
γ) Αν η φ είναι γνησίως φθίνουσα, δεν ισχύει η προηγούµενη ισοδυναµία. 
 
Παράδειγµα 1  

Η συνάρτηση f(x) =
x
1 ,  x > 0, έχει άπειρα κοινά σηµεία (ταυτίζεται) µε την αντίστροφή 

της  f-1 (x) = 
x
1 , x > 0 . 

 
Παράδειγµα 2 
Η συνάρτηση f(x) = x1− , x ≤ 1, είναι γνησίως φθίνουσα και έχει µε την αντίστροφή της  
f-1 (x) = 1 - x2, x ≥ 0, κοινά σηµεία (στο σύνολο [0, 1] ) τα σηµεία 

   (0,1), (1,0), ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
2

15,
2

15 .  

(προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης f(x) = f-1 (x), x∈ [0, 1] ή του συστήµατος 
(y = f(x), x = f(y)). 
 
 
Σηµείωση 1 
 
Πρόσφατα ένας συνάδελφος «απέδειξε» ότι σε κάθε περίπτωση τα κοινά σηµεία των f, f-1 
είναι πάνω στην διχοτόµο y = x. Όµως θεωρεί ότι η  γραφική παράσταση  µιας 
συνάρτησης δηµιουργείται µε ορισµένη φορά διαγραφής. Όποιος ενδιαφέρεται σχετικά  
µπορεί να ανατρέξει στο διαδίκτυο. 
 
Σηµείωση 2 
 
Σε ορισµένα βιβλία και περιοδικά υπάρχουν  θεωρητικές ασκήσεις όπου µε δεδοµένη µια 
συναρτησιακή σχέση για την f (π.χ. f3(x) + f(x) = 3x) αποδεικνύεται κατ’ αρχήν ότι η f  
είναι 1-1. Στην συνέχεια η αντίστροφη βρίσκεται θέτοντας y = f(x)  και  καταλήγοντας σε 
µια σχέση της µορφής x = g(y), οπότε συνάγεται ότι  f-1 (y) = g(y). Για να είναι αυτό 
σωστό πρέπει να δειχθεί και το αντίστροφο:  x = g(y) ⇒ y = f(x). 
 (Βλέπε σχετικά την άσκηση 16). 
 
 



  ∆ηµήτριος  Ι. Μπουνάκης,  Σ. Σ. Μ.  -  Γ΄ Λυκείου : Συναρτήσεις                                         5 
                                    
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΑΙ  ΘΕΜΑΤΑ  ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ  (ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ) 
 

1. Nα βρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  x(t) = 
t1
t1ln

−
+  και να δειχθεί ότι είναι 

περιττή. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης (γ. π.) της  x(t) µε τους 
άξονες. 
       
2.Να βρεθούν τα σηµεία τοµής των  γ. π. των συναρτήσεων  g(x) = x3–x + 1, h(x) = 2x+3.
 

3. Να εξεταστεί ως προς την µονοτονία η συνάρτηση φ(y) = yln
y
1 − και να δειχθεί ότι η   

    εξίσωση  ylny + y = 1 έχει µοναδική προφανή λύση, η οποία και να βρεθεί. 
 

4. Έστω η συνάρτηση φ µε τύπο φ(α) = 
αα

7
4

7
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ - 1.  

   α) Να αποδειχθεί ότι η φ είναι γνησίως φθίνουσα  (στο πεδίο ορισµού της),  
   β) Να δειχθεί ότι η εξίσωση  3x + 2 2x = 7x  έχει µόνο την λύση x = 1. 
   γ) Να λυθεί η εξίσωση φ(x 3 + x) = φ(3 - x). 
 
5. α) Αν για µια  συνάρτηση φ ισχύει  2000 ≤ φ(λ) ≤ 2007 για κάθε λ∈R, τότε η φ:  
 
  Α. έχει ελάχιστο Β. έχει µέγιστο  Γ. έχει ελάχιστο και µέγιστο  ∆. ίσως έχει ακρότατα. 
 
 β) Mια συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα [0, 1) και είναι 1-1. Η αντίστροφή 
    της:  Α. έχει µέγιστο   Β. έχει ελάχιστο   Γ. δεν έχει ακρότατα. 
                
γ) Αν η συνάρτηση g έχει πεδίο ορισµού το Α και είναι 1-1, τότε η ισότητα  
    (gοg-1) (λ) = λ 
      A. ∆εν ισχύει ποτέ   Β. ισχύει για κάθε  λ∈Α    Γ. ισχύει για κάθε λ∈g(A) 
     
δ) Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών το Α και είναι 1-1, τότε για τις 
συναρτήσεις   fοf-1,  f-1of   ισχύει 
        Α. είναι ίσες     Β. δεν είναι ίσες     Γ. µερικές φορές είναι ίσες. 
                                                     
6.  Με την βοήθεια των ανισοταυτοτήτων  α2 +β2  ≥ 2αβ, θ+1/θ ≥ 2 , (θ>0),  να βρεθεί η 

µέγιστη τιµή και η ελάχιστη τιµή της  συνάρτησης  x(t) = 2t1
t4

+
. Επίσης η ελάχιστη τιµή 

της  f(x) = 2
2

x1
1x1
+

++ . Έχει µέγιστη τιµή η f(x);                              (Απ.2, 2, -2, όχι)      

 
7. Με την βοήθεια της ανισότητας |β||α||βα|

rrr
≤⋅ (ισότητα αν και µόνο αr ,β

r
 παράλληλα) 

να βρεθεί η µέγιστη τιµή της συνάρτησης  h(x) = |x|+ 2x8 − .                          (Απ. 4) 
                                      
8. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση  x(t) = t2 - 4t +6, t ≥ 2 είναι γνησίως µονότονη και να 
βρεθεί η αντίστροφή της. Στην συνέχεια να βρεθούν τα κοινά σηµεία της γ. π. της x(t)  µε 
την αντίστροφή της. 
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9. Να βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης 
1e
1e)y(x y

y

+
−= ,  και η η αντίστροφή της αν 

        υπάρχει.  

10. Έστω η συνάρτηση φ µε τύπο φ(y) = ln(-y + 2y1+ ). Να  αποδειχθεί ότι 
    α)  έχει πεδίο ορισµού το R  και είναι περιττή,  
    β) είναι 1-1 και να βρεθεί η αντίστροφή της, 
    γ) να βρεθούν τα ακρότατα της φ και της αντίστροφής της. 
 
11. Έστω f, g συναρτήσεις 1-1 µε κοινό πεδίο ορισµού Α και κοινό σύνολο τιµών Α.  
      Να αποδειχθεί ότι, α) οι συναρτήσεις fog, gof είναι 1-1,  
                               β) Ισχύει  (fog)-1 = g -1o f -1,   (gof)-1 = f -1o g -1 . 
 
12. Αν οι κορυφές ενός τριγώνου βρίσκονται στην υπερβολή y = 1/x να δειχθεί ότι και το 
ορθόκεντρό του βρίσκεται πάνω σ’ αυτήν. 
 
13*. Έστω f, g συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού το R και g( R ) = R ώστε (fog)(x) = x  για 
κάθε x ∈R. Να αποδειχθεί ότι, α) οι f, g  είναι αντιστρέψιµες, β)  f = g -1, g =  f -1. 
 

14*. Έστω η συνάρτηση µε τύπο  x(t) = 
ee

e
t

t

+
, t∈R. 

α) Να δειχθεί ότι για κάθε x∈ (0, 1) υπάρχει µοναδικό t∈R  µε x = 
ee

e
t

t

+
.  

β) Η συνάρτηση  f(α) = x(α) + x(1- α) , α∈R είναι σταθερή, 

γ) Να υπολογιστεί το άθροισµα   Σ = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

10
9x...

10
2x

10
1x  .                   (Απ.9/2)       

15*. α) Nα βρεθούν οι τιµές του λ∈R για τις οποίες  το κλάσµα 
λx2x
λx2xK 2

2

++

+−
=  έχει 

έννοια για κάθε x∈R.  
β) Από  τις προηγούµενες τιµές του λ να βρεθεί εκείνη για την οποία το κλάσµα παίρνει 
όλες τις τιµές του διαστήµατος [1/3, 3] και µόνο αυτές.                     (Απ.λ>1,  λ = 4) 
                                       
16*.Έστω συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το R   και f(x) > 0 για κάθε x∈R, που ικανο-

ποιεί την σχέση  x)x(fln)x(f
1 =− για κάθε  x∈R, καθώς και  η συνάρτηση φ(t) = tln

t
1 − . 

α) Να δειχθεί ότι οι f, φ  είναι γνησίως  µονότονες,  
β) Να βρεθεί η αντίστροφη της f αν υπάρχει, γ) Να βρεθεί η τιµή f(1).            (Απ. 1) – 
 
 
                                                                          Ο  Σχολικός Σύµβουλος Μαθηµατικών 
 
Υ.Γ. Ένα αντίγραφο να µείνει στο 
φάκελο «∆ιδακτικής Μαθηµ/κών».                                                                 
 
 
                                                                                                                                     
                                                                           ∆ηµήτριος  Ι. Μπουνάκης 
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