Πρώτη μέρα στο σχολείο. 
1η ώρα
1.1 Η έννοια της συνάρτησης.
1. Πεδίο ορισμού συνάρτησης Α και σύνολο τιμών f(A). Το βρίσκουμε στον τύπο της  

    συνάρτησης πριν από τυχόν απλοποιήσεις.

    α. Αν η συνάρτηση είναι πολυωνυμική τότε Α=R.
    β. Αν f(x)=κλασματική παράσταση τότε Α=R({ρίζες του παρονομαστή}.

    γ. Αν f(x)=
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 τότε Α={x(R│g(x)0}.

    δ. Αν f(x)=ημx, f(x)=συνx, f(x)=αx τότε Α=R. (Στην εκθετική πρέπει 0<α(1)

    ε. Αν f(x)=lnx ή f(x)=logx τότε x>0 

    στ. Αν f(x)=εφx τότε x
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Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4,  B:1
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού: α) f(x)=x3(7x+1   β) f(x)=
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    η) f(x)=
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      ια) f(x)=
[image: image14.wmf]2

3x7

4x

-+

-

     
    ιβ) g(x)=
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    ιε) f(x)=
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    ιθ) f(x)=(1(x2)ημx+1    κ) f(x)=
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    κα) f(x)=log
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    κβ) f(x)=
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   κδ) f(x)=ln(ex(1)    κε) f(x)=
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    κστ) f(x)=ln(1(ln(x(1))        
    κζ) f(x)=ln(e2x(2ex+3)      κη) g(x)=ln(ex(
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     λ) f(x)=lnx2    
Να δοθεί το διαγνωστικό

1. Να δείξετε ότι: α) αν α>0 τότε α+
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    β) αν α<0 τότε α+
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2. Να λύσετε τις ανισώσεις:  α) 12(x>2(x+4)((x+6)           β) x2+2>0
   γ) x2(x(2<0

    δ) x2>1
      ε) x2+9( 6x         στ) x2+2x+3<0


3. Να λύσετε τις εξισώσεις: α) (x(2(=5       β) (x+3(=(3x(5(   
4. Να λύσετε τις ανισώσεις: α) (2x(5((1     β) (x(2(>3      γ) ((3x+1(<(2.
5.  Να λυθούν τα συστήματα: α) 2x+y=5 και 3x(4y=2  (2,1)        β) 2x(y=4 και (4x+2y=6. 
6. Να λυθούν οι εξισώσεις α) x2(2(
[image: image31.wmf]3
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=0      β) x2((α+β)x+αβ=0
7. Να γίνει γινόμενο το πολυώνυμο Ρ(x)=x3(3x+2 και να λυθεί η εξίσωση Ρ(x)=0.

8. Δίνεται η εξίσωση x3+(2(α)x2((α+3)x+α2+1=0, α
[image: image33.wmf]Î

R. Να βρείτε το α αν έχει ρίζα το 1.
9. Να γίνουν γινόμενο τα τριώνυμα α) 2x2(10x+12        β) x2+6x+9        γ) x2+2x+3

10. Να συμπληρώσετε τις ισότητες:

      ημ60o=
 συν120o=
εφ150o=
ημ225o=
συν300o=
εφ330o=

      ημ2ω+συν2ω=
    εφω=

2η ώρα

1.1 Ίσες συναρτήσεις. Πράξεις με συναρτήσεις.

1. Ίσες συναρτήσεις.

2. Πράξεις με συναρτήσεις.

Ασκήσεις βιβλίου: 7
Ασκήσεις:
1. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x)=
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. Να λυθεί η εξίσωση  

     f(x)=h(x).
2. Να εξετάσετε αν είναι ίσες οι συναρτήσεις:

    α) f(x)=x και g(x)=
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.      β) f(x)=
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 και g(x)=
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3. Δίνονται οι συναρτήσεις: f(x)=2x(8 με Α=[1, 7] και g(x)=x2(9 με Β=[2, 10]. Να ορίσετε τις  

     συναρτήσεις:  f+g,   f·g ,    
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3η ώρα

1.1 Γραφική παράσταση συνάρτησης. (1η ώρα)
1. Γραφική παράσταση συνάρτησης Cf.
2. Το πεδίο ορισμού είναι η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα x'x.

    Το σύνολο τιμών είναι η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα y'y.

3. Γραφική παράσταση βασικών συναρτήσεων.

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Να γίνει η γραφική παράσταση των συναρτήσεων:

     α) f(x)=2x ,     f(x)=(x+2 ,        β) f(x)=(2  και  g(x)=3,        γ) f(x)=x2+1 και g(x)=(x2+1 

     δ)  f(x)=ημx ,  g(x)=συνx ,  h(x)=εφx         

2. Να γίνει η γραφική παράσταση των παρακάτω συναρτήσεων στο ίδιο σύστημα:

     α) f(x)=
[image: image41.wmf]x
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 και  g(x)=(
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    β) f(x)=x3+1  και  g(x)=(x3+1    γ)  f(x)=2x  και  g(x)=2-x     
     δ) f(x)=logx  και g(x)=lnx     ε) f(x)=x2 ,  g(x)=x2+2 ,  h(x)=x2(2 ,  φ(x)=(x(1)2 ,  ρ(x)=(x+1)2
3. Να βρείτε τις εξισώσεις των παρακάτω ευθειών:

    α) Η ε1 διέρχεται από το Α(1,2) και έχει  λ=3.

    β) Η ε2 διέρχεται από το Α(1,2) και  Β(3,–1)

    γ) Η ε3 διέρχεται από το Α(1,2) και  Β(3,2)

    δ) Η ε4 διέρχεται από το Α(1,2) και  Β(1,–1)

    ε) Η ε5 διέρχεται από το Α(1,2) και  σχηματίζει με τον x'x γωνία 45o.

    στ) Η ε6 διέρχεται από το Α(1,2) και είναι παράλληλη  με την η: y=–2x+8

    ζ)  Η ε7 διέρχεται από το Α(1,2) και είναι κάθετη στην  η:
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4. Να γίνει η γραφική παράσταση της f(x)=lnx. Από το σχήμα να απαντήσετε στις ερωτήσεις:
        i) ln1= ,  lne= ,  lnx>0
[image: image44.wmf]Þ
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       ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς: ln2 και ln3

      iii) Να βρείτε το πρόσημο των αριθμών ln0,8  και  ln2,5

5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image45.wmf]2

xx3
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, x≠2.  Αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από  

    το Α(1,(4) και ισχύει η σχέση f(3)+3f(1)=0, να δείξετε ότι α=1 και β=0.

6. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
[image: image46.wmf]2

x
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, x(R, α>0. Αν η γραφική παράσταση της f  

    διέρχεται από το σημείο Α(1,2), να βρείτε το α.

4η ώρα

1.1 Γραφική παράσταση συνάρτησης. (2η ώρα)
1. Για να βρούμε τα σημεία τομής μιας συνάρτησης f με τους άξονες, θέτουμε x=0 και  

    βρίσκουμε το y, (το f(0)) και μετά y=0 και βρίσκουμε το x λύνοντας την εξίσωση που  

     προκύπτει.
2. Για να βρούμε τα κοινά σημεία δύο συναρτήσεων f και g, λύνουμε την εξίσωση f(x)=g(x).

3. Μία συνάρτηση f βρίσκεται "πάνω" από τον άξονα x'x, αν f(x)>0.
4. Μία συνάρτηση f βρίσκεται "πάνω" από την συνάρτηση g, αν f(x)>g(x).
5. Γραφική λύση της εξίσωσης f(x)=0 και f(x)=α.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε τα σημεία τομής των παρακάτω συναρτήσεων με τους άξονες:

    α) f(x)=
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    β) g(x)=
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    γ) f(x)=ln2x(lnx    δ) f(x)=e2x(3ex+2

2. Να βρείτε τα κοινά σημεία των συναρτήσεων:

    α) f(x)=
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 και g(x)=
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    β) f(x)=x2(3x+2 και g(x)=
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    γ) f(x)=4x(2x+1 και g(x)=2x+2(8

3. α) Για ποιες τιμές του x η  f(x)=(x2+4x(3 βρίσκεται πάνω από τον άξονα x'x.

    β) Ομοίως η συνάρτηση g(x)=x3(2x2(x+2.

    γ) Ομοίως η συνάρτηση h(x)=x3(3x+2

4. α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f(x)=x3 βρίσκεται πάνω από την g(x)=x.

    β) Ομοίως η συνάρτηση f(x)=x2(4x+3 πάνω από την ευθεία y=3.

    γ) Ομοίως η συνάρτηση f(x)=x2 πάνω από την g(x)=2x(x2.

5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3+(2(α)x2((α+3)x+α2(5, α
[image: image52.wmf]Î
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    α) Να βρείτε το α ώστε η Cf να διέρχεται από το σημείο Μ(1,(6)

    β) Να βρείτε τα σημεία τομής της Cf με τον άξονα x′x και την θέση της ως προς αυτόν. 

6. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=x4((α+1)x2+βx+3 και g(x)=(α+2)x2+(2(β)x(1. Αν οι γραφικές  

    τους παραστάσεις τέμνονται πάνω στις ευθείες x=1 και x=(1, να βρείτε τα α, β και τα άλλα  

    κοινά τους σημεία.










7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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      α) Να βρείτε τα α, β.

      β) Για α=4, β=2 να βρείτε τα σημεία τομής με τους άξονες.

      γ) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες η Cf  βρίσκεται πάνω από τον x′x.

      δ) Να βρείτε τα σημεία τομής της Cf με την ευθεία ε: y=
[image: image55.wmf]1
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5η ώρα

1.1 Μονοτονία συνάρτησης- Ακρότατα συνάρτησης. 
1. Αύξουσα και φθίνουσα συνάρτηση.

2. Μονότονη συνάρτηση.
3. Ορισμός του μέγιστου και ελάχιστου συνάρτησης 
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Να μελετήσετε την μονοτονία των συναρτήσεων: 

    i) f(x)=2x+5,            ii) f(x)=(2x+5     iii)  h(x)=2x + 3   iv) f(x)=
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2. Η γραφική παράσταση της g φαίνεται στο διπλανό  

    σχήμα. Να βρείτε: 

    α) Τις ρίζες τις g(x)

    β) Τα ακρότατα. της g(x)


    γ)  Τα διαστήματα μονοτονίας

    δ)  Πότε  g(x)>0 και πότε g(x)<0 ; 

3. Να δείξετε ότι η f(x)=x2–4x+3 παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση x=2.
4. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=–2x2+3.

5. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=2|x–3|–2.
6η ώρα

1.1 Κατασκευή του τύπου μιας  συνάρτησης.
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 2, 3, 4 
Ασκήσεις:

1. Ένα ορθογώνιο έχει εμβαδόν 400m2. Αν η μία διάστασή του είναι x, να εκφράσετε την  

     περίμετρό του συναρτήσει του x.

2. Με συρματόπλεγμα μήκους 80m θέλουμε να περιφράξουμε ορθογώνιο οικόπεδο, του οποίου  

    η μία διάσταση είναι x. Να εκφράσετε το εμβαδόν του συναρτήσει του x.

[image: image314.png]










     


3. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά 2m. Αν ΕΖΗΘ είναι επίσης 

    τετράγωνο με ΗΓ=x, να εκφράσετε την ΖΗ και το εμβαδόν του ΕΖΗΘ  

    συναρτήσει του x.                                                                  

4. Με σύρμα μήκους 4m κατασκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς x και τετράγωνο  

    πλευράς y. Να εκφράσετε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων  συναρτήσει του x.

5. Οι πωλήσεις S(t) (σε χιλιάδες €) ενός προϊόντος μετά από t έτη δίνονται από τον τύπο  

     S(t)=100(1–ekt). Να υπολογίσετε το k αν οι πωλήσεις κατά το πρώτο έτος ανήλθαν σε 15000  

     μονάδες. Πόσες θα είναι οι πωλήσεις  στα 5 πρώτα έτη; (Υπόψη ln0,85(–0,16).
6. Ο αριθμός των βακτηριδίων σε μια καλλιέργεια μετά t ώρες δίνεται από τον τύπο  

      L(t)=L0e0,34t , όπου L0 είναι ο αρχικός αριθμός των βακτηριδίων. Πόσος χρόνος θα      

      περάσει ώστε ο αριθμός των βακτηριδίων να δεκαπλασιαστεί;                               

7. Μία βιομηχανία κατασκευάζει χάρτινα κουτιά με τις παρακάτω προδιαγραφές:

   1) Να έχουν σχήμα ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με πλευρά βάσης x και ύψος x+α.

   2) Το εμβαδόν της βάσης τους να είναι το 1/10 του ολικού εμβαδού.

   3) Ο όγκος τους να είναι 2 lt
       α) Να βρείτε το ολικό εμβαδόν και τον όγκο ως συνάρτηση του x.

       β) Να δείξετε ότι ικανοποιείται η (β) προδιαγραφή αν x=α.

       γ) Να βρείτε το α για να ισχύει η προδιαγραφή 3.

8. Η ποσότητα του αλκοόλ στο αίμα οδηγού δίνεται από τον τύπο A(t)=
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    ο χρόνος σε ώρες  μετά το...τσούξιμο και t
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[0,5]. Ένας οδηγός υποβάλλεται σε αλκοτέστ  

    όταν t=ln5. Να εξετάσετε αν χαρακτηριστεί μεθυσμένος. (Μεθυσμένος είναι αυτός που έχει  

    στο αίμα του αλκοόλ περισσότερο από 2,5).       




             

9. Έστω Μ(x,y) ένα σημείο της καμπύλης με εξίσωση y=x2+1

    α. Να εκφράσετε τις συντεταγμένες του Μ ως συνάρτηση του x.

    β. Να εκφράσετε την απόσταση d του Μ από την αρχή των αξόνων ως συνάρτηση του x.

    γ. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης d.

    δ. Να βρείτε τα σημεία της καμπύλης των οποίων η απόσταση από την αρχή των αξόνων είναι  

        ίση με 1.

[image: image315.png]


10. Θεωρούμε ένα κουτί σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου  

      με βάση ορθογώνιο και ανοικτό από πάνω. Το ύψος του κουτιού  

      είναι 5 dm. Η βάση του κουτιού έχει σταθερή περίμετρο 20 dm  

      και μία πλευρά της είναι x dm με 0<x<10.

      Να αποδείξετε ότι η συνολική επιφάνεια του κουτιού ως   

      συνάρτηση του x είναι E(x)=−x2+10x+100, x∈(0,10)
7η ώρα

1.1  Όριο συνάρτησης στο xo. (Να γίνουν 2 ώρες).
1. Η έννοια του ορίου.

2. Όριο αθροίσματος, γινομένου, πηλίκου, δύναμης, ρίζας.

3. Το σύμβολο 
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πηγαίνει όπου υπάρχει το x!

4. Να γίνουν οι εφαρμογές σελίδα 16.
5. Αν έχουμε ρητό κλάσμα και βρούμε 
[image: image60.wmf]0
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 κάνουμε παραγοντοποίηση των όρων του.

6. Αν έχουμε άρρητη παράσταση και βρούμε 
[image: image61.wmf]0
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 πολλαπλασιάζουμε τον αριθμητή και τον  

    παρονομαστή με την συζυγή παράσταση του άρρητου όρου.

Ασκήσεις βιβλίου: 8, 9  B:5
Ασκήσεις:

1. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:

      α) 
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2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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4x12x

++

. Να δείξετε ότι  
[image: image78.wmf]x0

f(x)1

lim2

x

®

-

=

.

3. Να υπολογίσετε το 
[image: image79.wmf]2

2

x1

3x12x9

lim

x1

®

-+

-

.   
4. Αν f(x)=x2+1, να υπολογίσετε τα όρια:  

    α) 
[image: image80.wmf]x1

f(x)f(1)

lim

x1

®

-

-

     β) 
[image: image81.wmf]x0

f(x)f(0)

lim

x

®

-


γ) 
[image: image82.wmf]2

x2

f(x)f(2)

lim

x5x6

®

-

-+

     δ) 
[image: image83.wmf]h0

f(5h)f(5)

lim

h

®

+-


5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image84.wmf]2

x

x1

-

.

    Α. Το πεδίο ορισμού της είναι: α) R      β) (–1,1)      γ) R–{–1,1}      δ) (1,+
[image: image85.wmf]¥

)

    Β. Να υπολογίσετε το 
[image: image86.wmf]x1

lim[(x1)f(x)]

®-

+

 



                    

6. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
[image: image87.wmf]2

x4x3

x3

-+

-


    α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 




   

    β. Να υπολογίσετε το 
[image: image88.wmf]x3

lim

®

f(x).   





    
7. Δίνεται η συνάρτηση  f(x)=xex +ex, x
[image: image89.wmf]Î

R. Να υπολογίσετε το  
[image: image90.wmf]x

2

x0

f(x)e

lim

xx

®

-

-

.             

8. Δίνεται η συνάρτηση  f(x)=
[image: image91.wmf]x

x1

e

-

, x
[image: image92.wmf]Î

R. Να υπολογίσετε το  
[image: image93.wmf]x

2

x1

ef(x)

lim

x1

®

-

.                 
9. Δίνεται η συνάρτηση f:R→R με τύπο: f(x)=x3−αx2+βx+γ, α,β,γ(R. Να υπολογίσετε το γ, αν  

      είναι γνωστό ότι γ=
[image: image94.wmf]2

x3

x9

lim

x63

®

-

+-

.




                   

10. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2
[image: image95.wmf]2

xx11

-+-

. Να υπολογίσετε το 
[image: image96.wmf]x1

f(x)1

lim

x1

®

-

-

.    
11. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
[image: image97.wmf]2

x

+a

, x(R, α>0.
     α) Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1,2), να βρείτε το α.

     β) Για α=3, να υπολογίσετε το όριο 
[image: image98.wmf]x1

f(x)2

lim

x1

®

-

-

. 

8η ώρα

1.1 Συνέχεια συνάρτησης.
1. Ορισμός της συνέχειας.

2. 
[image: image99.wmf]o

xx

limx

®

hm

=ημxo, 
[image: image100.wmf]o

xx

limx

®

sun

=συνxo,  
[image: image101.wmf]o

xx

limx

®

ej

=εφxo
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Να μελετήσετε ως προς την συνέχεια τις συναρτήσεις στο αντίστοιχο xo:

    α) f(x)=2x–3 στο xo=1,     β) f(x)=
[image: image102.wmf]2x1,x0

3,x0

+¹

ì

í

=

î

 στο xo=0,    γ)  f(x)=
[image: image103.wmf]2

x4

x2

-

+

. στο xo=(2. 
2. Να μελετήσετε ως προς την συνέχεια τις συναρτήσεις:

    α) f(x)=
[image: image104.wmf]2

x5x6

,x2

x2

5,x2

ì

-+

¹

ï

-

í

ï

=
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    β) f(x)=
[image: image105.wmf]2
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   γ) f(x)=
[image: image106.wmf]x2

,x4

x4

4,x4
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3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image107.wmf]2

x16,x0

,x0

ì

ï

++a¹

í

b=

ï

î

. 
    α) Να βρείτε το α, αν f(3)=7.  

    β) Να βρείτε το β, αν η f είναι συνεχής στο xo=0.
9η ώρα

1.2 Η έννοια της παραγώγου.
1. Παράγωγος μιας συνάρτησης f στο σημείο xo είναι ο αριθμός f '(xo)=
[image: image108.wmf]oo

h0

f(xh)f(x)

lim

h

®

+-

. 
2. Με την παράγωγο βρίσκουμε:
    α) Τον ρυθμό μεταβολής.

    β) Την εφαπτομένη καμπύλης.

    γ) Την στιγμιαία ταχύτητα.

    δ) Την μονοτονία και τα ακρότατα μιας συνάρτησης.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε τα όρια:  i)  
[image: image109.wmf](

)

3

x0

x327

lim

x

®

+-

,  ii) 
[image: image110.wmf](

)

2

h0

5h25

lim

h

®

+-


2. Να βρείτε την f '(2),  αν f(x)=
[image: image111.wmf]2

1

x


3. Ομοίως την f '(8) και f '(0), αν f(x)=x3.

4. Ομοίως την f '(–1), αν f(x)=2x2+x+1

5. Ομοίως την f '(2), αν f(x)=3

6. Ομοίως την f '(11), αν f(x)=
[image: image112.wmf]x2

-


7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx+3. Να βρείτε το α, αν f '(1)=5.

10η ώρα

1.3 Παράγωγος συνάρτησης. 
1. Να αποδειχθούν οι τύποι και να δοθεί τυπολόγιο με τις παραγώγους.

2. Παράγωγος αθροίσματος.
3. Παράγωγοι f ", f '",...

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, 5, 6
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων:

    α) f(x)=x3–5x2+7x–3
β) g(x)=4x2+8x+34
    γ) h(x)= 3ημx+4(συν
[image: image113.wmf]π

4


    δ) φ(x)=3lnx+lnπ

ε) ρ(x)=4
[image: image114.wmf]x

+2
[image: image115.wmf]3


  στ) t(x)=x+συνx.
    ζ)  f(x)=
[image: image116.wmf]432

xxx

256x

x32

+-+

       
2. Να υπολογίσετε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων:

     α) f(x)=x5(x3 στο xο=2
            β) f(x)=συνx+συνπ στο xο=(π

     γ) f(x)=lnx(lne2 στo xο=e.            δ) f(x)=x4+5x3+2α4 στο xο=(2   
     ε) f(x)=ex+e2 στο xο=0                  στ) f(x)=ex+lnx(συνx στο xο=2

3. Να βρείτε την f (4) των παρακάτω συναρτήσεων:

    α) f(x)=x3–5x2+7x–3
β) g(x)=4x4+8x3+3x      γ) f(x)=ημx+συνx.
 
11η ώρα

1.3 Παράγωγος συνάρτησης. (Να γίνουν 2 ώρες).

1. Παράγωγος γινομένου και πηλίκου.
2. Να γίνει η εφαρμογή 1i.
Ασκήσεις βιβλίου: 7, 8, 8, 9, 10, 11, 12, 18
Ασκήσεις:

1. Ομοίως : α) f(x)=(x2+x)(x3–x)      β) g(x)=ex· ημx      γ) φ(x)= ημx·συνx        δ) σ(x)=x·lnx
2. Ομοίως :  α) f(x)=
[image: image117.wmf]x

x

hm

       β) g(x)=
[image: image118.wmf]2

2

x

1

x

1

+

-


γ) h(x)=σφx       δ) ρ(x)=
[image: image119.wmf]x

e

x

          
3. Ομοίως:   α) f(x)=x3·ex        β) f(x)=(x2+1)(3x–2)(x3–4x+3) 

4. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων στο αντίστοιχο xο.
    α) f(x)=x2,  x0=–3
   β) f(x)=
[image: image120.wmf]2

1

x

,  x0=1
      γ) f(x)=xlnx,  x0=e        δ) f(x)=εφx,  x0=0

5. Αν f(x)=
[image: image121.wmf]x

1

x

hm

+

sun

, να δείξετε ότι f ′(x)·συνx+f(x)=0

6. Αν f(x)=xex , να δείξετε ότι f '''(x)–3f ''(x)+3f '(x)–f(x)=0

7. Να βρείτε την 
[image: image122.wmf](4)

f(x)

 των παρακάτω συναρτήσεων:

      α) f(x)=3x4–5x3+2x–7
  β) f(x)=ημx
      γ) f(x)=ex        δ) f(x)=x–2 

8. Αν f(x)=ημx τότε f(x)+f ′(x)+f ′′(x)+f ′′′(x)=0  Σ ή Λ;

9. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx2+βx+γ. Να βρείτε τα α, β, γ αν f(2)=12, f ′(1)=8 και f ′′(x)=6.

10. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx2+βx+γ. Να βρείτε τα α, β, γ αν f(x)+f ′(x)+f ′′(x)=x2+4.
11. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image123.wmf]lnx

x

. Αν f ′(x)=0 τότε x=e   Σ ή Λ;
12. Αν f(x)=3x2+53 να βρείτε το 
[image: image124.wmf]x1

f'(x)6

lim

x1

®

-

-

.





      
13. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image125.wmf]x

x2

e

+

.  Να δείξετε ότι f(x)+f '(x)=
[image: image126.wmf]x

1

e

                           
14. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image127.wmf]2

x

x1

-

. Να δείξετε ότι f '(x)<0 . 


       
15. Αν f(x)=2x3, να βρείτε τα σημεία Μ(α, f(α)) ώστε f ′(α)=f(α)
16. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image128.wmf]x

. Να βρείτε το xo, ώστε (f(xo))2+(2f '(xo))2=2.                      
12η ώρα

1.3 Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης. (Να γίνουν 2 ώρες).

1. Αν f και g είναι δύο συναρτήσεις τότε η f(g) είναι μία σύνθεση αυτών. π.χ. Αν f(x)=x2+5 και  

    g(x)=ημx, τότε f(g(x))=(ημx)2+5 και g(f(x))=ημ(x2+5).

2. f(g(x))'=f '(g(x))(g'(x).

3. Να δοθεί τυπολόγιο.
4. Να γίνει η εφαρμογή 1ii.
Ασκήσεις βιβλίου: 13, 14, 15, 16, 17,  Β: 5, 6, 7
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω:

     i)  f(x)= (x2+5x+7)5,       g(x)=ημ7x,       h(x)=συν6x,     φ(x)=συνx6,      σ(x)=(lnx)3  

    ii) f(x)=
[image: image129.wmf]ημx

,    g(x)=
[image: image130.wmf]ημ3x

,     h(x)=
[image: image131.wmf]lnx

,      φ(x)=
[image: image132.wmf]32

x4x+5

-


   iii) f(x)=ημ (x3–5x+6),     g(x)=συν
[image: image133.wmf]x

,     h(x)=ημ(συνx),       φ(x)=ημ (lnx)

2. Ομοίως: i) f(x)=ln(x2–x3)     ii) g(x)=ln(ημx)    iii) h(x)=ln
[image: image134.wmf]x

    iv) s(x)=ln(lnx)

3. Ομοίως: i) f(x)=
[image: image135.wmf]x

e

   ii) g(x)=
[image: image136.wmf]3

x2x

e

+

   iii) h(x)=
[image: image137.wmf]x

e

hm

  iv) s(x)=e–x
4. Ομοίως: i) f(x)=ln
[image: image138.wmf]2

x1

+

   ii) g(x)=συν3(lnx)   iii) h(x)=ημ4(πx)

5. Αν f(x)=xe–x , να δείξετε ότι x·f '(x)=(1–x)· f(x)

6. Να βρείτε πολυώνυμο τρίτου βαθμού, τέτοιο ώστε  f(0)=4,  f '(1)=–14,  f ''(2)=4 και             

    f '''(x)=6.







                

7. Αν για τις συναρτήσεις f και g ισχύουν f '(5)=4 , g(4)=5 και g'(4)=–2 να βρείτε τον αριθμό  

    (f(g(4))'.










     

8. ∆ίνεται η συνάρτηση με τύπο f(x)=xex+3, όπου x πραγματικός αριθμός. 

     α. Να αποδείξετε ότι f '(x)=f(x)+ex–3 

     β. Να βρεθεί το 
[image: image139.wmf]x

2

x0

f'(x)e

lim

xx

®

-

-

  






        

9. Αν f(x)=
[image: image140.wmf]1

4

(x–1)4 και f ′(α)=27, α(R, να βρείτε το α. 



 

10. Να δείξετε τις παρακάτω:

     α) (ημ4x)'=4ημ3xσυνx    β) (ημ4x)'=4συν4x     γ) (ln(x2+1))'=
[image: image141.wmf]2

2x

x1

+

   δ) (ln(ημx))'=σφx
13η ώρα

1.3 Εφαπτομένη καμπύλης. (1η ώρα)
Υπενθυμίσεις:

1. α) Μία ευθεία έχει εξίσωση y=λx+β  Το λ είναι ο συντελεστής διεύθυνσης  

         και ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα x′x.

         Το β είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της με τον άξονα y′y.

    β) Μία ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει εξίσωση y=λx.
         Οι ευθείες y=x και y=(x είναι οι διχοτόμοι των τεσσάρων γωνιών των αξόνων.
    γ) Δύο ευθείες είναι παράλληλες αν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης.

    δ) Δύο ευθείες είναι κάθετες αν οι συντελεστές διεύθυνσης είναι αντιθετοαντίστροφοι  

          λ1·λ2=(1.

    ε) Μία ευθεία είναι οριζόντια αν έχει λ=0.
    στ) Μία ευθεία κατακόρυφη δεν έχει συντελεστή διεύθυνσης
    ζ) Μια ευθεία σχηματίζει με τον x′x γωνία 135ο αν λ=εφ135ο=(1 
2. H εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο Μ(xο,f(xο)) είναι ε: y=f '(xο)x+β.
Ασκήσεις βιβλίου: 5 (σελ. 27) και 19,   Β: 8 (σελ. 37)
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε την εφαπτομένη των παρακάτω συναρτήσεων στο αντίστοιχο xο.
    α) f(x)=x3, xο=1
β) f(x)=
[image: image142.wmf]x2

+

, xο=2
      γ) f(x)=
[image: image143.wmf]2

x

, xο=1
2. α) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image144.wmf]x

. Να βρείτε την εφαπτομένη της στo xο=4.
     β) Ομοίως την εφαπτομένη της f(x)=
[image: image145.wmf]x1

+

 στο σημείο με τετμημένη 3.
3. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της f(x)=ημx στο xο=π είναι παράλληλη στην x+ψ=0.

4. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image146.wmf]x

x2

e

+

. 

    α. Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0,f(0)).

    β. Να δείξετε ότι f(x)+f '(x)=
[image: image147.wmf]x

1

e

  




           
5. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της συνάρτησης f(x)=x3 στα σημεία Α(1,f(1)) και Β(–1,f(–1)).

    Τι παρατηρείτε;

6. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x)=lnx στο Α(e,1). Τι παρατηρείτε;

7. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
[image: image148.wmf]1

x

, x((0,+∞). Να βρείτε την εφαπτομένη της f  

    στο σημείο Λ(1,1).
8. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image149.wmf]2

1lnx

x

+

, x>0. Να βρείτε την εφαπτομένη της στο σημείο Σ(1,f(1)).

14η ώρα

1.3 Εφαπτομένη καμπύλης. (2η ώρα)
1. Εφαπτομένη από την... ανάποδη. Ξεκινάμε από το σημείο επαφής.
Ασκήσεις βιβλίου: 22,   Β:1, 2, 3 (σελ. 37)
Ασκήσεις:
1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2. Να βρείτε τις εφαπτόμενες:

    α) που είναι παράλληλες στην ευθεία η: y=4x(5. 




     

    β) που είναι κάθετες στην ευθεία η: x(2y+1=0.  




   
    γ) που είναι παράλληλες στον x'x.  





         
    δ) που έχουν κλίση 6.







   
    ε) που σχηματίζουν με τον x'x γωνία 135ο. 





    στ) που διέρχονται από το Α((2,(1) .

2. α) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f(x)=x2 και g(x)=
[image: image150.wmf]2

1

x

2

1

+

 έχουν στο κοινό σημείο τους  

         εφαπτόμενες κάθετες.  

     β) Να δείξετε το ίδιο και για τις συναρτήσεις f(x)=
[image: image151.wmf]1

x

 και g(x)=x2–x+1.

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x2+αx+β με x(R και α, β(R.

      Β1. Να βρεθεί το α, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο που η  

             γραφική παράσταση τέμνει τον y(y σχηματίζει με τον x(x γωνία 45ο.

      Β2. Αν α=1 και 
[image: image152.wmf]x1

f(x)x

lim

x1

®-

+b

+

=6, να βρεθεί το β.  

4. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α(1,2) και είναι παράλληλη στην  

    εφαπτομένη της f(x)=x2 στο σημείο με x0=–1.

5. Να βρείτε το α ώστε η εφαπτομένη της f(x)=x3+αx στο xο=0  να σχηματίζει με τον άξονα  

    x'x γωνία 135ο.
6. Έστω η συνάρτηση f(x)=(x–1)ex+1. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x) στο x=xο, όπου  

      f ''(xο)=0.         
7.  Να βρείτε τα σημεία στα οποία οι εφαπτόμενες των παρακάτω συναρτήσεων 
    είναι παράλληλες στον άξονα x'x:  α) f(x)=x+
[image: image153.wmf]4

x

     β) g(x)=
[image: image154.wmf]x

e

x

      γ) h(x)=
[image: image155.wmf]x

1

x

2

+


8. Να βρείτε τα σημεία της f(x)=x3–3x+5, στα οποία η εφαπτόμενη είναι:

      i) Παράλληλη στην y=9x+1    
     ii) Κάθετη στην y=–x.

9. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x)=–x2, που διέρχεται από το Μ(1,0).             
10. Να βρείτε το σημείο στο οποίο η εφαπτομένη της καμπύλης f(x)=2x2–3 σχηματίζει με τον  

      x'x γωνία 45°. Να βρείτε την εφαπτομένη στο σημείο αυτό. 

11. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=xlnx+k, x>0, όπου k ακέραιος με k>1 και την εφαπτομένη (ε)  

      της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (1,f(1)), η οποία σχηματίζει με τους άξονες  

      τρίγωνο εμβαδού E, με E<2. Να αποδείξετε ότι k=2.

15η ώρα

1.3 Ταχύτητα κινητού.

1. Όταν η συνάρτηση θέσης ενός κινητού είναι s(t) τότε:

      α) Η στιγμιαία ταχύτητα είναι υ(t)=s'(t).
      β) Η επιτάχυνση είναι α(t)=υ'(t)=s''(t).
      γ) Η μέση ταχύτητα του κινητού σε ένα διάστημα [t1,t2] είναι 
[image: image156.wmf]21
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2. Να γίνουν οι εφαρμογές στις σελίδες 24 και 34.
Ασκήσεις βιβλίου: Β:4, 10 (σελίδα 38)
Ασκήσεις:
1. Ένα σώμα κινείται πάνω σε ευθεία και η θέση του κάθε χρονική στιγμή  δίνεται από 
    τη συνάρτηση S(t)=t4–8t3+18t2–16t+160 (σε m). 
     α) Να βρείτε τη θέση όταν t=1sec.

     β) Να βρείτε τη ταχύτητα και την επιτάχυνση όταν t=1sec.

                      

     γ) Πότε το σώμα είναι ακίνητο;  






            

     δ) Πότε κινείται δεξιά και πότε αριστερά;  



       

     ε) Πότε η ταχύτητα αυξάνεται και πότε ελαττώνεται; 

        

2. Ένα σώμα αφήνεται να πέσει τη στιγμή t=0 από ύψος 125m. Να βρείτε:
     α) Την χρονική στιγμή που θα πέσει στο έδαφος.                                                                

     β) Την ταχύτητα τη στιγμή αυτή. Υπόψη (S=
[image: image157.wmf]2
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, g=10m/sec2).                          

3. Ένα σώμα κινείται πάνω σε ευθεία και η θέση του κάθε χρονική στιγμή t(0 (sec) δίνεται  

     από τη συνάρτηση S(t)=t3 –9t2+15t+1 (m).

     α) Να βρείτε την ταχύτητα του σώματος κάθε χρονική στιγμή t.

     β) Ποιες στιγμές το σώμα είναι ακίνητο; Ποια είναι η επιτάχυνση τις στιγμές αυτές; 
4. Ένα ελικόπτερο πετάει πάνω από οριζόντιο έδαφος  και η απόστασή του από το έδαφος  

     δίνεται από την συνάρτηση f(t)=–t3+6t2–6t+5 όπου t σε min και το ύψος f(t) σε km.

     α) Σε ποιο ύψος βρίσκεται αν t=0;  

     β) Σε ποιο ύψος βρίσκεται αν t=2;

     γ) Να βρείτε την μέση ταχύτητα στο χρονικό διάστημα [1,2].  


    

     δ) Να βρείτε την ταχύτητα όταν t=1 min. 





    
     ε) Να βρείτε τον συνολικό χρόνο πτήσης του ελικοπτέρου. 



 
5. Η θέση ενός υλικού σημείου που κινείται σε κατακόρυφο άξονα δίνεται από τον τύπο  

     y(t)=3ημ2t, x([0,2π)
    α) Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του σημείου ως συνάρτηση του t.

    β) Να δείξετε ότι η επιτάχυνση είναι ανάλογη της απομάκρυνσης y.

    γ) Να δείξετε ότι όταν η επιτάχυνση είναι 0, το μέτρο της ταχύτητας είναι μέγιστο.              
16η ώρα

1.3 Ρυθμός μεταβολής. (Να γίνουν 2 ώρες).

1. Ρυθμός μεταβολής σημαίνει παράγωγος.

Ασκήσεις βιβλίου: 3, 4 (σελίδα 26)  20, 21 (σελίδα 37) 
Ασκήσεις:
1. Η αξία ενός υπολογιστή μετά από t
[image: image158.wmf]1
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 χρόνια χρήσης είναι A(t)=
[image: image159.wmf]11
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 χιλιάδες €.  

    α) Ποια θα είναι η αξία του μετά 5 χρόνια; 


                                       

    β) Ποιος θα είναι ο ρυθμός μεταβολής (ρ.μ.) της αξίας ως προς τον χρόνο;                    
2. Ένα  ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει πλευρές με μήκη x και 2x+1. Να βρείτε τον ρ.μ. του  

    εμβαδού του ως προς x όταν x=10.





                          

3. Ένα ορθογώνιο έχει διαστάσεις α=4t2 και β=t+3. Να βρείτε τον ρ.μ. του εμβαδού την στιγμή   

    που είναι τετράγωνο. 
4. Ο πληθυσμός ενός οικισμού προβλέπεται ότι μετά t χρόνια θα είναι Ρ(t)=
[image: image160.wmf]t

 χιλιάδες.       

     α) Ποιος θα είναι ο πληθυσμός μετά 3 χρόνια ή μετά 16 χρόνια;

     β) Ποιος είναι ο ρ.μ. μετά 16 χρόνια;

5. Το κόστος παραγωγής Κ(x) και η τιμή πώλησης Π(x), x μονάδων ενός προϊόντος δίνονται  

    αντιστοίχως από τις συναρτήσεις K(x)=1/3x3–20x2+600x+1000 και Π(x)=420x. Να βρείτε  

    πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους Ρ(x) είναι θετικός.              
6. Ένα σημείο Α βρίσκεται στην συνάρτηση f(x)=ex και ένα σημείο Β πάνω στην g(x)=
[image: image161.wmf]e

x

, x>0.

    α) Να βρείτε την κατακόρυφη απόσταση (ΑΒ)

    β) Να βρείτε τον ρ.μ. της απόστασης όταν x=
[image: image163.wmf]e

.  




  
7.  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image164.wmf]2
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    α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της.

    β) Να δείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής της f, όταν x=3, ισούται με 3
[image: image165.wmf]2
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8. To σημείο Δ βρίσκεται πάνω στην συνάρτηση f(x)=
[image: image166.wmf]1

x

. 
    α) Να εκφράσετε το εμβαδόν του ΑΒΓΔ συναρτήσει του x.

    β) Να βρείτε τον ρ.μ. όταν x=2.                                                     
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9. Ένα σημείο M κινείται πάνω στην καμπύλη y=x2.                      
     α) Να δείξετε ότι η απόστασή του από το Α(1,0) δίνεται από                

        την συνάρτηση ΑΜ=

     β) Να βρείτε τον ρ.μ. της ΑΜ όταν το σημείο βρίσκεται στο Β(–1,1)

         και όταν βρίσκεται στο Ο. 
                               
10. Σε σύστημα αξόνων Oxy δίνονται τα σημεία Α(0,2ex) και Β(e2x+1,0). Να βρείτε τον ρ.μ. του  

      εμβαδού του ΟΑΒ την στιγμή που είναι ισοσκελές. 
17η ώρα

1.4 Μονοτονία συνάρτησης- Τοπικά ακρότατα. (Να γίνουν 2 ώρες).

1. Πότε μία συνάρτηση είναι αύξουσα και πότε φθίνουσα..
2. Πότε μία συνάρτηση παρουσιάζει ακρότατα.

3. Να γίνουν οι εφαρμογές.

4. Αν το σημείο Μ(α,β) είναι ακρότατο μιας συνάρτησης f, πρέπει f(α)=β και f '(α)=0 

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3  
Ασκήσεις:
1. Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα των συναρτήσεων:

    α) f(x)=4x2–16x+3             β) f(x)=
[image: image170.wmf]43
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            γ) f(x)=x+
[image: image171.wmf]1
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          δ) f(x)=x
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    ε) f(x)=xex–x2–2x              στ) f(x)=x2·ex                         ζ) f(x)=x–1–lnx   
    η) f(x)= x3–3x2+3x+1       θ) f(x)=3x5–5x3+8   
          ι) f(x)=ex–x            ια) f(x)=
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    ιβ) f(x)=
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             ιγ) f(x)=
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          ιδ) f(x)=
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           ιε) f(x)= 
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2. Η παράγωγος μιας συνάρτησης είναι  f '(x)=3(x–1)3·(x–2)2·(3–x). Να μελετηθεί ως προς τα  

    ακρότατα.







                       

3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αlnx+βx2+5. Nα βρείτε τα α,β αν το σημείο Μ(1,6) είναι  

    ακρότατο της συνάρτησης.  





                 

4. α. Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=
[image: image178.wmf]x
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    β. Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0,f(0)).

5. α) Να δείξετε ότι η f(x)=x3–3x+α είναι γνησίως φθίνουσα στο [–1, 1]

    β) Να δείξετε ότι η f(x)=ex–1+ln(x+1) είναι γνησίως αύξουσα. 

6. Να βρείτε τα α, β ώστε η συνάρτηση f(x)=αx3+βx2–3x+1 να παρουσιάζει ακρότατα στα  

    x1=–1 και x2=1. Να βρείτε το είδος των ακρότατων.
7. α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=x3+5x+6 δεν έχει ακρότατα.

    β) Σε ποιο σημείο της f η εφαπτομένη έχει ελάχιστο συντελεστή διεύθυνσης;  

  

    γ) Να βρείτε το 
[image: image179.wmf]x1
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8. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2ex(2x–3), x(R. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη  

    μονοτονία και τα ακρότατα
9. Δίνεται η συνάρτηση f:R→R με τύπο: f(x)=x3−αx2+βx+γ, α, β, γ(R.

    Β1. Να υπολογίσετε το γ, αν είναι γνωστό ότι γ=
[image: image180.wmf]2
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    Β2. Να υπολογίσετε τα α,β(R αν οι εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης της f, στα σημεία  

          με τετμημένες 1 και 1/3 είναι παράλληλες στον άξονα x'x. 

   Β3. Για α=2, β=1 και γ=36 να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
18η ώρα

1.4 Προβλήματα με ακρότατα. 

Ασκήσεις βιβλίου: 4, 5, 6, 7, 8, 10  Β: 3, 4, 5, 8  Γ: 2, 3
Ασκήσεις:
1. Ποιο σημείο της ευθείας y=3x+4 είναι πλησιέστερο στην αρχή των αξόνων;

2. Με συρματόπλεγμα μήκους 80m θέλουμε να περιφράξουμε ορθογώνιο οικόπεδο. 
    Να  βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου με το μεγαλύτερο εμβαδόν.

3. Το κόστος παραγωγής x μονάδων ενός προϊόντος  είναι  Κ(x)=
[image: image181.wmf]1
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x3–20x2+600x+1000  

    χιλιάδες € με 0≤x≤105. Η είσπραξη από την πώληση x μονάδων είναι Ε(x)=420x–2x2   

      χιλιάδες €. Να βρείτε την ημερήσια παραγωγή για μέγιστο κέρδος.       

4. Η τιμή πώλησης κάθε μονάδας προϊόντος δίνεται από τον τύπο 400–6x. Το κόστος  

    παραγωγής μιας μονάδας είναι 40 €. Αν η βιομηχανία πληρώνει φόρο 12 € για κάθε μονάδα,  

    να βρείτε: 

      α) Την συνάρτηση κέρδους 

      β) Πόσες μονάδες πρέπει να παράγονται για μέγιστο κέρδος;  
                                   

5. Ένα τουριστικό λεωφορείο έχει να διανύσει απόσταση 500 Km με σταθερή ταχύτητα 

      x Km την ώρα με μέγιστη ταχύτητα 90 Km την ώρα. Τα καύσιμα κοστίζουν 0,8 € το λίτρο,  

      η ωριαία κατανάλωση είναι 
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 λίτρα και η αμοιβή του οδηγού είναι 20 € την ώρα.  

      α) Να δείξετε ότι το συνολικό κόστος είναι K(x)=
[image: image183.wmf]x
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, 0<x≤90.   

      β) Να βρείτε την ταχύτητα για ελάχιστο κόστος. 

6. Για την περίφραξη ενός ορθογωνίου οικοπέδου με εμβαδόν 400 m2 και διαστάσεις x,y  

    δαπανήθηκαν 48 € ανά μέτρο για τις πλευρές x και 12 € ανά μέτρο για τις y. 
      i) Να δείξετε ότι το συνολικό κόστος δίνεται από την σχέση k(x)=96x+
[image: image184.wmf]x
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     ii) Να βρείτε τα x,y  όταν το κόστος είναι ελάχιστο.
     iii) Να βρείτε το ελάχιστο κόστος.     

7. Μια τουριστική επιχείρηση οργανώνει εκδρομές με λεωφορεία των 50 θέσεων. Όταν οι   

    επιβάτες είναι ακριβώς 30 η εταιρεία ζητά 50 € κατά άτομο. Για να αυξήσει τους επιβάτες η  

    εταιρεία κάνει την εξής προσφορά: Για κάθε επιπλέον επιβάτη μειώνεται κατά 1 € η χρέωση  

    κάθε άλλου επιβάτη. Να βρείτε το πλήθος των επιπλέον επιβατών για μέγιστα έσοδα.     

8. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
[image: image185.wmf]1
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   α. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της f στο σημείο Λ(1,1).
   β. Από τυχαίο σημείο Μ(x,y) της γραφικής παράστασης της f φέρνουμε παράλληλες ευθείες  

      προς τους άξονες x′x και y′y οι οποίες σχηματίζουν με τους ημιάξονες Οx, Oy ορθογώνιο  

      παραλληλόγραμμο. Να βρεθούν οι συντεταγμένες του σημείου Μ, ώστε η περίμετρος του  

      ορθογωνίου παραλληλογράμμου να είναι ελάχιστη.  
19η ώρα

2.1 Στατιστική- Βασικές έννοιες.

2.2 Πίνακες κατανομής συχνοτήτων. 

1. Είναι η επιστήμη που συλλέγει και επεξεργάζεται τις πληροφορίες.

2. Το σύνολο που εξετάζουμε λέγεται πληθυσμός.

3.Τα στοιχεία του πληθυσμού λέγονται άτομα.

4. Αυτό που εξετάζουμε στον πληθυσμό λέγεται μεταβλητή. Διακρίνονται σε ποσοτικές και σε 

   ποιοτικές και αυτές σε διακριτές και σε συνεχείς.

5. Τα αποτελέσματα της μέτρησης λέγονται παρατηρήσεις της μεταβλητής και το πλήθος των

    παρατηρήσεων είναι οι τιμές.

6. Αν μετρήσουμε όλα τα άτομα του πληθυσμού κάνουμε απογραφή, ενώ αν μετρήσουμε

    ένα μέρος του πληθυσμού, κάνουμε δειγματοληψία.

7. Τα αποτελέσματα της μέτρησης τα παριστάνουμε με διάφορες γραφικές παραστάσεις.
8. Πίνακες κατανομής συχνοτήτων. 

Ασκήσεις βιβλίου: 1. 2. 3. 4 (σελίδα 61) και 1α (σελίδα 78)
Ασκήσεις:
1. Οι ώρες που παρακολουθούν τηλεόραση 30 μαθητές είναι:

     3  3  2  1  5  3  4  4  5  4  3  2  6  4  0  3  1  5  2  2 0  3  4  2  3  4  4  3  2  3


     Να γίνει ο πίνακας κατανομής συχνοτήτων 

2. Η συνδρομή των μαθητών μιας τάξης στο ταμείο της τάξης είναι:

    
12  10  15  10  14  20  20  15 
17  16  20  15  10  12  15  20


15  11  10  16  17  14  17  12 
10  15  14  20  17  10  15  15

      Να γίνει ο πίνακας κατανομής συχνοτήτων

3. Οι συχνότητες μιας μεταβλητής με k=3 δίνονται από την σχέση νi=2i2–i. Να κατασκευάσετε  

    τον πίνακα συχνοτήτων.
	xi
	vi

	x1
	

	x2
	

	x3
	

	Σύνολο
	12


4. Αν στο διπλανό σχήμα  ισχύει 
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    να συμπληρώσετε τον πίνακα.
20η ώρα

2.2 Πίνακες κατανομής συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων
1. ν1+ν2+...+νκ=ν
2. fi=
[image: image187.wmf]i
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, όπου 0(fi(1 και  f1+f2+...+fκ=1.  Χρησιμοποιείται και η fi%.

3. Το ζεύγος (xi, vi) αποτελεί την κατανομή συχνοτήτων και το ζεύγος (xi, fi) αποτελεί την  

    κατανομή σχετικών συχνοτήτων.

4. Να γίνει ερμηνεία των εκφράσεων: "τουλάχιστον", "το πολύ", "ακριβώς",...
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 
Ασκήσεις:

1. Έστω x1, x2, x3 οι τιμές μιας μεταβλητής Χ ως προς την οποία εξετάζουμε ένα δείγμα  

    μεγέθους ν. 

       α) Αν νi=i2+2i, i=1,2,3 να βρείτε το ν.

       β) Αν fi=
[image: image188.wmf]2

1

i1

-

, i=2,3 να βρείτε την f1.
2. Να συμπληρώσετε τους παρακάτω πίνακες. Η παρατήρηση "4 παιδιά" έχει την ίδια  

    συχνότητα. Έχει και την ίδια βαρύτητα; 
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3. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα και γίνει το διάγραμμα και πολύγωνο 
	Αρ. παιδιών

xi
	Οικογένειες

νi
	fi
	fi%

	 0
	9
	
	

	1
	9
	
	

	2
	16
	
	

	3
	5
	
	

	4
	1
	
	

	
	       ν=
	
	


   συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.

   α) Πόσες οικογένειες έχουν μέχρι 2 παιδιά;
   β) Πόσες έχουν 1 έως και 3 παιδιά;
   γ) Πόσες έχουν τουλάχιστον 3 παιδιά;
4. Να συμπληρώσετε τον πίνακα. 

	xi
	vi
	fi
	fi%

	 x1
	
	
	4

	x2
	18
	
	

	x3
	
	
	

	x4
	10
	0,2
	

	x5
	
	0,16
	

	Σύνολο
	
	
	


21η ώρα

2.2 Αθροιστικές συχνότητες.
1. Οι αθροιστικές συχνότητες Ni εκφράζουν το πλήθος των παρατηρήσεων που είναι μικρότερες  

    ή ίσες της τιμής xi. Ισχύει νκ=Νκ(Νκ(1 και Νκ=ν.
2. Οι αθροιστικές σχετικές συχνότητες Fi εκφράζουν το ποσοστό των παρατηρήσεων που είναι  

    μικρότερες  ή ίσες της τιμής xi. Ισχύει fκ=Fκ(Fκ(1 και Fκ=1.
Ασκήσεις βιβλίου: 5,  8,  12 
Ασκήσεις:

1. Να συμπληρώσετε τους πίνακες.
	xi
	νi
	fi
	Ni
	αi

	 x1
	30
	
	
	

	x2
	
	
	
	900

	x3
	
	
	100
	

	x4
	60
	
	
	1080

	x5
	
	
	
	

	Σύνολα
	ν=
	
	
	

	xi
	vi  
	fi
	Ni
	Fi
	fi%
	Fi%

	1
	8
	0,20
	
	
	
	

	2
	
	
	
	0,25
	
	

	3
	
	
	
	
	5
	

	4
	4
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	
	62,5

	6
	
	
	
	
	
	

	Σύνολο
	
	
	
	
	
	


2. Το μορφωτικό επίπεδο των εργαζομένων μιας επιχείρησης που αποτελείται από 400 άτομα  

    κατανέμεται ως εξής: 

    α) Στοιχειώδους εκπαίδευσης είναι το 25% των εργαζομένων.

    β) Η γωνία του κυκλικού τομέα για τους έχοντας μεταπτυχιακό είναι 180.

    γ) Οι απόφοιτοι Λυκείου είναι εξαπλάσιοι από τους πτυχιούχους πανεπιστημίου.

        1) Να υπολογίσετε τους εργαζόμενους κάθε κατηγορίας.

        2) Να γίνει πίνακας vi, fi%, Ni, Fi%.

3. Η βαθμολογία μιας ομάδας φοιτητών σε ένα διαγώνισμα είναι 4, 5, 6, 7, 8.

    Το 80% έχει βαθμό τουλάχιστον 5.

     • Αυτοί που έχουν πάρει 4 είναι διπλάσιοι από αυτούς που έχουν 8.

     • 21 φοιτητές έχουν βαθμό κάτω από 6.

     • 24 φοιτητές έχουν βαθμό πάνω από 6.

     • Το 55% έχει βαθμό 6 ή 7.

    Να γίνει ο πίνακας νi, Ni, fi%, Ni%.   
22η ώρα

2.2 Γραφικές παραστάσεις στατιστικών δεδομένων.
1. α) Ραβδόγραμμα,   β) Διάγραμμα     γ) Κυκλικό διάγραμμα   δ) Σημειόγραμμα   

    ε) Χρονόγραμμα.   
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Ο ελεύθερος χρόνος 40 μαθητών φαίνεται στο παρακάτω πίνακα. Να γίνει το ραβδόγραμμα.
	Διασκέδαση
	Τηλεόραση
	Αθλητισμός
	Υπολογιστές
	Διάβασμα

	18
	12
	5
	3
	2


2. Τα χωριά από τα οποία έρχονται οι μαθητές της  Α' Λυκείου φαίνονται στο παρακάτω πίνακα:

    Να γίνει το ραβδόγραμμα.

	Χωριό
	Αγ. Παντ
	Αετός
	Αμύνταιο
	Ξ. Νερό
	Πεδινό
	Φιλώτας

	Μαθητές
	11
	8
	12
	2
	2
	5


	Αρ. Παιδιών
	0
	1
	2
	3
	4

	Οικογένειες
	9
	9
	16
	5
	1


3. Να γίνει το διάγραμμα, το πολύγωνο  

    συχνοτήτων και το κυκλικό διάγραμμα στο 

    διπλανό σχήμα.

	Λάθη
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Μαθητές
	10
	22
	23
	15
	6
	3
	1


4. Ένα κείμενο υπαγορεύτηκε σε 80 μαθητές  και τα  

      λάθη που έκαναν φαίνονται στον πίνακα. Να γίνει  

      διάγραμμα και πολύγωνο συχνοτήτων.

5. Ένας μαθητής κατανέμει ένα εικοσιτετράωρο για τις ανάγκες του ως εξής: Για ύπνο 9  

    ώρες, για σχολείο 6 ώρες, για αθλητισμό – διασκέδαση 4 ώρες και για διάβασμα 5 ώρες.  

    Να γίνει το ανάλογο κυκλικό διάγραμμα.

6. Η συνδρομή των μαθητών μιας τάξης στο ταμείο της τάξης είναι:


12  10  15  10  14  20  20  15 
17  16  20  15  10  12  15  20


15  11  10  16  17  14  17  12 
10  15  14  20  17  10  15  15

      Να γίνει ο πίνακας κατανομής συχνοτήτων και το πολύγωνο συχνοτήτων.

23η ώρα

2.2 Ομαδοποίηση παρατηρήσεων.
1. Ομαδοποίηση κάνουνε ότι οι παρατηρήσεις είναι πολλές και διαφορετικές μεταξύ τους.
2. Κλάσεις [α,β),  όρια κλάσεων τα α και β,  κεντρικές τιμές x=
[image: image189.wmf]2

a+b

, πλάτος κλάσης β(α,  

    εύρος 
3. Ιστόγραμμα, πολύγωνο συχνοτήτων.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Στις εξετάσεις ενός μαθήματος έλαβαν μέρος 40 φοιτητές. Οι 12 βαθμολογήθηκαν με  

    βαθμό κάτω από 4 και οι 4 με βαθμό κάτω του 2. Το 40% πήρε βαθμό μεγαλύτερο ή ίσο  

    του 4 αλλά μικρότερο του 6. Η γωνία του κυκλικού τομέα του αντίστοιχου κυκλικού 
    διαγράμματος για αυτούς που πήραν βαθμό μεγαλύτερο ή ίσο του 8 είναι 360 . Αν η 
    κλίμακα βαθμολογίας είναι 0–10 με βάση το 5: 
        α) Να κατασκευάσετε τους πίνακες νi, fi, Ni, Fi  
        β) Πόσοι φοιτητές πέρασαν το μάθημα;     



    
2. Στον διπλανό πίνακα φαίνονται οι              [image: image319.png]



    βαθμολογίες των μαθητών ενός τμήματος.  

     α) Να βρείτε πόσοι είναι οι μαθητές.


     β) Να βρείτε πόσοι έχουν βαθμό από

         40 μόρια και πάνω.

     γ) Να κατασκευάσετε πίνακα  συχνοτήτων.                    

3. Στα σχολεία ενός Δήμου υπηρετούν 100 εκπαιδευτικοί. Ο συνολικός χρόνος υπηρεσίας  

    τους δίνεται από τον παρακάτω πίνακα (σχήμα 1):

    A. Πόσοι εκπαιδευτικοί έχουν τουλάχιστον 15 χρόνια υπηρεσίας;

    Β. Με την προϋπόθεση ότι κάθε εκπαιδευτικός θα συνταξιοδοτηθεί όταν συμπληρώσει 35  

    χρόνια: i) πόσοι εκπαιδευτικοί θα συνταξιοδοτηθούν στα επόμενα 12,5 χρόνια; Να  

    δικαιολογηθεί  η απάντηση.  
       ii) Πόσοι εκπαιδευτικοί πρέπει να προσληφθούν στα επόμενα 5 χρόνια ώστε ο αριθμός  

             τους να παραμείνει ο ίδιος;                                                          
	Χρ. υπηρεσίας

           [ – )
	Σχ. συχνότητα

             fi %

	0 – 5
	10

	5 –10
	15

	10–15
	12

	15–20
	15

	20–25
	18

	25–30
	18

	30–35
	12

	Ηλικία

(χρόνια)
	vi

	[16,20)
	2

	[20,24)
	7

	[24,28)
	14

	[28,32)
	8

	[32,36)
	6

	[36,40)
	3




     σχ. 1


          σχ. 2

4. Στον παραπάνω πίνακα (σχήμα 2) φαίνονται οι ηλικίες οδηγών κούρσας.

    Να κατασκευάσετε ένα πίνακα συχνοτήτων, σχετικών συχνοτήτων, αθροιστικών    

    σχετικών συχνοτήτων. α) Πόσοι είναι οι οδηγοί;   β) Πόσοι είναι λιγότερο των 28 ετών;

    γ) Πόσοι είναι μεγαλύτεροι των 27 ετών;      



                 

24η ώρα

2.2 Ομαδοποίηση παρατηρήσεων.

1. Ιστόγραμμα, αθροιστικών συχνοτήτων. πολύγωνο συχνοτήτων.
2. Εύρεση των κλάσεων.

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

	Ημέρες
	Άτομα

	[7, ...)
	24

	[...,15)
	40

	[...,...)
	48

	[...,...)
	32

	[...,...)
	16

	Σύνολο
	


1. Οι ημέρες διακοπών μιας ομάδας ατόμων φαίνεται στον πίνακα     

    α) Να κατασκευάσετε πίνακα vi, Ni, fi%, Fi%.

    β) Πόσα άτομα έκαναν διακοπές πάνω από 12 ημέρες;
    γ) Τι ποσοστό έκανε διακοπές τουλάχιστον 16 ημέρες;

	Κλάσεις
	Κεντρική

τιμή
	vi
	fi
	Ni
	Fi%

	[30,...)
	
	6
	
	
	

	[...,42)
	
	12
	
	
	

	[...,...)
	
	9
	
	
	

	[...,...)
	
	3
	
	
	

	Σύνολα
	
	
	
	
	


2. α) Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα.

    β) Να κατασκευάσετε το πολύγωνο    

        αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων.

    γ) Να βρείτε την τιμή x κάτω από την οποία         

        βρίσκεται το 40% των παρατηρήσεων.

    δ) Το ποσοστό p των τιμών που είναι μικρότερες  

        της τιμής 45.
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3. Στο διπλανό σχήμα φαίνονται οι μισθοί 200

    εργαζομένων σε μια επιχείρηση, αλλά σβήστηκε 

    το ορθογώνιο της κλάσης [8,12).

    α) Να κατασκευάσετε το ορθογώνιο.

    β) Πόσοι εργαζόμενοι έχουν μισθό πάνω από 1000€;
4. Οι 50 τιμές μιας μεταβλητής  X ομαδοποιήθηκαν σε 5 κλάσεις ίσου πλάτους. Το αντίστοιχο   

    πολύγωνο αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων  Fi% έχει κορυφές τα σημεία A(2,0), B(6,20),  

    Γ(10,36), Δ(14,60), Ε(18,72)  Z(22,100).

    α) Να κατασκευάσετε τον πίνακα κατανομής συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων

    β) Να φτιάξετε το αντίστοιχο κυκλικό διάγραμμα.
5. Σε μία ομαδοποιημένη κατανομή μεγέθους ν=120 στην κλάση [4,12) υπάρχουν 48  

    παρατηρήσεις. Να βρείτε:

    α) Το πλήθος των παρατηρήσεων της παραπάνω κλάσης που είναι μικρότερες του 7.       

    β) Το ποσοστό των παρατηρήσεων που έχουν τιμή από 4 έως 6.                                     
6. Να συμπληρώσετε τους παρακάτω πίνακες

	Κλάσεις
	Κεντρικές τιμές

	...–...
	6

	...–...
	...

	...–...
	...

	...–...
	18

	Κλάσεις
	Κεντρικές τιμές

	...–...
	...

	...–...
	11

	...–...
	...

	17–...
	...

	Κλάσεις
	Κεντρικές τιμές

	5–...
	...

	...–...
	...

	...–23
	...

	...–...
	...


25η ώρα

2.3 Μέση τιμή (1η ώρα)
1. Η έννοια του συμβόλου 
[image: image190.wmf]v
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2. 
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, όταν vi=1.
3. 
[image: image192.wmf]k

ii

i1

1

xxv

v

=

=

å

, όταν νi>1.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 3, 12α, 13, 15α, Β: 3α

Ασκήσεις:
1. Να γράψετε τα αναπτύγματα: 
[image: image193.wmf]43443
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2. Οι αριθμοί x, x+1, x+3, x+11 έχουν μέση τιμή 12. Ποιος είναι ο x;                                 

3. Οι αριθμοί 8, 10, 14, 20 και α έχουν 
[image: image194.wmf]x

=α. Να βρείτε το α.  

                          

4. Η μέση τιμή των παρατηρήσεων 1, 2, 4, 2, 3, 2x, x+2, 3, 4 είναι 5. Να βρείτε το x.
5. Η μέση τιμή 7 διαδοχικών περιττών αριθμών είναι 19. Να βρείτε τους αριθμούς.

6.  Για πέντε παρατηρήσεις δίνεται ότι
[image: image195.wmf]4
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=45 και 
[image: image196.wmf]x

=13. Να βρείτε την x5. 
              
7. Η μέση τιμή επτά αριθμών είναι 5. Οι πέντε από αυτούς είναι οι 3, 4, 5, 6, 11. Να βρείτε τους  

     άλλους δύο αν ο ένας είναι διπλάσιος του άλλου.

8. Να βρείτε την μέση τιμή των παρατηρήσεων: 1, 3, 5,...,199.  

9. Να συμπληρώσετε τους πίνακες Σχ. 1 και 2 και να υπολογίσετε την μέση τιμή
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10. Να συμπληρώσετε τον πίνακα (Σχ.3) αν 
[image: image197.wmf]x

=1,5.

11. Να συμπληρώσετε τον πίνακα (Σχ.4) αν 
[image: image198.wmf]x

=3,34. 

	xi
	vi

	0
	8

	1
	12

	2
	16

	3
	15

	4
	

	5
	14

	6
	10

	7
	5


	Κλάσεις
	Κεντρική

τιμή
	vi
	fi
	Ni
	Fi%
	xivi

	[12,...)
	
	6
	
	
	
	

	[...,20)
	
	12
	
	
	
	

	[...,...)
	
	9
	
	
	
	

	[...,...)
	
	3
	
	
	
	

	Σύνολα
	
	
	
	
	
	


                                          Σχ. 5
                         Σχ. 4
12. Να συμπληρώσετε τον πίνακα (Σχ.5) και να  

      εκτιμήσετε την μέση τιμή.
	Ηλικία 
    xi
	Αριθμός
     vi
	xivi

	[8 ,10)
	4
	

	[10,12)
	16
	

	[12,14)
	6
	

	[14,16)
	14
	


13. Σε μια κατασκήνωση υπάρχουν 40 παιδιά των 

      οποίων οι ηλικίες φαίνονται στο σχήμα 1.

      α) Να σχεδιάσετε το ιστόγραμμα συχνοτήτων.  
      β) Να εκτιμήσετε τη μέση ηλικία των παιδιών.

26η ώρα

2.3 Μέση τιμή (2η ώρα)
1. 
[image: image199.wmf]k
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, όταν δίνονται οι σχετικές συχνότητες.

2. 
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, όταν υπάρχουν συντελεστές βαρύτητας.
Ασκήσεις βιβλίου: 7
Ασκήσεις:

1. Το 10% των μελών ενός συλλόγου συνεισέφερε από 40 €  για φιλανθρωπικούς σκοπούς,  

     το 50% συνεισέφερε από 20 € και οι υπόλοιποι από 15 €. Ποια είναι  η μέση τιμή των  

     συνεισφορών των μελών του συλλόγου;


                  

           

	xi
	1
	4
	5
	6
	7

	fi %
	45
	15
	5
	25
	10


2. Να βρείτε την μέση τιμή των τιμών του διπλανού

     πίνακα:
3. Για τον προσδιορισμό του βαθμού ενός μαθητή σε κάθε μάθημα συνυπολογίζονται οι  

     βαθμοί των δύο τετράμηνων με συντελεστή βαρύτητας 1 ο καθένας και ο βαθμός των  

     γραπτών με συντελεστή 2. Ένας μαθητής έχει στα Μαθηματικά βαθμό 13 στο πρώτο  

     τετράμηνο και 15 στο δεύτερο. Ποιο βαθμό πρέπει να πάρει στις γραπτές εξετάσεις ώστε ο  

     τελικός βαθμός να είναι 15; 


	xi
	fi

	55
	0,1

	65
	0,3

	75
	0,2

	85
	0,4


4. α) Να βρείτε την μέση τιμή των τιμών του διπλανού πίνακα.                
     β) Να βρείτε την μέση τιμή των τιμών που είναι μικρότερες του 85.    

27η ώρα

2.3 Μέση τιμή (3η ώρα)
1. Μέση τιμή υποσυνόλων του πληθυσμού.

Ασκήσεις βιβλίου: 5, 8
Ασκήσεις:

1. Η μέση τιμή της ηλικίας των 20 ανδρών μιας επιχείρησης είναι 48 έτη, ενώ η μέση τιμή της  

    ηλικίας των 15 γυναικών είναι 40 έτη. Να βρείτε την  μέση τιμή της ηλικίας όλων των  

    εργαζομένων.

2. Σε μία τάξη 20 μαθητών οι βαθμοί των 5 μαθητών στα Μαθηματικά έχουν μέση τιμή 18,  

    οι βαθμοί των 12 μαθητών έχουν μέση τιμή 15 και οι βαθμοί των υπολοίπων μαθητών   

    έχουν μέση τιμή 12. Ποια είναι η μέση τιμή των βαθμών των 20 μαθητών της τάξης;    
3. Μια σχολική τάξη έχει 12 αγόρια. Στα Μαθηματικά η μέση τιμή των βαθμών των αγοριών  

    είναι 14 ενώ των κοριτσιών είναι 14,875. Αν η μέση τιμή των βαθμών όλων των μαθητών  

    είναι 14,5 να βρείτε πόσα είναι τα κορίτσια της τάξης. 


                           
4. Οι 3 από τους 5 παίκτες μιας ομάδας μπάσκετ έχουν ευστοχία 70% στις ελεύθερες βολές,  

    ενώ οι υπόλοιποι 2 έχουν ευστοχία 80%. Ποια είναι η ευστοχία της ομάδας;
               

5. Ο μέσος όρος της βαθμολογίας των μαθητών μιας τάξης είναι 15,3. Αν φύγουν δύο μαθητές  

    με βαθμούς 17 και 19, ο μέσος όρος γίνεται 15. Πόσους μαθητές είχε η τάξη;                  

6. Η μέση τιμή των μισθών των 100 εργαζόμενων σε μια επιχείρηση είναι 185 €. Η μέση  

    τιμή των μισθών του 45% των εργαζομένων είναι μικρότερη της μέσης τιμής και είναι  

    165 €. Αν οι αποδοχές του 45% αυξηθούν στη μέση τιμή, ποια θα είναι η νέα μέση τιμή;

7. Σε μία αποθήκη υπάρχουν σωλήνες τύπου Α, τύπου Β, τύπου Γ και τύπου Δ σε αναλογία  

    15%, 25%, 45%, 15% αντίστοιχα. Τα μήκη των σωλήνων είναι 2m, 4m, 6m και 8m. Να  

    βρείτε τη μέση τιμή, αν στην αποθήκη υπάρχουν: i) 20 σωλήνες   ii) 40 σωλήνες  iii) δεν  

    γνωρίζουμε πόσοι σωλήνες υπάρχουν.
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8. Στον διπλανό πίνακα φαίνονται οι

     βαθμολογίες των μαθητών ενός τμήματος.  

     α. Να βρείτε πόσοι είναι οι μαθητές.


     β. Να βρείτε πόσοι έχουν βαθμό από

         40 μόρια και πάνω.

     γ. Να κατασκευάσετε πίνακα  συχνοτήτων
          και να υπολογίσετε τη μέση τιμή.   
9. Η μέση τιμή ν παρατηρήσεων είναι 15. Αν η μικρότερη παρατήρηση είναι 10, πόσο πρέπει  

      να την αυξήσουμε ώστε η μέση τιμή να γίνει 18;




                

28η ώρα

2.3 Διάμεσος. 

1. Ορισμός της διαμέσου.

2. Διάμεσος σε ομαδοποιημένα δεδομένα, από το ιστόγραμμα Fi%.

Ασκήσεις βιβλίου: 9, 10α,β 11, 12α,γ,  15α, 18 
Ασκήσεις:

	Δωμάτια xi
	vi
	vixi

	1
	
	

	2
	
	30

	3
	
	

	4
	
	20

	Σύνολο
	ν=50
	


1. Οι οικογένειες των υπαλλήλων μιας επιχείρησης 

    έχουν κατά μέσο όρο 
[image: image201.wmf]x

=2,4 δωμάτια. Να  

    συμπληρώσετε τον διπλανό πίνακα και να βρείτε τη  

    διάμεσο.                   

2. Οι μισθοί των υπαλλήλων μιας επιχείρησης σε € είναι : 580, 580, 580, 600, 622, 630, 600,  

   1100, 700, 1000, 620. Να βρείτε α) Την μέση τιμή.  β) Την διάμεσο. Ποιο μέτρο θέσης  

   είναι δικαιότερο;   





                                        
3. Μεταξύ 50 δρομέων 400 μέτρων οι 12 έκαναν χρόνο κάτω από 51 sec, οι 20 έκαναν χρόνο  

    κάτω από 52 sec, οι 30 έκαναν χρόνο κάτω από 53 sec και οι 44 έκαναν χρόνο κάτω από  

    54 sec. Αν οι χρόνοι κυμάνθηκαν από 50 έως 55 sec τότε:

     α) Να παραστήσετε τα δεδομένα με πίνακα

     β) Να υπολογίσετε την μέση τιμή και διάμεσο.                                             
     γ) Αν προκρίνεται το 16% των αθλητών τότε ποιο χρόνο το πολύ πρέπει να κάνει ένας

         δρομέας για να προκριθεί;    

4. Να βρείτε τη διάμεσο στις παρακάτω κατανομές:

	Κλάσεις
	fi%

	[0,3)
	15

	[3,6)
	35

	[6,9)
	40

	[9,12)
	10


	Κλάσεις
	fi%

	[1,3)
	10

	[3,5)
	20

	[5,7)
	40

	[7,9)
	30


5. Να βρείτε τη διάμεσο του δείγματος από τα παρακάτω πολύγωνα αθροιστικών συχνοτήτων.
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	Θερμοκρασίες
	vi

	18
	1

	19
	α

	20
	6

	21
	7

	22
	3

	Σύνολο
	


6. Στον διπλανό πίνακα φαίνονται οι μέγιστες   

     θερμοκρασίες τον μήνα Μάιο μιας πόλης.

    Να βρείτε το α και την μέση τιμή αν η 

    διάμεσος είναι 20,5.

	Βιβλία 
	Μαθητές 

	0
	α+4

	1
	5α+8

	2
	4α

	3
	α–1

	4
	2α

	Σύνολο
	50


7. Κατά την αρχή της σχολικής χρονιάς οι 50 μαθητές της  

    τρίτης τάξης ενός Λυκείου ρωτήθηκαν σχετικά με τον  

    αριθμό των βιβλίων που διάβασαν την περίοδο των  

    θερινών διακοπών. Σύμφωνα με τις απαντήσεις που 
    δόθηκαν, συντάχθηκε ο παρακάτω πίνακας:
    α. Να υπολογίσετε την τιμή του α. 
    β. Τη μέση τιμή του αριθμού των βιβλίων που  

        διάβασαν οι μαθητές.
    γ. Τη διάμεσο του αριθμού των βιβλίων που   

        διάβασαν οι μαθητές.                         
	Κλάσεις
	Κεντρικές  

  τιμές  xi
	fi

	[50,60)
	55
	0,1

	[60,70)
	65
	0,3

	[70,80)
	75
	0,2

	[80,90)
	85
	0,4

	Σύνολα
	
	       


8. Δίνεται ο διπλανός πίνακας.                  
    α) Να υπολογίσετε την μέση τιμή όλων των   

        παρατηρήσεων.                                         

    β) Να υπολογίσετε την μέση τιμή των   

        παρατηρήσεων που είναι μικρότερες του 80.                  
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2.3 Εύρος- Διακύμανση- Τυπική απόκλιση. (Να γίνουν 2 ώρες).

1. R=Xmax(Xmin.

2. Να δοθούν οι τύποι της διακύμανσης και οι παραλλαγές των.

3. Τυπική απόκλιση s=
[image: image202.wmf]2

s

. 

Ασκήσεις βιβλίου: 15γi, ii, 19  Β: 2, 5,  Γ: 1, 2, 3 
Ασκήσεις:

1. Δύο μαθητές πήραν τους εξής βαθμούς      Α: 13 ,13, 14, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 17

    Β: 11, 13, 13, 13, 14, 16, 17, 17, 17, 19. Να σχολιάσετε την επίδοση των παραπάνω  

    μαθητών.
                                                                        

2. Να βρείτε την τυπική απόκλιση των αριθμών: 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12
3. Σε μια κατανομή είναι 
[image: image203.wmf]6
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=960 και 
[image: image204.wmf]6
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(xx)

=

-

å

=90 . Να υπολογίσετε την μέση τιμή 
[image: image205.wmf]x

  

     και την τυπική απόκλιση s.                         




      

4.   i) Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα (σχήμα 1).
     ii) Να υπολογίσετε την μέση τιμή και διάμεσο.


                    
    iii) Να δείξετε ότι η διακύμανση είναι s2=0,49.        
	xi
	vi
	fi
	fi%
	Νi
	xivi
	xi2
	xi2vi

	1
	10
	
	
	
	10
	1
	10

	2
	
	
	
	35
	
	4
	

	3
	
	
	
	
	
	9
	

	Σύνολο
	v=50
	1
	100
	
	
	
	

	παιδιά
	οικογένειες
	νixi

	1
	
	α

	2
	
	2β

	3
	5
	15

	Σύνολο
	
	


                                       σχ.  1




                     σχ. 2 

                                                                                                       

5. Ο παραπάνω πίνακας (σχήμα 2) δείχνει τον αριθμό των παιδιών ενός δείγματος 50  

    οικογενειών. Να βρείτε την τυπική απόκλιση αν 
[image: image206.wmf]x

=1,4. 



            

6. Τα βάρη μιας ομάδας πέντε μαθητών είναι: 62, 77, 65, 72, 69 κιλά. 

    α. Να βρείτε το μέσο βάρος, τη διάμεσο, και το εύρος των τιμών των βαρών.
    β. Αν στην ομάδα προστεθεί ένας μαθητής και το μέσο βάρος γίνει 72 κιλά, να βρείτε το  

        βάρος του έκτου μαθητή.  



                
7. Να βρείτε την μέση τιμή την διάμεσο και την τυπική απόκλιση των  πολλαπλασίων του 6 που  

    περιέχονται μεταξύ 10 και 45.
8. Να βρείτε την τυπική απόκλιση στις παρακάτω κατανομές:
	xi
	vi
	xi∙vi
	xi –
[image: image207.wmf]x


	(xi –
[image: image208.wmf]x

)2
	(xi –
[image: image209.wmf]x

)2∙vi

	0
	4
	
	
	
	

	1
	2
	
	
	
	

	2
	4
	
	
	
	

	3
	10
	
	
	
	

	 Σύνολα 
	
	
	
	
	


	Κλάσεις
	Κεντρική

τιμή
	vi
	xi∙vi
	xi –
[image: image210.wmf]x


	(xi –
[image: image211.wmf]x

)2
	(xi –
[image: image212.wmf]x

)2∙vi

	[2 , ...)
	
	6
	
	
	
	

	[... , 6)
	
	2
	
	
	
	

	[... , ...)
	
	8
	
	
	
	

	[... , ...)
	
	4
	
	
	
	

	Σύνολα
	
	ν=  
	
	
	
	


9. Τρεις παρατηρήσεις έχουν διάμεσο 13, εύρος 9 και μέση τιμή 14. Να βρείτε τις τρεις  

     παρατηρήσεις.

	Βάρος σε κιλά
	Fi

	     45 –...
	0,2

	     ... – ...
	0,5

	     ... –...
	

	     ... – 85
	


10. Στον διπλανό πίνακα δίνεται η κατανομή των  αθροιστικών  

      συχνοτήτων του βάρους 80 μαθητών της Γ ' τάξης ενός  

      Λυκείου.

      α. Αν γνωρίζετε ότι η σχετική συχνότητα της  τρίτης κλάσης 

      είναι διπλάσια της σχετικής συχνότητας της πρώτης  

      κλάσης, να βρείτε τις τιμές της αθροιστικής σχετικής  

      συχνότητας που αντιστοιχούν στην τρίτη και τέταρτη  κλάση.                                                          

      β. Να υπολογίσετε την μέση τιμή των παραπάνω δεδομένων.         
11. Ο διάμεσος βαθμός ενός μαθητή σε τρία test ήταν 90, ο μέσος βαθμός ήταν 92 και το  

      εύρος 6. Ποιοι ήταν οι βαθμοί του;



                                       

12. Η μέση τιμή των παρατηρήσεων 1, 2, 4, 2, 3, 2x, x+2, 3, 4 είναι 5. Να βρείτε το εύρος και τη  

      διάμεσο. 
13. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα και να δείξετε ότι η τυπική απόκλιση είναι s=0,6

	Κλάσεις
	xi
	νi
	xi νi
	
[image: image213.wmf]2

i

x


	
[image: image214.wmf]2

i

x

vi

	[0,5, 1,5)
	
	5
	
	
	

	[1,5, 2,5)
	
	30
	
	
	

	2,5, 3,5)
	
	15
	
	
	


14. Ένα σύρμα μήκους λ=5cm κόβεται σε 10 κομμάτια με μήκη λ1, λ2,…λ10. Αν s=
[image: image215.wmf]28,5

 και  

      
[image: image216.wmf]9
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å

=260, να βρείτε την 
[image: image217.wmf]x

 και το λ10. 
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2.3 Κανονική κατανομή.

1. Έχει κωδωνοειδή μορφή.

2. Ισχύει 
[image: image218.wmf]x

=δ.

3. R(6s.
4.                                     
          
[image: image219.wmf]x3s             x-2s             x-s    

         x             x+s             x

+2s             x+3s

-
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  0,15%
    2,35%
     13,5%
   34%
  34%
   13,5%
    2,35%
    0,15%

Ασκήσεις βιβλίου: 17
Ασκήσεις:

1. Η μέση τιμή  μιας κανονικής κατανομής είναι 20  και η τυπική απόκλιση  είναι 3. Να   

    βρείτε το ποσοστό των παρατηρήσεων που είναι μεταξύ:  i) 17 και 23  ii) 14 και 26 

    iii) 11 και 29   iv) 20 και 23  v) 14 και 23.                              

2. Οι ηλικίες των φοιτητών μιας σχολής έχουν μέση τιμή 22 και τυπική απόκλιση 2. Αν οι  

    ηλικίες ακολουθούν την κανονική κατανομή να βρείτε:

    α) το ποσοστό των φοιτητών που είναι τουλάχιστον 20 ετών. 

    β) το ποσοστό των φοιτητών που έχουν ηλικία από 22 έως 24.

    γ) το ποσοστό των φοιτητών που έχουν ηλικία τουλάχιστον 26.               
3. Σε μία κανονική κατανομή το 68% περίπου των παρατηρήσεων παίρνει τιμές στο 

    διάστημα (15,17), όπου τα άκρα ανήκουν στο διάστημα Α={
[image: image220.wmf]x, xs, x2s, x3s

±±±

}. Να  

    βρείτε τα: 
[image: image221.wmf]x

, δ, s, R.
4. Το βάρος ενός δείγματος μαθητών λυκείου ακολουθεί κανονική ή περίπου κανονική  

    κατανομή. Το 50% των μαθητών του δείγματος έχουν βάρος το πολύ 65 Kg, ενώ  

    περίπου το 47,5% αυτών έχουν βάρος από 65 Kg έως 75 Kg.

     α. Να υπολογίσετε τα 
[image: image222.wmf]x

, δ, s, R.

     β. Να υπολογίσετε το ποσοστό των μαθητών, που έχουν βάρος από 55 Kg έως 70 Kg.

     γ. Ο αριθμός των μαθητών του δείγματος αυτού που έχουν βάρος από 55 Kg έως 60 Kg,  

         είναι 27. Να υπολογίσετε το σύνολο των μαθητών του δείγματος.

5. Μια μηχανή παράγει βίδες των οποίων το μήκος ακολουθεί την κανονική κατανομή με  

    μέση τιμή 30 mm και τυπική απόκλιση 2 mm. Μία βίδα θεωρείται ελαττωματική αν έχει  

    μήκος μικρότερο των 24 mm και μεγαλύτερο των 36 mm. Αν στις 8000 βίδες οι 30 είναι  

    ελαττωματικές να εξετάσετε αν η μηχανή έχει βλάβη. 



             
6. Οι χρόνοι σε sec που χρειάστηκαν
 να τρέξουν 400 μαθητές σε μια απόσταση ακολουθούν  

    την κανονική κατανομή. Οι 10 μαθητές έκαναν χρόνο το πολύ 22 sec και 64 μαθητές  

    τουλάχιστον 34 sec. Να βρείτε πόσοι μαθητές έκαναν χρόνο από 26 sec έως 38 sec.        
7. Αν οι παρατηρήσεις μιας μεταβλητής Χ ακολουθούν την κανονική κατανομή, ώστε το  

    2,5% αυτών έχουν τιμές ti <20 και το 16% έχουν τιμές ti >50, τότε

     α. Να βρείτε τα 
[image: image223.wmf]x

, s, R.
                                                                          
     β. Ποιο ποσοστό των παρατηρήσεων παίρνει τιμές στο (20,40);                                 
     γ. Αν το μέγεθος του δείγματος είναι 1000, να βρείτε το 
[image: image224.wmf]2

ii

x
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8. Σε μια κανονική κατανομή το 50% των παρατηρήσεων έχουν τιμή μεγαλύτερη του 20. Το  

    81,5% των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστημα (16,22) 
     α. Να δείξετε ότι 
[image: image225.wmf]x

=20 και s=2.
     β. Να βρείτε το α(Ν, αν είναι γνωστό ότι στο διάστημα (
[image: image226.wmf]x

–α∙s, 
[image: image227.wmf]x

+α∙s) ανήκει το 95%   

         περίπου των παρατηρήσεων. 

9. Τα νούμερα των παπουτσιών 200 μαθητών ενός Λυκείου ακολουθούν την κανονική κατανομή 

    Πέντε μαθητές φορούν παπούτσια με νούμερο τουλάχιστον 43 και 32 μαθητές το πολύ 37. Να  

    βρείτε πόσοι μαθητές φορούν παπούτσια με νούμερο 37 έως 43. 
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2.3 Εφαρμογή 3 (σελ. 99)
1. Αν yi=xi+c τότε 
[image: image228.wmf]y

=
[image: image229.wmf]x

+c και sy=sx.
2. Αν yi=cxi  τότε 
[image: image230.wmf]ycx

=

 και sy=(c(sx.

Ασκήσεις βιβλίου: B: 3, 4
Ασκήσεις:

1. α) Οι παρατηρήσεις xi ενός δείγματος μεγέθους ν έχουν 
[image: image231.wmf]x

=8 και s=3. Αν σε όλες 

        προσθέσουμε τον αριθμό 7 να βρείτε την νέα μέση τιμή και τυπική απόκλιση.

    β) Ομοίως αν τις πολλαπλασιάσουμε επί c=5.

    γ) Ομοίως αν τις αυξήσουμε κατά 20%.

    δ) Ομοίως αν τις πολλαπλασιάσουμε επί c=–5.

    ε) Ομοίως αν yi=3xi–7.

   στ) Ομοίως αν yi=–3xi–2.

2. Οι παρατηρήσεις xi ενός δείγματος μεγέθους ν έχουν 
[image: image232.wmf]x

=7 και s=2. Αν σε όλες τις  

    παρατηρήσεις προσθέσουμε το 3 και μετά πολλαπλασιάσουμε επί 4, να βρείτε την νέα  

    μέση τιμή και τυπική απόκλιση. Τα αποτελέσματα θα είναι τα ίδια αν πρώτα  

    πολλαπλασιάσουμε και μετά προσθέσουμε;

3. Ένα προϊόν πωλείται σε 10 διαφορετικά καταστήματα στις παρακάτω τιμές:

             8      10      13      15      16      18      14      14      9       13

    α) Να υπολογίσετε τη μέση τιμή, τη διάμεσο, την τυπική απόκλιση και το εύρος.

    β) Αν οι τιμές υποστούν έκπτωση 10%, να βρείτε τις νέες τιμές των παραπάνω.

4. Δίνονται οι αριθμοί x+1,   2x+1,   3x+2,   x–2,   3x–7.
    α) Να δείξετε ότι 
[image: image233.wmf]x

=2x–1.

    β) Να δείξετε ότι s2=
[image: image234.wmf]2

5

(2x2–4x+27)
    γ) Να βρείτε το x για το οποίο η διακύμανση παίρνει ελάχιστη τιμή.  


 
    δ) Για την τιμή του x που βρήκατε, να υπολογίσετε την διάμεσο. 


 
5. 'Έστω ένα δείγμα x1, x2, x3,...,xν με μέση τιμή 
[image: image235.wmf]x

 και ένα δείγμα y1, y2, y3,...,yν. Αν
     yi=
[image: image236.wmf]x

xi–4
[image: image237.wmf]x

+4, να δείξετε ότι 
[image: image238.wmf]y0

³


6. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=10s(x2+
[image: image239.wmf]x

(x+11, x(R με 
[image: image240.wmf]x

=10 όπου s η τυπική απόκλιση ενός  

    δείγματος μεγέθους ν. Αν η εφαπτομένη της καμπύλης της f στο Β(–1,f(–1)) είναι παράλληλη  

    στην y=2017 να βρείτε την τυπική απόκλιση:

7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=xlnx+x2–1.
    α) Να βρείτε την εφαπτομένη της στο x=1.
    β) Αν Μ(xi,yi) είναι ν σημεία της εφαπτομένης  με μέση τιμή τετμημένων 
[image: image241.wmf]x

=60 και τυπική  

         απόκλιση sx=20, να βρείτε την μέση τιμή 
[image: image242.wmf]y

 και τυπική απόκλιση sy των τεταγμένων.







                              
8. Οι ημερήσιες θερμοκρασίες σε διάστημα ενός μηνός έχουν 
[image: image243.wmf]x

=25oC και sx=5oC. Να βρείτε  

    την μέση τιμή και τυπική απόκλιση σε βαθμούς Fahrenheit.                  (Υπόψη: F=1,8C+32).
9. Δίνεται η ευθεία ε:y=–2x+4 και τα σημεία Α1(x1,y1), Α2(x2,y2), ...,Αν(xv,yv) με τετμημένες που  

    έχουν μέση τιμή –10 και τυπική απόκλιση 3. Να βρείτε την μέση τιμή και τυπική απόκλιση  

    των τεταγμένων των σημείων.
32η ώρα

2.3 Συντελεστής μεταβολής 

1.  CV=
[image: image244.wmf]s

x

%. 

2. O CV εκφράζεται με ποσοστό. 

3. Οι ποιοτικές κατανομές δεν έχουν CV.

4. Ο τύπος CV ισχύει  και όταν η μέση τιμή είναι αρνητική.

5. Ο CV δεν έχει μονάδα μέτρησης (καθαρός αριθμός).

6. Δεν υπάρχει CV αν η μέση τιμή ισούται με το 0.
7. Ομοιογενές δείγμα αν CV<10%.
Ασκήσεις βιβλίου: Γ: 5
Ασκήσεις:

1. Το δείγμα Α έχει 
[image: image245.wmf]x

=–75 και s=6, ενώ το Β έχει 
[image: image246.wmf]x

=50 και s=8. Να βρείτε ποιο έχει  

     μεγαλύτερη ομοιογένεια.

2. Σε μία κανονική κατανομή το 15,85 % περίπου των παρατηρήσεων παίρνει τιμές στο  

    διάστημα (14,18). Να βρείτε τα: 
[image: image247.wmf]x

, δ, s, CV, R.
3. Οι ηλικίες μιας παρέας φίλων έχουν 
[image: image248.wmf]x

=25 και s=3. Μετά πόσα χρόνια το δείγμα θα είναι  

    ομοιογενές; 









                

4. Σε έρευνα που έγινε στους μαθητές μιας πόλης για το χρόνο που κάνουν να πάνε από το  

    σπίτι στο σχολείο διαπιστώθηκε ότι το 50% περίπου των μαθητών χρειάζεται περισσότερο  

    από 12 λεπτά, ενώ το 16% περίπου χρειάζεται λιγότερο από 10 λεπτά. Υποθέτουμε ότι η  

    κατανομή του χρόνου είναι κατά προσέγγιση κανονική. 

     α) Να βρείτε το μέσο χρόνο διαδρομής των μαθητών και την τυπική απόκλιση.  
     β) Να εξετάσετε αν το δείγμα είναι ομοιογενές. 




         

     γ) Αν οι μαθητές είναι 4000, πόσοι θα κάνουν χρόνο από 14 έως 16 λεπτά;
                  

     δ) Μια μέρα λόγω έργων στο δρόμο κάθε μαθητής καθυστέρησε 5 λεπτά. Να βρείτε πόσο  

         μεταβάλλεται ο συντελεστής μεταβολής;           
            
5. Ένα προϊόν πωλείται σε 10 διαφορετικά καταστήματα στις παρακάτω τιμές: 

        8, 10, 13, 13, 15, 16, 18, 14, 14, 9

    α. Να υπολογίσετε τη μέση τιμή και τη διάμεσο.                                                        

    β. Να υπολογίσετε το εύρος, την τυπική απόκλιση και τον συντ. μεταβολής.        

    γ. Αν οι τιμές του προϊόντος σε όλα τα καταστήματα υποστούν έκπτωση 10%, να  

        εξετάσετε αν θα μεταβληθεί ο συντελεστής μεταβολής.    


              
6. Αν για τη μέση τιμή και τη διακύμανση μιας μεταβλητής ισχύει η σχέση 100s2=4
[image: image249.wmf]2

x

να βρείτε:   

       i) Τον συντελεστή μεταβολής CV. 

      ii) Αν κάθε τιμή της μεταβλητής αυξηθεί κατά 10% ποια θα είναι η νέα τιμή του 

          συντελεστή μεταβολής;  

     iii) Αν κάθε τιμή της μεταβλητής αυξηθεί κατά μια σταθερά c (c>0), να βρείτε τη σχέση  

          που συνδέει τη μέση τιμή 
[image: image250.wmf]x

με τη σταθερά c ώστε το δείγμα να είναι ομοιογενές. (
[image: image251.wmf]x

<c)

7. Ένα σύρμα μήκους 40cm κόβεται σε 10 κομμάτια με μήκη ℓ1, ℓ2,…, ℓ10. Αν 
[image: image252.wmf]10
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=90,  

    να βρείτε τον συντελεστή μεταβολής. 



                                    
8. Σε ένα δείγμα ισχύει ότι 
[image: image253.wmf]x

+4s=0. Να βρείτε τον συντελεστή μεταβολής.

9. Οι παρατηρήσεις xi ενός δείγματος μεγέθους ν έχουν 
[image: image254.wmf]x

=–8 και CV=25%. Αν 
[image: image255.wmf]2
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å

=40  

    να βρείτε το μέγεθος του δείγματος. 



                                   
10. Έστω x1, x2,…,xν οι παρατηρήσεις ενός δείγματος με 
[image: image256.wmf]x

=4 και s=2. Πόσες μονάδες πρέπει να  

    αυξήσουμε καθεμιά παρατήρηση ώστε το δείγμα να γίνει ομοιογενές.                                 

11. Η ευθεία ε:y=4x+ν+6 είναι εφαπτομένη της f(x)=3x2–2x+19 στο σημείο Μ(s,
[image: image257.wmf]x

). Να βρείτε  

     τα s, 
[image: image258.wmf]x

 και ν. Είναι το δείγμα ομοιογενές;                                                    
12. Σε δείγμα 10 παρατηρήσεων x1, x2,...,x10 δίνεται 
[image: image259.wmf]1010

2
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==

åå

. Να εξετάσετε  

     αν το δείγμα είναι ομοιογενές.
33η ώρα

3.1 Επανάληψη στα σύνολα. (Να γίνουν 2 ώρες)
1. Παράσταση συνόλου. (Με αναγραφή, περιγραφή, διάγραμμα).

2. Πράξεις με σύνολα. (Ένωση, τομή, συμπλήρωμα, διαφορά)

3. Βασικό σύνολο, υποσύνολο, κενό σύνολο.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Έστω Α={1,2,3,4}, Β={3, 4, 5}, Γ={7, 8}. Να βρείτε τα σύνολα: A(B,  A(B, (A(B)(Γ,  

    (A(B)(Γ, A–B, B–A.
2. Αν Ω={1, 2, 3,…9} και Α={1, 2, 4, 6, 7 }, Β={1, 2, 5, 8, 9 }, να βρείτε τα σύνολα: Α', Β',  

    (Α')',  A((B(.

3. Να βρείτε τα σκιασμένα σύνολα στα παρακάτω σχήματα:  

   
4.α) Να παραστήσετε γραφικά τα σύνολα: A(B,  A(B,  A–B,  B–A. 
    β) Με διαγράμματα να βρείτε τα σύνολα: (A–B)((A(B), (B–A)((A(B),  

        (A–B)((A(B)((B–A). 

5. Δίνονται τα σύνολα Α={1,2,3,4,5} και Β={2,3,4}

    α) Να παραστήσετε γραφικά τα σύνολα.

    β) Nα βρείτε τα σύνολα A(B, A(B. Τι παρατηρείτε;


6. Από το διπλανό διάγραμμα να υπολογίσετε τα σύνολα:

    Α(Β,  Α(Β,  Α–Β,  Α',  Β',  Α'(Β'      

34η ώρα

3.1 Πείραμα τύχης- Δειγματικός χώρος.

1. Πείραμα αιτιοκρατικό, Πείραμα τύχης.

2. Ο Δειγματικός χώρος Ω.
Ασκήσεις βιβλίου: 1i, 2i, 3i, 4i, 7,  Β:1

Ασκήσεις:

1. Οι Α και Β παίζουν τένις. Νικητής είναι αυτός που θα έχει δύο διαδοχικές νίκες ή  αυτός που  

    θα έχει πρώτος τρεις νίκες. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

2. Τρεις κάρτες είναι αριθμημένες με τους αριθμούς 1, 2, 3. Επιλέγουμε μία- μία με τη σειρά και  

   σταματάμε σε άρτιο αποτέλεσμα. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

3. Ελέγχουμε διάφορα CDs το ένα μετά το άλλο μέχρι να βρούμε ένα ελαττωματικό ή τρία      

    συνεχόμενα καλά. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

4. Δύο κουτιά  Α και Β  περιέχουν χρωματιστές  μπάλες. Το Α  περιέχει 1κόκκινη, 1 άσπρη και 1  

    μπλε. Το Β περιέχει 1κόκκινη, 1μπλε. Επιλέγουμε στην τύχη ένα κουτί και στη συνέχεια μία 
    μπάλα. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

5. Ρίχνουμε ένα νόμισμα μέχρι να φέρουμε δύο φορές  κεφάλι ή τρεις φορές γράμματα. Να  

    γράψετε τον δειγματικό χώρο.

6. Τα εξαρτήματα που παράγει ένα εργοστάσιο ελέγχονται και ταξινομούνται ως κανονικά (Κ),  

    ως ελαττωματικά εμφάνισης (Ε) και ως ελαττωματικά λειτουργίας (Λ). Ο έλεγχος σταματάει  

    όταν βρεθεί ένα ελαττωματικό τύπου (Λ) ή δύο ελαττωματικά τύπου (Ε) ή όταν ελεγχθούν  

    τρία εξαρτήματα. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

35η ώρα

3.1 Ενδεχόμενα.

1. Ενδεχόμενο είναι ένα υποσύνολο του δειγματικού χώρου.

2. Απλό, σύνθετο ενδεχόμενο.

3. Πότε ένα ενδεχόμενο πραγματοποιείται;

4. Βέβαιο και αδύνατο ενδεχόμενο.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 7
Ασκήσεις:

1. Ρίχνουμε ένα νόμισμα τρεις φορές.

    α) Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

    β) Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

         Α: Να φέρουμε ακριβώς δύο φορές γράμματα. 

         Β: Να φέρουμε τουλάχιστον δύο φορές γράμματα. 

         Γ: Να φέρουμε το πολύ δύο φορές γράμματα.

2. Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. 

    α. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο.

    β. Να γράψετε τα ενδεχόμενα :

         Α: Και στις δύο ρίψεις εμφανίζεται άρτιος.

         Β: Ο αριθμός της πρώτης ρίψης είναι μικρότερος της δεύτερης

         Γ: Και στις δύο ρίψεις εμφανίζεται ο ίδιος αριθμός.

         Δ: Το άθροισμα των ρίψεων είναι 8.

3. Μία κάλπη περιέχει τρεις κόκκινες 1,2,3 και δύο άσπρες 4,5 σφαίρες. Παίρνουμε τυχαία δύο 

    σφαίρες ως εξής: 

    α) Συγχρόνως

    β) Τη μία κατόπιν της άλλης χωρίς επανατοποθέτηση  

    γ) Τη μία κατόπιν της άλλης με επανατοποθέτηση. 
         Να βρείτε τα ενδεχόμενα να πάρουμε κάθε φορά δύο κόκκινες σφαίρες;                  




 

4. Μια οικογένεια έχει τρία παιδιά. Να βρείτε τα ενδεχόμενα:

     Α: να είναι τα δύο κορίτσια και το ένα αγόρι.

     Β: να είναι τα δύο πρώτα κορίτσια και το τρίτο αγόρι.

     Γ: να είναι τα δύο πρώτα κορίτσια.

36η ώρα

3.1 Πράξεις με ενδεχόμενα- Ασυμβίβαστα ενδεχόμενα.

1. Παράλληλες εκφράσεις:

    α) Α(Β ( Α τομή Β ( Πραγματοποιείται και το Α και το Β.

    β) Α(Β ( Α ένωση Β ( Πραγματοποιείται το Α ή το Β.

    γ) Α' ( Συμπλήρωμα του Α ( Δεν πραγματοποιείται το Α.

    δ) Α(Β=Α(Β' =Β'(Α' ( Διαφορά του Β από το Α ( Πραγματοποιείται μόνο το Α.
Ασκήσεις βιβλίου:4, 5, 6 
Ασκήσεις:

1. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α: ο μαθητής είναι άριστος στα μαθηματικά και  Β: ο μαθητής είναι  

    άριστος στη φυσική. Να διατυπώσετε τα σύνολα: Α', Α(Β, Α–Β, Α(Β.

2. Να παραστήσετε με διαγράμματα τα ενδεχόμενα:

    α. Πραγματοποιείται το Α ή το Β.            β. Πραγματοποιείται το Α και το Β.

   
    γ. Δεν πραγματοποιείται το Α                  δ. Πραγματοποιείται μόνο το Α ή μόνο το Β.    

     ε. Πραγματοποιείται μόνο το Α              στ. Δεν πραγματοποιείται κανένα από τα Α και Β.


37η ώρα

3.2 Κλασσικός ορισμός της Πιθανότητας. (Να γίνουν 2 ώρες)
1. Ποια ενδεχόμενα λέγονται ισοπίθανα.

2. Ρ(Α)=
[image: image260.wmf]N(A)

N(B)

. Χρησιμοποιείται σε ισοπίθανα ενδεχόμενα.

3. Ρ(Ω)=1 και Ρ(()=0, άρα 0(Ρ(Α)(1. 

4. Να γίνει η εφαρμογή 1/152. Ο πίνακας χρησιμεύει σε πολλές ασκήσεις.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 5
Ασκήσεις:

1. Με βάση το διπλανό σχήμα να υπολογίσετε τις

    πιθανότητες: Ρ(Α), Ρ(Α(B), Ρ(Α(Β), Ρ(Α–Β),

    Ρ(Α(Β)' .

2. Από το σύνολο Ω={1,2,3,…,20} παίρνουμε στην τύχη έναν αριθμό. Ποια είναι η πιθανότητα  

    να διαιρείται με το 3;

3. Ρίχνουμε δύο ζάρια. Ποια είναι η πιθανότητα να φέρουμε άθροισμα 7;

4. Από τα 80 κέρματα που βρέθηκαν σε ένα ηλεκτρονικό παιχνίδι τα 5 είναι κάλπικα.   

    Παίρνουμε ένα στην τύχη. 

     α) Ποια είναι η πιθανότητα να πάρουμε κάλπικο; 

     β) Αν το πετάξουμε ποια είναι η πιθανότητα να είναι και το δεύτερο κάλπικο;

5. Έστω Ω={1,2,3}. Αν πάρουμε έναν αριθμό στην τύχη ποια είναι η πιθανότητα να είναι ρίζα  

   της εξίσωσης x2=5x–6;

6. Μια οικογένεια έχει τρία παιδιά. Ποια είναι η πιθανότητα να είναι τα δύο κορίτσια και το ένα   

    αγόρι; Ποια είναι η πιθανότητα να είναι τα δύο πρώτα κορίτσια και το τρίτο αγόρι; Ποια είναι  

    η πιθανότητα να είναι τα δύο πρώτα κορίτσια;

7. Ένα κιβώτιο έχει 12 λευκούς βώλους, μερικούς κόκκινους και μερικούς πράσινους.  

    Παίρνουμε ένα στη τύχη. Αν Ρ(κ)=
[image: image261.wmf]2

1

και Ρ(π)=
[image: image262.wmf]3

1

πόσους βώλους έχει το κιβώτιο;              

8. Μία κάλπη περιέχει τρεις κόκκινες 1,2,3 και δύο άσπρες 4,5 σφαίρες. Παίρνουμε τυχαία δύο 

   σφαίρες ως εξής:  

   α) Συγχρόνως  

   β) Τη μία κατόπιν της άλλης χωρίς επανατοποθέτηση  

   γ) Τη μία κατόπιν της άλλης με επανατοποθέτηση. 

        Ποια είναι  η πιθανότητα να πάρουμε  κάθε φορά δύο κόκκινες σφαίρες; 

9. Έστω Ω={1,2,…,8} ένας δειγματικός χώρος με ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα και η εξίσωση 

    2x2–4x+λ=0. Εκλέγουμε  τυχαία ένα απλό ενδεχόμενο λ
[image: image263.wmf]Î

Ω. Να βρείτε την πιθανότητα η 

    εξίσωση να μην έχει λύση.   




                                        

10. Μια βιβλιοθήκη περιέχει 6 επιστημονικά (Ε) βιβλία, μερικά λογοτεχνικά (Λ) και μερικά  

     ιστορικά (Ι). Πόσα λογοτεχνικά και ιστορικά υπάρχουν αν Ρ(όχι Ε)=
[image: image264.wmf]5

3

 και Ρ(Ε ή Λ)=
[image: image265.wmf]3

2

   

11. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx3–βx–2.  Ρίχνουμε δύο ζάρια και την πρώτη ένδειξη την  

    αντικαθιστούμε στο α και την δεύτερη στο β. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου η f  

    να έχει ακρότατο στο x0=1.             








12. Έστω Ω={0,1,2,3,4,5} ένας δειγματικός χώρος με ισοπίθανα ενδεχόμενα. Εκλέγουμε ένα 

    απλό ενδεχόμενο λ
[image: image266.wmf]Î

Ω. Αν f(x)=x3–2λx2+λ2x+1+2λ , να βρείτε την πιθανότητα η f να έχει στο  

    Α(1, f(1)) εφαπτομένη παράλληλη στον x'x.

38η ώρα

3.2 Αξιωματικός ορισμός της Πιθανότητας. (Να γίνουν 2 ώρες)
1. Ρ(Α)=
[image: image267.wmf]N(A)

N(B)

. Χρησιμοποιείται και σε μη ισοπίθανα ενδεχόμενα.

2. Πιθανότητα απλού ενδεχομένου Ρ(ωi).

3. Πιθανότητα σύνθετου ενδεχομένου Ρ(Α) και Ρ(()=0.

4. Αν Ω={ω1, ω2, ...,ων} τότε Ρ(ω1)+Ρ(ω2)+...+Ρ(ων)=1=Ρ(Ω).
Ασκήσεις βιβλίου: 4, 6
Ασκήσεις:

1. Έστω ο δειγματικός χώρος Ω={ω1,ω2,ω3,ω4 }. (Να γίνει σχήμα).

    α) Αν Ρ(ω2)=
[image: image268.wmf]3

1

, Ρ(ω3)=
[image: image269.wmf]3

1

 και Ρ(ω4)=
[image: image270.wmf]9

1

 να βρείτε το Ρ(ω1).   

    β) Αν Ρ(ω3)=Ρ(ω4)=
[image: image271.wmf]4

1

 και Ρ(ω1)=2Ρ(ω2), να βρείτε τα Ρ(ω1) και Ρ(ω2).   

    γ) Αν Α={ω2,ω3}, Β={ω2,ω4} και Ρ(Α)=
[image: image272.wmf]3

2

, Ρ(Β)=
[image: image273.wmf]2

1

 και Ρ(ω2)=
[image: image274.wmf]3

1

 να βρείτε το Ρ(ω1).

2. Έστω ο δειγματικός χώρος Ω={ω1,ω2,ω3,ω4 } και τα ενδεχόμενα Α={ω1,ω2,ω3} και 

    Β={ω3,ω4} με Ρ(Β)=
[image: image275.wmf]1

2

 και Ρ(Α(Β)=
[image: image276.wmf]1

5

. 

    α. Να υπολογίσετε την Ρ(Α).    









    β. Αν Ρ(ω1)=2Ρ(ω2), να βρείτε τις Ρ(ω1) και Ρ(ω2).

3. Έστω Ω={α,β,γ,δ} ένας δειγματικός χώρος και τα ενδεχόμενα Α={α,β,γ}, Β={β,δ} και  

    Γ={β,γ}. Αν Ρ(Α)=
[image: image277.wmf]2

1

, Ρ(Β)=
[image: image278.wmf]3

2

 και Ρ(Γ)=
[image: image279.wmf]21

10

, να υπολογίσετε τις Ρ(α), Ρ(β), Ρ(γ), Ρ(δ).
4. Έστω ο δειγματικός χώρος Ω={α,β,γ} ώστε Ρ(α)=x2, Ρ(β)=2x, Ρ(γ)=4x–1. Να βρείτε το x.   

39η ώρα

3.2 Κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων. (1η ώρα)

1. Για ασυμβίβαστα ενδεχόμενα ισχύει P(A(B)=P(A)+P(B).

2. Για μη ασυμβίβαστα ενδεχόμενα ισχύει P(A(B)=P(A)+P(B)(P(A(B) .

3. Για αντίθετα ενδεχόμενα ισχύει Ρ(Α)+Ρ(Α')=1.
4. Ρ(Α(Β)=Ρ(Α)(Ρ(Α(Β). Πραγματοποίηση μόνο του Α. 

Ασκήσεις βιβλίου: 7, 8, 9, 10
Ασκήσεις:

1. Για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει:  

    |Ρ(Α)–0,4|+|Ρ(Β)–0,3|+|Ρ(Α(Β)–0,2|=0. Να υπολογίσετε τις πιθανότητες:      

       α) Να πραγματοποιηθεί το Α ή το Β. 
       β) Να πραγματοποιηθεί μόνο το Α  

2. Αν Ρ(Α(B)=
[image: image280.wmf]5

6

,  Ρ(Α(Β)=
[image: image281.wmf]1

6

 και Ρ(Β')=
[image: image282.wmf]2

3

, να βρείτε τις Ρ(Α),  Ρ(Β),  Ρ(Α–B),  Ρ(Α(Β)'.

3. Έστω Α, Β ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω έτσι ώστε Ρ(Α)=
[image: image283.wmf]2

1

, Ρ(Β)=
[image: image284.wmf]3

2

, Ρ(Α(Β)=
[image: image285.wmf]6

5

.  

     Να βρείτε την πιθανότητα:  

       α) Να πραγματοποιηθούν τα Α και Β.

       β) Να πραγματοποιηθεί μόνο το Β.

4. Σε μία τάξη υπάρχουν 20 αγόρια και 9 κορίτσια. Το 1/4 των αγοριών και το 1/3 των 

    κοριτσιών είναι άριστοι στα Μαθηματικά. Καλούμε ένα για εξέταση. Ποια  είναι η 

    πιθανότητα: 

    α) Να μην είναι άριστο στα Μαθηματικά.  

    β) Να είναι κορίτσι.  

    γ) Να είναι κορίτσι άριστο στα Μαθηματικά. 

    δ) Να είναι κορίτσι ή να μην είναι  άριστο στα Μαθηματικά   




                                                   

5. Μία τάξη έχει 12 αγόρια και 16 κορίτσια. Τα μισά αγόρια και τα μισά κορίτσια  έχουν μαύρα  

     μάτια. Επιλέγουμε τυχαία ένα άτομο. Να βρείτε την πιθανότητα να είναι αγόρι ή να έχει  

     μαύρα μάτια. 

40η ώρα

3.2 Κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων. (2η ώρα)

1. Η πιθανότητα να μην πραγματοποιηθεί κανένα από τα Α και Β είναι P(A(B)'.
2. Η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί ακριβώς ένα από τα Α και Β είναι P[(A–B)((B–A)].   

    (Πραγματοποίηση όχι και των δύο ταυτόχρονα).

3. Η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί το πολύ ένα από τα Α και Β είναι Ρ(Α(Β)'.
     (Το πολύ ένα σημαίνει: Ένα ή κανένα!)
4. Υπόψη: (Α(Β)((Α(Β)=Α.

                  (Β(Α)((Α(Β)=Β.

                  (Α(Β)((Α(Β)((Β(Α)=Α(Β.

5. Να γίνει η εφαρμογή 2.
Ασκήσεις βιβλίου: 12, 13, 14  Β: 1, 2, 3
Ασκήσεις:

41η ώρα

3.2 Ασυμβίβαστα ενδεχόμενα.

1. Δύο ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, αν Α(Β((.

2. Δύο ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα, αν P(A(B)>1.
3. Να γίνει η εφαρμογή 3i.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Αν Ρ(Α')=0,28 και Ρ(Β')=0,71, είναι τα Α και Β ασυμβίβαστα;
        
2. Αν Ρ(Α)=0,4 , 2Ρ(Β)=Ρ(Α) και Ρ((Α–Β)((Β–Α))=0,2 είναι τα Α και Β ασυμβίβαστα;
3. Αν Α και Β ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω και Ρ(Α), Ρ(Β) ρίζες της εξίσωσης

    6x3–x2–5x+2=0 με Ρ(Α)<Ρ(Β), να δείξετε ότι τα Α, Β δεν είναι ασυμβίβαστα.

42η ώρα

3.2 Ανισότητες με πιθανότητες. (Να γίνουν 2 ώρες)
1. Αν Α(Β τότε Ρ(Α)(Ρ(Β).
2. Αν Α, Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω, τότε:               

    α) Ρ(Α(Β)≥max{P(A) , P(B)},  
 β) Ρ(Α(Β)≤Ρ(Α)+Ρ(Β)

    γ) Ρ(Α(Β)≤min{Ρ(Α), Ρ(Β)},         δ) Ρ(Α(Β)≥P(A)+P(B)–1. (Να αποδειχθούν).

3. Να γίνει η εφαρμογή 3ii.
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 4, 5, 6
Ασκήσεις:

1. Έστω Α,Β δύο ενδεχόμενα με Ρ(Α)=
[image: image286.wmf]4
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 και Ρ(Β)=
[image: image287.wmf]2
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. Να δείξετε ότι 
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2. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω με Ρ(Α')=α και Ρ(Β')=β όπου  

    α<β και 0<α, β<1. Να δείξετε ότι:

     α) 1–α≤Ρ(Α(Β)≤2–α–β. 

     β) 1–α–β≤Ρ(Α(Β)≤1–β.

3. Αν Α, Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω, ώστε Ρ(Α')≤ 0,28 και Ρ(Β')≤0,71  

    α) Να βρείτε τις Ρ(Α), Ρ(Β) 

    β) Να δείξετε ότι  Ρ(Α(Β)≥1,01–Ρ(Α(Β)  

    γ) Α(Β≠(.   


                                                                               
4. Αν Α και Β ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω και Ρ(Α), Ρ(Β) ρίζες της εξίσωσης

    6x3–x2–5x+2=0 με Ρ(Α)<Ρ(Β), να δείξετε ότι: 

    α) Α, Β όχι ασυμβίβαστα.

    β) 
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  γ) 
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5. Αν Χ ενδεχόμενο του δειγματικού χώρου Ω και (Ρ(Χ)+2(–(Ρ(Χ)–3(=8λ, λ(R, να δείξετε  

    ότι 
[image: image291.wmf]1
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6. Να δείξετε ότι: α) Ρ(Α)+Ρ(Β)(1+P(A(B) 

                             β) Ρ(Β)–Ρ(Α')(P(A(B)  

7. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ισχύει Ρ(Α')
[image: image292.wmf]³

0,4 και Ρ(Β')
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0,3, να δείξετε ότι: 

     0,7
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Ρ(Α)+Ρ(Β)
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8. Αν για τα ενδεχόμενα Α και Β ισχύουν Ρ(Α)=
[image: image296.wmf]1
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 και Ρ(Β)=
[image: image297.wmf]3
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, να δείξετε ότι:

      α. Ρ(Α
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              β. Αν Ρ(Α
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 τότε Ρ(
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      γ. Αν Ρ(
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 τότε  Ρ(Α
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9. Δίνεται  Ρ(Α)=
[image: image308.wmf]1
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 και Ρ(Α–Β)=
[image: image309.wmf]3
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      α. Να βρείτε το Ρ(A'(B)  


   



           

      β. Να αποδείξετε ότι 
[image: image310.wmf]17
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12. Αν Α και Β ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω με Ρ(Α)=
[image: image311.wmf]1
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 και Ρ(Β')=
[image: image312.wmf]2
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, να δείξετε ότι   
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