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ΠΑΝΕΛΛΘΝΙΕ ΕΞΕΣΑΕΙ Γ΄ ΣΑΞΘ ΘΜΕΡΘΙΟΤ ΓΕΝΙΚΟΤ ΛΤΚΕΙΟΤ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΣΕΣΑΡΣΘ 18 MAΪΟΤ 2016 

ΕΞΕΣΑΗΟΜΕΝΟ ΜΑΘΘΜΑ: 

ΜΑΘΘΜΑΣΙΚΑ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ (ΚΑΣΕΤΘΤΝΘ) 
 

 

 

 

 ΘΕΜΑ  Α  
 

Α1.  Ζςτω μία ςυνάρτθςθ f  παραγωγίςιμθ ςε ζνα διάςτθμα (α, β),  με εξαίρεςθ ίςωσ ζνα ςθμείο του 0x , 

ςτο οποίο όμωσ θ f  είναι ςυνεχισ.  

 Αν f (́x) 0  ςτο  0(α, x )  και f (́x) 0  ςτο 0(x , β) , τότε να αποδείξετε ότι το 0f(x )  είναι τοπικό μζγιςτο 

τθσ f .                                                                           
Μονάδες 7 

 
Α2.  Πότε δφο ςυναρτιςεισ f, g  λζγονται ίςεσ.                                               

Μονάδες 4 
 
Α3.  Να διατυπώςετε το κεώρθμα μζςθσ τιμισ του διαφορικοφ λογιςμοφ και να το ερμθνεφςετε γεωμε-

τρικά.                                                                                
Μονάδες 4 

Α4.  Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ, δίπλα ςτο γράμμα 
που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ, τθ λζξθ ωστό, αν θ πρόταςθ είναι ςωςτι, ι Λάθος, αν θ πρόταςθ 
είναι λανκαςμζνθ. 

 
 α)  Για κάκε ςυνεχι ςυνάρτθςθ f :[α, β+ IR , αν G  είναι μία παράγουςα τθσ f  ςτο [α,β+ , τότε το  

β

α

f(x)dx G(α) G(β)  . 

 β)  Αν οι ςυναρτιςεισ f,g  ζχουν όριο ςτο 0x  και ιςχφει f(x) g(x)  κοντά ςτο 0x , τότε  

o ox x x x
lim f(x) lim g(x)
 

 . 

 γ)  Κάκε ςυνάρτθςθ f , για τθν οποία ιςχφει f (́x) 0  για κάκε 0 0x (α,x ) (x ,β)   είναι ςτακερι ςτο 

0 0(α,x ) (x ,β) . 

 δ)  Μια ςυνάρτθςθ f  είναι 1 1  αν και μόνον αν , για κάκε ςτοιχείο y  του ςυνόλου τιμών τθσ , θ 

εξίςωςθ y f(x)  ζχει ακριβώσ μία λφςθ ωσ προσ x . 

 ε)  Αν θ f είναι ςυνεχισ ςτο *α, β+, τότε θ f παίρνει ςτο [α,β+  μία μζγιςτθ M και μία ελάχιςτθ τιμι m.                                                                             

      Μονάδες 10 
 
 

 

ΑΠΑΝΣΘΕΙ  
 

Α1.  χολικό Βιβλίο ςελ. 262, (περίπτωςθ i) 

Α2.  χολικό Βιβλίο ςελ. 141 

Α3.  χολικό βιβλίο ςελ. 246 
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Α4.  α)   Λάθος, χολικό Βιβλίο ςελ. 334 

 β)  ωστό, χολικό Βιβλίο ςελ. 166 
 γ)  Λάθος, χολικό Βιβλίο ςελ. 252 

δ)  ωστό, χολικό Βιβλίο ςελ. 152 
ε)  ωστό, χολικό Βιβλίο ςελ. 195 
 

 

 ΘΕΜΑ  B  
 

 Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
2

2

x
f(x)

x 1



 , x IR . 

Β1.  Να βρείτε τα διαςτιματα ςτα οποία θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα, τα διαςτιματα ςτα οποία είναι γνθ-
ςίωσ φκίνουςα και τα ακρότατα τθσ f .                        

Μονάδες 6 
Β2.  Να βρείτε τα διαςτιματα ςτα οποία θ f είναι κυρτι, τα διαςτιματα ςτα οποία θ f  είναι κοίλθ και να 

προςδιορίςετε τα ςθμεία καμπισ τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ.  
                                                                                                                        Μονάδες 9 

Β3.  Να βρεκοφν οι αςφμπτωτεσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f .              
Μονάδες 7 

Β4.  Με βάςθ τισ απαντιςεισ ςασ ςτα ερωτιματα Β1, Β2, Β3 να ςχεδιάςετε τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f .  
 (Η γραφικι παράςταςθ να ςχεδιαςτεί με ςτυλό)                                            

Μονάδες 3 
 

 

  ΛΤΘ: 
 

Β1.  Η f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο IR  με 
2 2

2x
f (́x)

(x 1)



.  

Είναι   
2 2

2x
f (́x) 0 0 x 0

(x 1)
    


. 

 Για x 0  ζχουμε f (́x) 0 και επειδι θ f είναι ςυνεχισ ςτο x0 = 0, θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

[0, ) . 

 Για x 0 ζχουμε f (́x) 0 και επειδι θ f είναι ςυνεχισ ςτο x0 = 0, θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 

( ,0] . 

Άρα θ f  παρουςιάηει  ολικό ελάχιςτο ςτο x 0  το f(0) 0 . 

Β2.  Η f΄ είναι παραγωγίςιμθ ςτο R με  
2

2 3

6x 2
f (x)

(x 1)

 
 


. 

Είναι 
2 3

2 3

2 3

2 (x 1) 0
2 2

2 3

2 (x 1) 0
2 2

2 3

2 (x 1) 0
2 2

2 3

6x 2 1 3 3 3
f (x) 0 0 6x 2 0 x x x ι x

(x 1) 3 3 3 3

6x 2 1 3 3 3
f (x) 0 0 6x 2 0 x x x

(x 1) 3 3 3 3

6x 2 1 3 3 3
f (x) 0 0 6x 2 0 x x x ι x

(x 1) 3 3 3 3
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Άρα θ f κοίλθ ςτο 
3

,
3

 
  
 

, κυρτι ςτο 
3 3

,
3 3

 
 
 

 και κοίλθ ςτο 
3

,
3

 
 

 
. 

Η ςυνάρτθςθ ζχει ςθμεία καμπισ τα 
3 3

A ,f
3 3

  
     

  

 και 
3 3

B ,f
3 3

  
    

  

 δθλαδι ςτα ςθμεία  

3 1
A ,

3 4

 
  
 

 και 
3 1

B ,
3 4

 
  
 

. 

 
 

Β3.  Η γραφικι παράςταςθ τθσ f δεν ζχει κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ, αφοφ είναι ςυνεχισ ςτο ΙR. 
 Είναι 

2 2

2 2x x x

x x
lim f(x) lim lim 1

x 1 x  
  


 

και ομοίωσ  

x
lim f(x) 1


 . 

Άρα θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθν ευκεία y 1  και ςτο   και ςτο 

 . 
 
Β4.   Η μονοτονία, τα ακρότατα, θ καμπυλότθτα και τα ςθμεία καμπισ τθσ f φαίνονται ςτον πίνακα: 

 

x

f’(x)

f’’(x)

0-  3
3



0

0 0

+ +

f(x)

3
3

1
4

1
4

+ +

11

 
 

Με βάςθ τα ςυμπεράςματα των Β1, Β2, Β3, ςχεδιάηουμε τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f. 
 

 

 

χόλιο: Η παρατιρθςθ ότι θ f είναι άρτια διευκολφνει τθν επίλυςθ του κζματοσ. 
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 ΘΕΜΑ  Γ  
 

Γ1.  Να λφςετε τθν εξίςωςθ  
2x 2e x 1 0    ,  x IR .                                   

Μονάδες 4 
Γ2.  Να βρείτε όλεσ τισ ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ f :IR IR  που ικανοποιοφν τθν ςχζςθ  

 
2 2

2 x 2f (x) e x 1    

 για κάκε x IR  και να αιτιολογιςετε τθν απάντθςθ ςασ.  
                                                                                                                       Μονάδες 8 

Γ3.  Αν 
2x 2f(x) e x 1   , x IR , να αποδειχκεί ότι θ f  είναι κυρτι.        

Μονάδες 4 
Γ4.  Αν f  είναι θ ςυνάρτθςθ του ερωτιματοσ Γ3 , να λυκεί θ εξίςωςθ 

       f θμx 3 f θμx f x 3 f x       όταν x [0, )  . 

Μονάδες 9 
 

 

  ΛΤΘ: 
 

Γ1.  Ορίηουμε τθ ςυνάρτθςθ  
2x 2f x e x 1   , θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο IR με    

2xf x 2x e 1   . 

 Είναι 
2 22 x xx 0 e 1 e 1 0       για κάκε x IR , οπότε 

f΄(x) < 0  x < 0,    f΄(x) > 0     x > 0    και    f΄(x) = 0   x = 0. 

 Αφοφ είναι ςυνεχισ, θ μονοτονία τθσ φαίνεται ςτον πίνακα 
 

 
 

Επομζνωσ θ f(x) ζχει ελάχιςτο ςτο x=0  το f(0) = 0, οπότε  

     f x f 0 f x 0   , 

με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για x = 0. 

 Άρα  θ εξίςωςθ 
2x 2e x 1 0   , ζχει μοναδικι λφςθ τθν x 0 . 

 

Γ2.  Επειδι 
2x 2e x 1 0   , για κάκε x IR   θ δοςμζνθ ςχζςθ δίνει ιςοδφναμα ότι: 

2x 2f(x) e x 1   , x IR . 

Επίςθσ,  
2 22 x 2 2 x 2f(x) 0 f (x) 0 (e x 1) 0 e x 1 0 x 0             . 

Άρα, θ f  ζχει μοναδικι ρίηα το x 0 . 

Η ςυνάρτθςθ f  είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα (0, )  και δεν μθδενίηεται ςε αυτό.  

Επομζνωσ θ f  διατθρεί πρόςθμο ςτο (0, ) . 
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Ζτςι: 

 αν f(x) 0  ςτο (0, ) , τότε ςε αυτό το διάςτθμα είναι 
2x 2f(x) e x 1,    

 αν f(x) 0  ςτο (0, ) , τότε ςε αυτό το διάςτθμα είναι 
2x 2f(x) e x 1.    

Επειδι, f(0) 0 , κα είναι:  
2x 2f(x) e x 1   , για κάκε x [0, )   ι 

2x 2f(x) e x 1   , για κάκε x [0, )  . 

Επίςθσ, θ ςυνάρτθςθ f  είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα ( ,0)  και δεν μθδενίηει ςε αυτό.  

Επομζνωσ θ f  διατθρεί πρόςθμο ςτο ( ,0) . 

Ζτςι: 

 αν f(x) 0  ςτο ( ,0) , τότε ςε αυτό το διάςτθμα είναι 
2x 2f(x) e x 1,    

 αν f(x) 0  ςτο ( ,0) , τότε ςε αυτό το διάςτθμα είναι  
2x 2f(x) e x 1 .     

Επειδι, f(0) 0 , τότε  
2x 2f(x) e x 1   , για κάκε x ( ,0]   ι  

2x 2f(x) e x 1    , για κάκε x ( ,0]  . 

υνδυάηοντασ τα παραπάνω, 

θ f  ζχει ζναν από τουσ παρακάτω τφπουσ: 

α)   
2x 2f(x) e x 1,    x IR    ι  β)   

2x 2f(x) (e x 1),    x IR   ι 

γ)  

2

2

x 2

x 2

e x 1,  αν x 0

f(x)

(e x 1),  αν x 0

   


 

   

 ι   δ)   

2

2

x 2

x 2

e x 1,  αν x 0

f(x)

(e x 1),  αν x 0

   


 

   

 

 
Γ3. H f  είναι δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο IR, με  

 
2 2x xf (x) 2xe 2x 2x e 1      

και  

 
2 2 2 22 x x 2 x xf (x) 4x e 2e 2 4x e 2 e 1       . 

Επειδι 2x 0  για κάκε x ΙR   είναι 
2xe 1 .  

Επίςθσ είναι 
22 x4x e 0  για κάκε x IR , οπότε f (x) 0   για κάκε x IR  και f (x) 0   αν και μόνο αν 

x 0 . 

Οπότε, αφοφ θ f είναι ςυνεχισ ςτο x 0 , κα είναι γνθςίωσ αφξουςα και ςυνεπώσ θ f κα είναι κυρτι. 

 

Γ4. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ      h x f x 3 f x    οριςμζνθ ςτο  0, . 

 Η h  είναι παραγωγίςιμθ ςτο  0, , ωσ ςφνκεςθ και διαφορά παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με: 

     h x f x 3 f x     . 

 Επειδι θ f  είναι κυρτι ςτο IR, τότε θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0, IR  . 

 Αφοφ για κάκε  x 0,   ιςχφει x 3 x   και επειδι θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε αυτό το διά-

ςτθμα ζχουμε:  
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         f x 3 f x f x 3 f x 0 h x 0            . 

Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ h είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0, , άρα και 1 1 . 

 Η εξίςωςθ        f θμx 3 f θμx f x 3 f x     , για  x 0,   γράφεται ιςοδφναμα : 

   
1 1

h θμx h x θμx x


   . 

 Ιςχφει θμx x , για x IR , με το ίςον να ιςχφει μόνο αν x 0 .  

 Αν x 0  προκφπτει  θμx x , με το ίςον να ιςχφει μόνο αν x 0 .  

 Άρα θ αρχικι εξίςωςθ ζχει μοναδικι λφςθ τθ x 0 . 

 
 

 ΘΕΜΑ  Δ  
 

 
 Δίνεται ςυνάρτθςθ f  οριςμζνθ και δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο R , με ςυνεχι δεφτερθ παράγωγο , 

για τθν οποία ιςχφει ότι: 

  
π

0

f(x) f΄ (́x) θμxdx π     

 f(IR) IR  και 
x 0

f(x)
lim 1

θμx
   

 f(x) xe x f(f(x)) e     για κάκε x IR . 

Δ1.  Να δείξετε ότι f(π) π  (μονάδεσ 4) και f (́0) 1  (μονάδεσ 3)            

Μονάδες 7 
Δ2.  α) Να δείξετε ότι θ f  δεν παρουςιάηει ακρότατο ςτο IR (μονάδεσ 4)  
 β)   Να δείξετε ότι θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο IR . (μονάδεσ 2)      

       Μονάδες 6 

Δ3.  Να βρείτε το 
x

θμx ςυνx
lim

f(x)


                                                            

Μονάδες 6  

Δ4.  Να δείξετε ότι  

πe
2

1

f(lnx)
0 dx π

x
                                                       

 Μονάδες 6 
  ΛΤΘ: 
 

Δ1. Ζχουμε διαδοχικά 

 

     

       

       

   

  

      

               

      

  



 

 

π

0

π π

0 0

π ππ π

0 00 0

f(x) f΄ (́x) θμxdx π

f x ςυνx dx f (x) θμxdx π

f x ςυνx f x ςυνxdx f x θμx f x ςυνxdx π

f π ςυνπ f 0 ςυν0 f π θμπ f 0 θμ0 π

f π f 0 π.
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 Επίςθσ, για x 0 , είναι  

x 0 x 0

f(x)
limf(x) lim ·θμx 1·0 0.

θμx 

 
   

 
 

Αφοφ θ f είναι ςυνεχισ ςτο x0 = 0, (ωσ παραγωγίςιμθ), κα είναι f(0) 0 , οπότε f(π) = π. 

Είναι 

x 0 x 0

f(x) f(0) f(x) θμx
lim lim · 1·1 1.

x 0 θμx x 

  
   

  
 

Άρα f (0) 1  . 
 

Δ2. 

α) Ζςτω ότι θ ςυνάρτθςθ f  παρουςιάηει ακρότατο ςτο 0x IR . 

Η f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0x , παρουςιάηει ακρότατο ςτο 0x   και το 0x  είναι εςωτερικό του πεδί-

ου οριςμοφ . Άρα  από το κεώρθμα  Fermat  παίρνουμε ότι  0f (x ) 0  . 

Οι ςυναρτιςεισ ςτα δφο μζλθ τθσ δοςμζνθσ ςχζςθσ είναι παραγωγίςιμεσ (αφοφ θ f  είναι παραγωγί-

ςιμθ ςτο ΙR, οπότε θ f(x)e  είναι παραγωγίςιμθ ςτο IR (ωσ ςφνκεςθ παραγωγίςιμων),  θ f(f(x))  είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο IR (ωσ ςφνκεςθ παραγωγίςιμων) και θ xe  είναι παραγωγίςιμθ ςτο IR) και ίςεσ ςυ-

ναρτιςεισ άρα και οι παράγωγοί τουσ είναι ίςεσ. Παραγωγίηοντασ τα δφο μζλθ τθσ δοςμζνθσ ςχζςθσ 

παίρνουμε : 

    f(x) xe f (x) 1 f (f(x))f (x) e  

Αυτι για 0x x   δίνει  : 

     0 0f(x ) x
0 0 0e f (x ) 1 f (f(x ))f (x ) e  

    
0x

01 e x 0    ,  

που είναι άτοπο, αφοφ 0f (x ) f (0) 1 0    . Άρα τελικά  θ ςυνάρτθςθ f  δεν παρουςιάηει ακρότατο. 

β)  Αφοφ θ  f x 0   για κάκε x IR  και θ f  είναι ςυνεχισ, από τθν υπόκεςθ προκφπτει ότι θ f  κα δια-

τθρεί το πρόςθμό τθσ ςτο IR και με   

   f 0 1 0 f x 0      για κάκε x IR  

και ςυνεπώσ θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο IR. 

 

Δ3. Αφοφ θ f(x) είναι γνθςίωσ αφξουςα και ςυνεχισ ςτο IR, άρα  
x x

f(x),f(IR) lim lim f(x)
 

   και εφόςον 

ζχει ςφνολο τιμών το ΙR (δεδομζνο), επομζνωσ, 
x

f(lim x)


   άρα 
x

2
lim 0

f(x)
 .  

Η ςυνάρτθςθ παίρνει κετικζσ τιμζσ για x(α,  ), με α > 0, ςυνεπώσ: 

θμx ςυνx |θμx| |ςυνx| 2 2 θμx ςυνx 2

f(x) f(x) f(x) f(x) f(x) f(x)

  
       

Είναι όμωσ 
x x

2 2
lim lim 0

f(x) f(x) 

 
 
 

  , οπότε από το κριτιριο παρεμβολισ παίρνουμε ότι:   
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x

θμx ςυνx
lim 0

f(x)


 . 

 

Δ4.  το ολοκλιρωμα 
 

πe

1

f lnx
dx

x  κζτουμε 
1

u lnx du dx
x

   . Επομζνωσ: 

x 1 u 0    και πx e u π   . 

 Σο ολοκλιρωμα γίνεται:  

 
   

πe π

1 0

f lnx
dx f u du: 1

x
  . 

Αφοφ θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο IR άρα και ςτο *0, π+ και ιςχφει f(0) = 0, f(π) = π, κα είναι 

              0 u π f 0 f u f π 0 f u π         

Οπότε, ολοκλθρώνοντασ τθν τελευταία ανιςότθτα, αφοφ το ίςον δεν ιςχφει παντοφ (βλζπε και τθ 

χριςιμθ πρόταςθ με τθν απόδειξι τθσ ςτισ εναλλακτικζσ λφςεισ ςτο τζλοσ του Δελτίου),   

 
 

ππ π e
2 2

0 0 1

f lnx
0 f u du πdu π 0 dx π

x
      

.

 

 ΑΛΛΕ ΛΤΕΙ: 
 

 

 
 

Γ1.  Ιςχφει θ ανιςότθτα ye y 1  με το ίςον να ιςχφει αν και μόνο αν y = 0, οπότε 
2x 2e x 1  με ιςότθτα 

αν και μόνο αν x = 0. Άρα  θ εξίςωςθ 
2x 2e x 1 0   , ζχει μοναδικι λφςθ το x 0 . 

 

Γ1. Ιςχφει ότι lnx x 1   για κάκε x 0 , με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο αν x 1 . 

Άρα, αν yx e , y IR , τότε y ylne e 1  , οπότε ye y 1  , για κάκε y IR , με τθν ιςότθτα να ι-

ςχφει μόνο αν y 0 .  

Άρα, 
2x 2e x 1  , για κάκε x IR , με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο αν 2x 0 , δθλαδι μόνο αν 

x 0 . 

Οπότε, θ εξίςωςθ 
2x 2e x 1 0   , ζχει μοναδικι λφςθ το x 0 . 

 

Γ1. Η εξίςωςθ γράφεται 2g(x ) 0  όπου xg(x) e x 1    θ οποία ζχει παράγωγο xg (x) e 1   .  

 Για x 0  είναι g (x) 0  , για x 0  είναι g (x) 0   και για x 0  είναι g (0) 0  .  

 υνεπώσ θ g  ωσ ςυνεχισ ςτο ΙR είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο ( ,0]  και γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

[0, )  άρα παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο 0  το g(0) 0 . υνεπώσ θ μοναδικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ 

g(x) 0  είναι θ x 0 . Άρα θ αρχικι εξίςωςθ γίνεται 2 2g(x ) 0 x 0 x 0     . 

 ΧΟΛΙΟ:  Σο ότι θ μοναδικι λφςθ τθσ g(x) 0  είναι το 0  μπορεί να αποδειχκεί μζςω τθσ γνωςτισ 

ανιςότθτασ xe x 1   με ιςότθτα μόνο ςτο 0 , αφοφ όμωσ πρώτα αποδειχκεί. 
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Γ3. Είναι 
2 2x 2 xf (x) (e x 1) 2x(e 1), x R       .  

Σώρα για 
2 2 2 2
1 2 1 2x x x x2 2

1 2 1 20 x x 0 x x 1 e e 0 e 1 e 1              (1) 

Ακόμθ  ιςχφει ότι 1 20 2x 2x  (2) και πολλαπλαςιάηοντασ τισ (1),(2) προκφπτει ότι 

2 2
1 2x x

1 2 1 22x (e 1) 2x (e 1) 0 f (x ) f (x )        

που ςθμαίνει ότι θ f  είναι γνιςια αφξουςα ςτο [0, ) . 

Παρατθροφμε ότι ιςχφει  

        
2( x)f ( x) 2x e 1 f (x), x R  

επομζνωσ για 1 2 1 2x x 0 x x 0      άρα από προθγοφμενο 

1 2 1 2 1 2f ( x ) f ( x ) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )             

που ςθμαίνει ότι θ f  είναι γνιςια αφξουςα ςτο ( , 0]  και επειδι θ f  ςυνεχισ ςτο x 0  θ f  είναι 

γνιςια αφξουςα ςτο IR άρα θ f  κυρτι ςτο ΙR. 
 

 
Γ4.  Θα δείξουμε ότι θ x 0  είναι μοναδικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ.  

 Τποκζτουμε λοιπόν, αντίκετα, ότι υπάρxει 0x 0  που να είναι λφςθ τθσ εξίςωςθσ.  

Ιςxφει 0 0|θμx | x  (από τθ γνωςτι ανιςότθτα |θμx| |x|  με ιςότθτα μόνο για x 0 ) κακώσ επίςθσ 

0 0|θμx | |θμx | 3   και 0 0x x 3  . 

Διακρίνουμε τισ περιπτώςεισ: 

•   Αν 0 0|θμx | 3 x   τότε 0 0 0 0|θμx | |θμx | 3 x x 3      και επειδι ιςxφουν οι προχποκζςεισ του 

ΘΜΣ ςε κάκε ζνα από τα διαςτιματα     0 0 0 0|θμx |,|θμx | 3 , x ,x 3   άρα υπάρxουν 

   1 0 0 2 0 0ξ |θμx |,|θμx | 3 , ξ x ,x 3     ώςτε θ εξίςωςθ να γράφεται: 

1 23f (ξ ) 3f (ξ )   

 απ΄όπου 1 2f (ξ ) f (ξ )   και αφοφ θ f΄ είναι γνθςίωσ αφξουςα (ωσ κυρτι) άρα είναι και 1-1 κι ζτςι 

παίρνουμε 1 2ξ ξ , πράγμα άτοπο αφοφ τα 1 2ξ ,ξ  ανικουν ςε διαφορετικά διαςτιματα. 

 

•   Αν 0 0x |θμx | 3   τότε 0 0 0 0|θμx | x |θμx | 3 x 3     .  

Γράφουμε τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι:  

   0 0 0 0f(x ) f |θμx | f(x 3) f |θμx | 3      

Επειδι ιςxφουν οι προχποκζςεισ του ΘΜΣ ςε κάκε ζνα από τα διαςτιματα 

   0 0 0 0|θμx |,x , |θμx | 3,x 3   άρα υπάρxουν  1 0 0 2 0 0ξ (|θμx |,x ), ξ |θμx | 3,x 3     ώςτε θ 

εξίςωςθ να γράφεται: 

0 0 1 0 0 2(x |θμx |)f (ξ ) (x |θμx |)f (ξ )     

και αφοφ 0 0x |θμx | 0   άρα 1 2f (ξ ) f (ξ )   και αφοφ θ f΄ είναι γνθςίωσ αφξουςα (ωσ κυρτι) άρα 

είναι και 1-1 κι ζτςι παίρνουμε 1 2ξ ξ , πράγμα άτοπο αφοφ τα 1 2ξ ,ξ  ανικουν ςε διαφορετικά 

διαςτιματα. 
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Δ1. Ζςτω  
 f x

g x ,
θμx

  οπότε κοντά ςτο 0 ζχουμε     
 

    
x 0 x 0
limf x lim g x θμx 1 0 0  

 Αφοφ θ f(x) είναι ςυνεχισ ςτο x0 = 0, είναι f(0) = 0. Οπότε  f π π  

 
  

 
   



 



        
x 0

x 0 x 0

x 0

f x f x
limf x f '(0)x xlim 1 lim 1 1 1 f '(0) 1

θμx θμxθμx 1lim
x x

. 

διότι 

     
 


 

x 0 x 0

f x f x f 0
lim lim f '(0)

x x
 

 

 

Δ1. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ  
 

   
f x

g x ,x π,0 0,π IR
θμx

     .  

Ιςχφει από τθν υπόκεςθ    
x 0
limg x 1 2


 . 

Αλλά  
 

   
f x

g x f x g x θμx
θμx

    και αφοφ  
 

 
x 0 x 0
limg x 1, limθμx 0  άρα 

      
  


x 0 x 0 x 0
limf x limg x · limθμx     

f ςυνεχθ ςτo 0

1·  0 0 f 0 0 3     κι ζτςι από τθν f (0) f ( )     (που 

ζχει δειχκεί προθγουμζνωσ) παίρνουμε  f π π  

Είναι  

 
     

x 0 x 0

f x f 0 g x ·θμx 0
f 0 lim lim

x x 

 
      

 

  
x 0 x 0

θμx
lim g x 1, lim 1

x

x 0 x 0 x 0

θμx θμx
lim g x ·   limg x · lim

x x

 
 

  

   
    

   
  

=   1·1 1 f 0 1   . 

 

Δ3.  Για κάκε    
f γνθςιωσ αυξoυςα

x π f x f π π         
f γνθςιωσ αυξoυςα

f f x f π π     

    f xx x x xf f x e e π e x e π e            f x xe e x 1   . 

Για τθ ςυνάρτθςθ   xt x e ,x  θ οποία είναι δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο  με 

    xt x e 0, x  άρα κυρτι ςτο ,  θ εφαπτόμενθ τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ ςτο ςθμείο τθσ 

 M 0,1  είναι θ ευκεία  ε : y x 1   και λόγω τθσ κυρτότθτασ είναι  

   x xe x 1 e x 1, x  

 με τθν ιςότθτα να ιςχφει για x 0  ενώ για x π 0   είναι xe x 1  . 

Ζτςι από τθν (1)  παίρνουμε ιςοδφναμα  

       f x x xlne ln e x ln1 0 f x ln e x 0         
   

 
x

1 1
0 2

f x l
 

n e x
  


. 
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Είναι 
   

 
θμx ςυνxθμx ςυνx

3
f x f x


 . 

Επίςθσ  

   f x f x ,x π

0 θμx ςυνx θμx ςυνx 2
 

    
   

 8θμx ςυνx 1
0 2

f x f x


   

   
 

θμx ςυνx 1
0 2 4

f x f x


  

Και  

 x x

xx x

x
lim e x lim e 1

e 

  
    

  
 

αλλά από τον κανόνα του De L' Hospital είναι 

 

 

x

x
lim e

x xx x xx

xx 1
lim   lim lim   0

e ee




 



  
     

x
xx x

x
lim e , lim 1 1 0 1

e
x

x
lim e x

 

 
     

 


   . 

Ζτςι  

 
xu e x,x u

x

x u
lim ln e x   lim lnu

   

 
     

 

 

 

2 κριτθριo παρεμβoλθσ

xx x

1 1
lim 0 lim 0

f xln e x 
  


 

 

 

2 κριτθριo παρεμβoλθσ

x

θμx ςυνx
lim 0

f x


  . και με 

     
θμx ςυνx θμx ςυνx θμx ςυνx

f x f x f x

  
  

και  

   x x

θμx ςυνx θμx ςυνx
lim lim 0

f x f x 

  
   

 
 

 

από το κριτιριο παρεμβολισ προκφπτει ότι 
 x

θμx ςυνx
lim 0

f x


 . 

 

χόλιο: Με τθν απόδειξθ τθσ ανιςότθτασ (2) που ζγινε παραπάνω, το δεδομζνο ότι f ( )   απο-

δεικνφεται περιττό αλλά χριςιμο για να είναι θ άςκθςθ πιο προςιτι ςτουσ μακθτζσ. Άρα καλώς δό-

κθκε. 

 

Δ4. Ζςτω F αρχικι τθσ f. Η αποδεικτζα ιςοδφναμα γίνεται: 

 

   

   
   

 


       

   


      



  
2 2 2

1 1 1

2

2

(ln ) (ln )
0 0 0 (ln )

0 ln( ) ln(1)

0
0 0 0 1

0

  



  




  



e e e
f x F x

dx dx F x
x x

F e F

F F
F F

 

Με εφαρμογι του Θ.Μ.Σ για τθν F ςτο  0,  αφοφ πλθροφνται οι υποκζςεισ, υπάρχει    0,   

ώςτε  
   

 


0

0






F F
F , οπότε από τθν (1) ιςοδφναμα ζχουμε ότι: 

           0 0   F f f f  που είναι αλθκισ αφοφ θ f   είναι γνιςια αφξουςα. 
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Δ4. Η αριςτερι ανιςότθτα προφανώσ ιςχφει διότι θ ςυνάρτθςθ 
f(lnx)

x
 είναι ςυνεχισ, μθ αρνθτικι ςτο 

π[1,e ]  αφοφ είναι 


      
f f(lnx)

1 lnx 0 f(lnx) f(0)
x

x 0  και δε μθδενίηεται παντοφ ςτο π[1,e ] .  

Για τθ 2θ:  

    

  

  



π π π

π

e e e
2

1 1 1

e
2 2

1

f(lnx)
dx f(lnx)(lnx) dx π f(lnx) lnxdx

x
lnx

π f '(lnx)dx π
x

 

διότι οι ςυναρτιςεισ 
lnx

, f (lnx)
x

είναι ςυνεχείσ, μθ αρνθτικζσ (ςτο Δ2 αποδείξαμε ότι  f (x) 0  για 

κάκε x με ιςότθτα μόνο ςτο 0) και δε μθδενίηεται παντοφ ςτο διάςτθμα π[1,e ] . 

  

Άρα 
πe

1

lnx
f '(lnx)dx 0

x
. 

 

Δ4.  


           
( )f

π f(lnx) π
1 x e 0 lnx π f(0) f(lnx) f(π) 0

x x  

(το ςθμείο αυτό χρθςιμοποιείται ότι οι ςυναρτιςεισ
f(lnx)

x
 και 

π f(lnx)

x x
   δεν μθδενίηονται παντοφ 

ςτο  π[1,e ] , π.χ. για πx e  και x 1  αντίςτοιχα. Βλζπε τθν πρόταςθ παρακάτω) 

 

             

π π π π π

π
e e e e e

e π
1

1 1 1 1 1

f(lnx) π f(lnx) f(lnx)
0dx dx dx 0 dx π*lnx+ 0 dx π(lne ln1)

x x x x
 

   

  

πe
2

1

f(lnx)
0 dx π .

x
 

( )  Χρθςιμοποιικθκε θ πρόταςθ: Αν οι ςυναρτιςεισ f,g  είναι ςυνεχείσ ςτο [α,β+  με f(x) g(x)  για 

κάκε x [α,β+  και θ ςυνάρτθςθ g f  δεν είναι παντοφ μθδζν ςτο [α,β+  τότε ιςχφει 

β β

α α
f(x)dx g(x)dx  . 

ΑΠΟΔΕΙΞΘ: 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ h  οριςμζνθ ςτο [α,β+  με h(x) g(x) f(x)  . 

Σότε θ h  είναι ςυνεχισ ςτο [α,β+ , από τα δεδομζνα ιςχφει h(x) 0  για κάκε x [α,β+ , 

και δε μθδενίηεται παντοφ ςτο [α,β+ , οπότε από πρόταςθ του ςχολικοφ βιβλίου: 

 
β β β β β β

α α α α α α
h(x)dx 0 g(x) f(x) dx 0 g(x)dx f(x)dx 0 f(x)dx g( x x)d             . 


