1. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ είναι 
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=80°. Παίρνουμε τυχαίο σημείο Ε στην

     πλευρά ΒΓ και κατόπιν τα σημεία Δ και Ζ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα έτσι ώστε   

[image: image1.wmf]ˆ

A

     ΒΔ=ΒΕ και ΓΕ=ΓΖ.

     α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΒΔΕ  

          και ΓΖΕ. 
     β) Να υπολογίσετε τη γωνία ΔΕΖ.

2. Ένας μαθητής της Α' λυκείου βρήκε έναν τρόπο να κατασκευάζει παράλληλες ευθείες. Στην  

      αρχή σχεδιάζει μια τυχαία γωνία xΟy . Στη συνέχεια με κέντρο την κορυφή Ο της γωνίας  

      σχεδιάζει δυο ομόκεντρους διαφορετικούς κύκλους με τυχαίες ακτίνες. Ο μικρότερος κύκλος  

     τέμνει τις πλευρές Οx και Οy της γωνίας στα σημεία Α, Β αντίστοιχα και ο μεγαλύτερος στα  

     σημεία Γ, Δ. Ισχυρίζεται ότι οι ευθείες που ορίζονται από τις χορδές ΑΒ και ΓΔ είναι  

     παράλληλες. Μπορείτε να το δικαιολογήσετε;
3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο η εξωτερική γωνία Α είναι διπλάσια της εσωτερικής

      γωνίας Β.

      α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΒ=ΑΓ. 
      β) Η μεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ τέμνει την πλευρά ΑΓ στο εσωτερικό της σημείο Δ.

          Αν η γωνία ΑΔΒ είναι ίση με 80ο, τότε να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.
4. Δίνεται το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ. Φέρουμε, εκτός του τριγώνου, τις ημιευθείες   

      Αx και Αy τέτοιες ώστε Αx(ΑΒ και Αy(ΑΓ. Οι κάθετες στην πλευρά ΒΓ στα σημεία Β και  
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      Γ τέμνουν τις Αx και Αy στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα.

      α) Να αποδείξετε ότι ΒΔ=ΓΕ. 
      β) Αν η γωνία ΒΑΓ είναι ίση με 80ο, να υπολογίσετε τις  

          γωνίες του τριγώνου ΔΑΕ.
5. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image2.wmf]ˆ

B

=40ο και 
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G

=60ο. Επιπλέον, τα σημεία Δ, Ε και Ζ είναι τα μέσα   
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      των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ αντίστοιχα. 

      α) Να υπολογίσετε τη γωνία 
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A

 του τριγώνου ΑΒΓ.  

      β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image5.wmf]ˆ

ˆ

BDE=EZG

=80ο.  

      γ) Να υπολογίσετε τη γωνία 
[image: image6.wmf]ˆ

DEZ

.

6. Δίνεται ευθεία ε του επιπέδου. Τα παράλληλα τμήματα ΑΒ και ΓΔ καθώς και ένα τυχαίο  

      σημείο Ε βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο της ε. Να αποδείξετε ότι: 

     α) Αν το Ε είναι εκτός των τμημάτων ΑΒ και ΓΔ τότε 
[image: image7.wmf]ˆ

ˆˆ

w=j+q

.

     β) Αν το Ε είναι ανάμεσα στα τμήματα ΑΒ και ΓΔ και  ΕΖ//ΑΒ, τότε να αποδείξετε ότι  

         
[image: image8.wmf]ˆ

ˆˆ

q=j+w

. 
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7. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και 
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A

=80ο. Έστω Κ σημείο της διχοτόμου της  
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      γωνίας 
[image: image10.wmf]ˆ

A

, τέτοιο ώστε ΚΒ=ΚΑ=ΚΓ. 

      α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΒΚΑ και ΓΚΑ είναι  

           ίσα.  

      β) Να υπολογίσετε τις γωνίες ΑΒΚ και ΑΚΓ.  

      γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ΒΚΓ.

8. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και η διάμεσός του ΑΜ. Φέρουμε ημιευθεία  

      Γx(ΒΓ προς το ημιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α και παίρνουμε σε αυτήν τμήμα ΓΔ=ΑΒ. 
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      Να αποδείξετε ότι: 

      α) Η γωνία ΔΑΓ είναι ίση με τη γωνία ΓΔΑ.  

      β) Η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΑΓ.

9. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ. Έστω Αx η διχοτόμος της εξωτερικής του γωνίας  

      Αεξ=120ο. Από την κορυφή Β φέρνουμε ευθεία παράλληλη στην Αx, η οποία τέμνει την  
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      πλευρά ΑΓ στο σημείο Δ. 

      α) Να αποδείξετε ότι: 

           i. το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο.  

          ii. ΔΓ=ΑΓ(ΑΒ. 

      β) Αν η γωνία ΒΔΑ είναι διπλάσια της γωνίας Γ του  

          τριγώνου ΑΒΓ, να υπολογίσετε τις γωνιές του  

          τριγώνου ΒΔΓ.
10. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ (προς το Α) και ΓΑ (προς το Α) τριγώνου ΑΒΓ  

      παίρνουμε τα τμήματα ΑΔ=ΑΒ και ΑΕ=ΑΓ. Να αποδείξετε ότι: 

      α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα.  

      β) ΕΔ//ΒΓ.

11. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image11.wmf]ˆ

A

=400 και 
[image: image12.wmf]ˆ

B

=700. Τα σημεία Δ και Ε είναι τα μέσα των ΑΒ και  

[image: image69.png]


      ΑΓ με ΔΕ=9 και ΕΓ=16. 

      α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές και να  

           βρείτε ποιες είναι οι ίσες πλευρές του.  

      β) Να αποδείξετε ότι ΒΓ=18. 
      γ) Να υπολογίσετε την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.

12. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image13.wmf]ˆ

B

=50ο. Έστω ότι τα σημεία Δ και Ε είναι τα μέσα των πλευρών ΒΓ  
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      και ΑΓ αντίστοιχα, τέτοια ώστε 
[image: image14.wmf]ˆ

DEG

=70ο. 

      α) Να δικαιολογήσετε γιατί ΔΕ//ΑΒ. 

      β) Να υπολογίσετε:
          i. τη γωνία 
[image: image15.wmf]ˆ

x

. 

         ii. τις γωνίες Α και Γ του τριγώνου ΑΒΓ. 

13. Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται οι θέσεις στο χάρτη πέντε χωριών Α, Β, Γ, Δ και Ε και οι  

        δρόμοι που τα συνδέουν. Το χωριό Ε ισαπέχει από τα χωριά Β, Γ και επίσης από τα χωριά  
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        Α και Δ. 

        α) Να αποδείξετε ότι: 

             i. η απόσταση των χωριών Α και Β είναι ίση με την  

                 απόσταση των χωριών Γ και Δ. 
            ii. αν οι δρόμοι ΑΒ και ΓΔ έχουν δυνατότητα να  

                  προεκταθούν, να αποδείξετε ότι αποκλείεται να  

                  συναντηθούν.  

            iii. τα χωριά Β και Γ ισαπέχουν από τον δρόμο ΑΔ.   

       β) Να προσδιορίσετε γεωμετρικά το σημείο του δρόμου  

           ΑΓ που ισαπέχει από τα χωριά Α και Δ.

14. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ, εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο Ο. Θεωρούμε το μέσο  

        Μ του κυρτογώνιου τόξου ΒΓ και το ύψος ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι: 
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        α) ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΔΑΟ. 
        β) 
[image: image16.wmf]ˆˆ

OAG=DAB

.  

        γ) 
[image: image17.wmf]ˆ

DAO

=
[image: image18.wmf]ˆˆ

B-G

. 
15. Στο ακόλουθο σχήμα ισχύουν ΑΒ=ΒΔ=ΑΓ=ΓΕ=5, ΒΚ⊥ΑΔ και ΓΛ⊥ΑΕ. 

      α) Να προσδιορίσετε, ως προς τις πλευρές, το είδος των τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΕ. Να  
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          αιτιολογήσετε την απάντηση σας.  

      β) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ είναι  

          τα μέσα των τμημάτων ΑΔ και ΑΕ  

          αντίστοιχα.   

      γ) Αν η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

          12, να υπολογίσετε το τμήμα ΚΛ.

16. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
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A

=80ο και 
[image: image20.wmf]ˆ

B

=20ο+
[image: image21.wmf]ˆ

G

, και ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α. 
      α) Να υπολογίσετε τις γωνίες 
[image: image22.wmf]ˆ

B

και 
[image: image23.wmf]ˆ

G

. 
      β) Φέρουμε από το Δ ευθεία παράλληλη στην ΑΒ, που τέμνει την ΑΓ στο Ε. Να υπολογίσετε  

         τις γωνίες ΑΔΕ και ΕΔΓ.
17. Στο παρακάτω σχήμα, οι ΑΔ και ΒΕ είναι παράλληλες. Επιπλέον ισχύουν ΑΔ=ΑΖ ,  
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        ΒΕ=ΒΖ και 
[image: image24.wmf]ˆ

A

=70ο. 
       α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΑΔΖ  

            και ΒΖΕ. 

       β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image25.wmf]ˆ

DZE

=90ο . 
18. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και από το μέσο Μ της πλευράς
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        ΒΓ φέρουμε τα κάθετα τμήματα ΜΔ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.

        Να αποδείξετε ότι:

        α) Αν ΜΔ = ΜΕ τότε:

             i. τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα. 
            ii. το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
        β) Αν ΑΒ = ΑΓ τότε ΜΔ = ΜΕ.

19. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ, και γωνία 
[image: image26.wmf]ˆ

B

=30o. Θεωρούμε Δ και Ε τα μέσα  

[image: image76.emf]         των ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα.

         α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΕΔΓ είναι  

             ισοσκελές και να υπολογίσετε τις γωνίες  

             του. 
         β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΔΕ είναι  

             ισόπλευρο.

20. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image27.wmf]ˆ

A

=90ο) και ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α. Από το   

        σημείο Δ φέρουμε την παράλληλη προς την ΑΒ που τέμνει την ΑΓ στο Ε. 

        α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΕΔΓ είναι ορθογώνιο.  

        β) Να υπολογίσετε τη γωνία ΑΔΕ.  

        γ) Αν η γωνία 
[image: image28.wmf]ˆ

B

 είναι 20ο μεγαλύτερη της γωνίας 
[image: image29.wmf]ˆ

G

, να υπολογίσετε τη γωνία ΕΓΔ.
21. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΚ και ΓΛ, τα οποία τέμνονται στο Ι.

        Αν Μ και Ν τα μέσα των ΒΙ και ΓΙ αντίστοιχα, να αποδείξετε:

[image: image77.emf]        α) Το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές. 
        β) Τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ είναι ίσα. 
        γ) Το ΑΙ προεκτεινόμενο διέρχεται από το μέσο της  
            πλευράς ΒΓ. 
        δ) Το τετράπλευρο ΜΛΚΝ είναι ορθογώνιο  

            παραλληλόγραμμο.

22. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ<ΑΓ) και η διχοτόμος του ΑΔ. Φέρουμε από το Β κάθετη στην       

        ΑΔ που τέμνει την ΑΔ στο Ε και την πλευρά ΑΓ στο Η. Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς  

[image: image78.png]v

Ve



        ΒΓ, να αποδείξετε ότι: 

        α) Το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ισοσκελές.  

        β) ΕΜ//ΗΓ  

        γ) ΕΜ=
[image: image30.wmf]2

AG-AB

.
23. α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα πλευρών ισοσκελούς τριγώνου είναι      

            ισοσκελές.  

        β) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε ανάλογη πρόταση για: 

             i. ισόπλευρο τρίγωνο.  

            ii. ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο. 

24. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Κ, Λ τα μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

        α) Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ στο εσωτερικό του τριγώνου και Δ, Ε τα συμμετρικά του Μ   

            ως προς Κ και Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΔΕ//ΒΓ.  

        β) Στην περίπτωση που το σημείο Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, και Δ, Ε τα συμμετρικά   

            του Μ ως προς Κ και Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ, Α και Ε είναι  

            συνευθειακά.

25. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάμεσος του και Κ το μέσο του ΑΜ. Αν η προέκταση της ΒΚ  

        τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ν, και Λ είναι το μέσο του ΓΝ, να αποδείξετε ότι: 

[image: image79.emf]        α) Το σημείο Ν είναι μέσο του ΑΛ.  

        β) 
[image: image31.wmf]ˆˆˆ

KMG=MBK+AKN

.  

        γ) ΒΚ=3ΚΝ.

26. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ=2ΑΓ. Έστω ΑΜ διάμεσος του ΑΒΓ και Κ, Λ τα μέσα των ΜΓ  

[image: image80.png]


        και ΑΒ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

        α) 
[image: image32.wmf]ˆ

ˆ

MAG=AMG

.
        β) ΜΛ=ΜΚ.  

        γ) Η ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΛΑΚ.

27. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΒ=ΓΔ και Μ, Ν, Κ τα μέσα των ΑΔ, ΒΓ, ΒΔ αντίστοιχα.      

       Αν οι προεκτάσεις των ΑΒ και ΔΓ τέμνουν την προέκταση της ΜΝ στα σημεία Ε και Ζ    
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       αντίστοιχα να αποδείξετε ότι: 

       α) ΜΚ=ΚΝ.  

       β) 
[image: image33.wmf]ˆˆ

MEA=MZD

. 

28. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ, η διχοτόμος του ΑΔ και ευθεία (ε) παράλληλη από το Β  

        προς την ΑΓ. Από το μέσο Μ της ΒΓ φέρουμε ευθεία παράλληλη στην ΑΔ η οποία τέμνει  

        την ΑΓ στο σημείο Ζ, την ευθεία (ε) στο σημείο Λ και την προέκταση της ΒΑ στο σημείο  
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        Ε. Να αποδείξετε ότι: 

       α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΒΛΕ είναι ισοσκελή.  

       β) ΒΛ=ΓΖ .  

       γ) ΑΕ=ΑΓ(ΒΛ.
29. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο  

        ώστε ΒΔ=ΑΒ ενώ στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε  

        ΓΕ=ΓΑ. Αν οι εξωτερικοί διχοτόμοι των γωνιών Β και Γ τέμνουν τις ΑΔ και ΑΕ στα  

        σημεία Κ και Λ αντίστοιχα, και η ΚΛ τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Μ και Ν  
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        αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι: 

        α) Τα σημεία Κ και Λ είναι μέσα των ΑΔ και  

             ΑΕ αντίστοιχα.  

        β) Τα τρίγωνα ΚΜΑ και ΑΝΛ είναι  

           ισοσκελή.  

       γ) ΚΛ= 
[image: image34.wmf]2

AB+AG+BG

.
30. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΒΓ και η διχοτόμος ΒΕ της γωνίας Β. Αν ΑΖ(ΒΕ, όπου Ζ  

        σημείο της ΒΓ και Μ το μέσον της ΑΓ, να αποδείξετε ότι : 
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       α) Το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ισοσκελές.  

       β) ΔΜ//ΒΓ και ΔΜ=
[image: image35.wmf]2

BG-AB

.  

       γ) 
[image: image36.wmf]ˆ

ˆ

2

B

EDM=

, όπου Β είναι η γωνία του  

           τριγώνου ΑΒΓ. 

31. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και το ύψος του ΑΜ. Φέρουμε ΜΔ κάθετη  

        στην ΑΓ και θεωρούμε Η το μέσο του τμήματος ΜΔ. Από το Η φέρουμε παράλληλη στη  

        ΒΓ η οποία τέμνει τις ΑΜ και ΑΓ στα σημεία Κ και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 
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       α) ΗΖ=
[image: image37.wmf]4

BG

.   

       β) ΜΖ//ΒΔ. 

       γ) Η ευθεία ΑΗ είναι κάθετη στη ΒΔ.

32. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ. Προεκτείνουμε το ΒΓ (προς το Γ) κατά τμήμα  

        ΓΔ=ΒΓ. Φέρουμε τις διαμέσους ΑΕ και ΓΖ του τριγώνου που τέμνονται στο Θ. Το ΒΘ  
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        προεκτεινόμενο, τέμνει το ΑΓ στο Κ και το ΑΔ στο Θ. Να αποδείξετε ότι:

        α) Το ΖΚΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 
        β) ΑΗ=ΘΓ.
        γ) ΑΗ=2ΖΘ.

33. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και Μ το μέσο της ΒΓ. Φέρουμε ΓΔ(ΒΓ με  
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        ΓΔ=ΑΒ ( Α, Δ εκατέρωθεν της ΒΓ). Nα αποδείξετε ότι: 

        α) ΑΜ // ΓΔ  

        β) η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΑΓ. 
        γ) 
[image: image38.wmf]ˆ

ˆ

45

2

o

B

DAG=-

.  

       δ) ΑΔ<2ΑΒ.
[image: image88.png]


34. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και η διάμεσός του ΑΜ. 

      Φέρουμε ημιευθεία Γx(ΒΓ προς το ημιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α και   

      παίρνουμε σε αυτήν τμήμα  ΓΔ= ΑΒ. 

      Να αποδείξετε ότι:

      α) Η γωνία ΔΑΓ είναι ίση με τη γωνία ΓΔΑ.

      β) Η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΑΓ.                                                                      

[image: image89.png]


35. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ. Έστω Αx η διχοτόμος της    

      εξωτερικής του γωνίας Α=120ο. Από την κορυφή Β φέρνουμε  

      ευθεία  παράλληλη στην Αx, η οποία τέμνει την πλευρά ΑΓ  

      στο σημείο Δ.

     α) Να αποδείξετε ότι:

           i. Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο.
          ii. ΔΓ=ΑΓ–ΑΒ.
     β) Αν η γωνία ΒΔΑ είναι διπλάσια της γωνίας Γ του τριγώνου   

          ΑΒΓ, να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΔΓ.                                                                             

[image: image90.png]


36. Στο ακόλουθο σχήμα ισχύουν ΑΒ=ΒΔ=ΑΓ=ΓΕ=5,  

      BK⊥ΑΔ και ΓΛ⊥ΑΕ.

      α) Να προσδιορίσετε, ως προς τις πλευρές, το είδος των   

          τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΕ. Να αιτιολογήσετε την  

          απάντησή σας.                                                                                                                               

      β) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ είναι τα μέσα  

          των τμημάτων ΑΔ και ΑΕ αντίστοιχα.   

      γ) Αν η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι 12, να υπολογίσετε το τμήμα ΚΛ.                           

37. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image39.wmf]ˆ

A

=90ο). Η διχοτόμος της γωνίας Β τέμνει την πλευρά ΑΓ  

      στο σημείο Δ. Φέρουμε τμήμα ΔΕ κάθετο στην πλευρά ΒΓ. Να αποδείξετε ότι:

      α) ΒΕ=ΑΒ. 
      β) Αν επιπλέον 
[image: image40.wmf]ˆ

BDA

=55°, να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΓΔΕ.
38. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και σημεία Δ και Ε στην ευθεία ΒΓ τέτοια,
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      ώστε ΒΔ=ΓΕ. Έστω ότι ΔΖ(ΑΒ και ΕΗ(ΑΓ.
      α) Να αποδείξετε ότι:

           i. ΒΖ=ΓΗ. 
          ii. Το τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισοσκελές. 
      β) Αν 
[image: image41.wmf]ˆ

A

=50ο, να υπολογίσετε τις γωνίες του  

          τριγώνου ΑΖΗ.
39. Αν στο παρακάτω σχήμα είναι 
[image: image42.wmf]ˆ

ˆ

a=d

, 
[image: image43.wmf]ˆ

ˆ

b=g

 και ΑΒ=ΑΓ, να αποδείξετε ότι: 

[image: image92.png]


      α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ίσα. 
      β) Οι γωνίες ε και ζ είναι ίσες.

40. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και σημείο Μ εσωτερικό του τριγώνου, τέτοιο  

      ώστε ΜΒ=ΜΓ. Να αποδείξετε ότι: 

      α) Τα τρίγωνα ΑΜΒ και ΑΜΓ είναι ίσα.  

      β) Η ευθεία ΑΜ διχοτομεί τη γωνία ΒΜΓ.
41. Δίνεται τρίγωνο ισοσκελές ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) με γωνία Α=500. Έστω Δ είναι σημείο της  

[image: image93.png]


      πλευράς ΑΓ, τέτοιο ώστε ΒΔ=ΒΓ. 

      α) Να υπολογίσετε τις γωνιές Β και Γ του τριγώνου ΑΒΓ.  

      β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ΔΒΓ είναι ίση με τη γωνία Α.

42. Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=900) με Γ=400. Έστω Δ τυχαίο σημείο της πλευράς  

[image: image94.png]


      ΑΓ και ΔΕ⊥ΒΓ. Να υπολογίσετε: 

     α) τις γωνιές του τριγώνου ΔΕΓ.  

     β) τις γωνιές του τετράπλευρου ΑΔΕΒ.

43. Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=900). Έστω ότι η ΑΔ είναι η διχοτόμος της γωνίας Α  
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      και η ΔΕ//ΑΒ. Αν η 
[image: image44.wmf]0

ˆ

ˆ

B20

=+G

: 

      α) να υπολογίσετε: 

           i. τις γωνίες B και Γ του τριγώνου ΑΒΓ. 
          ii. τις γωνίες φ και ω.  

     β) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΔ είναι  

          ισοσκελές.

44. Στο παρακάτω σχήμα ισχύουν ΔΒ=ΒΑ=ΑΓ=ΓΕ και 
[image: image45.wmf]ˆ

BAG

=400. Να αποδείξετε ότι: 
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      α) 
[image: image46.wmf]ˆˆ

ABD=AGE

=1100.  

      β) τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα.  

      γ) το τρίγωνο ΔΑΕ είναι ισοσκελές.

45.  Δίνεται κύκλος (Ο, R) διαμέτρου ΑΒ, και χορδή ΑΓ τέτοια ώστε 
[image: image47.wmf]·

BAG

=30ο. Στο σημείο Γ  

         φέρουμε την εφαπτομένη του κύκλου, η οποία τέμνει την προέκταση της διαμέτρου ΑΒ  
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         (προς το Β) στο σημείο Δ.
         α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του  

              τριγώνου ΟΓΔ.  

         β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΟΓ  

             και ΓΒΔ είναι ίσα.

46. Δίνεται κύκλος κέντρου Ο, και από ένα σημείο Ρ εκτός αυτού φέρουμε τα εφαπτόμενα  
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        τμήματα ΡΑ και ΡΒ. Το τμήμα ΡΟ τέμνει τον κύκλο στο σημείο Μ και η εφαπτομένη του  

        κύκλου στο Μ τέμνει τα ΡΑ και ΡΒ στα σημεία Δ  

        και Γ αντίστοιχα. 

        α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΡΔΓ είναι  

            ισοσκελές.  

        β) Αν η γωνία ΑΡΒ είναι 40ο να υπολογίσετε τη   

            γωνία ΑΟΒ.

[image: image99.png]


47. Στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ (γωνία Α ορθή) του παρακάτω σχήματος ισχύει  

       
[image: image48.wmf]ˆ

ˆ

B=D

=30ο . 
        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετράπλευρου ΑΕΖΓ. 

        β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΓΖΔ και ΕΒΖ είναι ισοσκελή. 
48. Στο παρακάτω σχήμα οι γωνίες Α και Β είναι ορθές και επιπλέον ΑΔ=ΒΓ και ΑΓ=ΒΕ. Να  
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        αποδείξετε ότι: 
       α) Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ είναι ίσα. 
       β) Αν η γωνία ΕΓΒ=40ο τότε το τρίγωνο ΔΓΕ 
            είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

49. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν 
[image: image49.wmf]ˆ

ˆˆ

2

A+G=B

 και 
[image: image50.wmf]ˆ

ˆ

3

A=G

. 
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        α) Να αποδείξετε ότι η γωνία Β είναι 60ο.
        β) Αν το ύψος του ΑΔ και η διχοτόμος του   

            ΒΕ τέμνονται στο σημείο Ζ, να αποδείξετε  

            ότι  το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο. 
50. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο 
[image: image51.wmf]ˆ

ˆ

A2

ex

=B

. Φέρουμε τη  μεσοκάθετο της πλευράς ΑΒ, η   

      οποία τέμνει την πλευρά ΑΓ στο Δ και σχηματίζεται γωνία ΑΔΒ ίση με 80˚.
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     α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με  

         ΑΒ=ΑΓ.                        

     β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

51. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image52.wmf]ˆ

A

=90o, 
[image: image53.wmf]ˆ

B

=35ο και Μ το μέσο της ΒΓ.

        α) Να υπολογίσετε τη γωνία Γ. 
        β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΜΒ.
52. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Ε το μέσο της διαμέσου του ΑΜ. Αν ΒΓ=2 ΒΕ να αποδείξετε

[image: image103.emf]        ότι:

       α) 
[image: image54.wmf]ˆˆ

AEB=EMG

.
       β) ΑΒ = ΕΓ. 

53. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και η διάμεσός του ΑΔ τέτοια ώστε 
[image: image55.wmf]ˆ

BAD

=30ο.

[image: image104.emf]        Θεωρούμε σημείο Ε στην ΑΓ τέτοιο ώστε ΑΔ=ΑΕ.

        α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
        β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΔΕ. 
        γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ΕΔΓ.

54. Θεωρούμε κύκλο (Ο, ρ) και διάμετρό του ΑΒ. Στην εφαπτομένη του κύκλου στο Β
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        θεωρούμε σημείο Γ τέτοιο ώστε, η γωνία ΒΓΟ να είναι ίση με 30ο. Αν η ΟΓ τέμνει τον

        κύκλο στο Δ να αποδείξετε ότι:

        α) ΟΓ=2ΟΑ.

        β) ΒΓ=ΑΔ.

55. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Θεωρούμε σημείο Ε στην προέκταση της ΒΑ (προς το Α)  
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        και σημείο Δ στο εσωτερικό της πλευράς ΑΓ, ώστε ΑΕ=ΑΔ. 
        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΔΕ.  

        β) Αν Ζ είναι το σημείο τομής τής προέκτασης της ΕΔ
            (προς το Δ) με την ΒΓ, να αποδείξετε ότι η ΕΖ είναι κάθετη  

            στην ΒΓ.

56. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) . 

       α) Να αποδείξετε ότι τα μέσα Δ και Ε των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, ισαπέχουν από  

            τη βάση ΒΓ.  

       β) Αν 
[image: image56.wmf]ˆ

ˆ

75

o

A=+B

, να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 
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57. Στο παρακάτω σχήμα, να αποδείξετε ότι: 

         α) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές,  

         β) η γωνία ΑΕΔ είναι ορθή.

58. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image57.wmf]ˆ

A

=90ο) με 
[image: image58.wmf]ˆ

B

=50ο, το ύψος του ΑΔ και σημείο Ε στην  
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        ΔΓ ώστε ΔΕ=ΒΔ. Το σημείο Ζ είναι η προβολή του Γ στην ΑΕ.

        α) Να αποδείξετε ότι:

              i. Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές. 
             ii. 
[image: image59.wmf]ˆ

GAE

=10ο.

        β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΖΓΕ.

59. Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=90ο) και το ύψος του ΑΗ. Έστω Δ και Ε τα  

        συμμετρικά σημεία του Η ως προς τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

       α) Να αποδείξετε ότι: 

              i. ΑΗ=ΑΔ=ΑΕ.  

             ii. Το τρίγωνο ΕΗΔ είναι ορθογώνιο.  

            iii. Τα σημεία Ε, Α και Δ είναι συνευθειακά. 

       β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΗΔ είναι ίσα; Αν ναι, να το αποδείξετε. Αν όχι, κάτω από ποιες  

           αρχικές προϋποθέσεις θα μπορούσε να είναι ίσα; Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας.

60. Στο ισοσκελές  τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) φέρουμε τις διαμέσους ΒΔ και ΓΕ. Μία ευθεία ε  

        παράλληλη στη βάση ΒΓ τέμνει τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα Ζ και Η αντίστοιχα και τις   

        διαμέσους ΒΔ και ΓΕ στα σημεία Θ και Κ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 
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        α) ΒΖ=ΓΗ.  

        β) τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΗΚΓ είναι ίσα.  

        γ) ΖΚ=ΗΘ .

61. Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και στο εξωτερικό του σχηματίζονται τα τετράγωνα ΑΒΔΕ  
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        και ΑΓΖΗ. Να αποδείξετε ότι: 

        α) 
[image: image60.wmf]ˆ

ˆˆ

EAH=ABG+AGB

. 
        β) ΕΓ = ΒΗ  

        γ) ΕΓ(ΒΗ.

62. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ. Φέρουμε τη διχοτόμο του ΑΚ και σε τυχαίο σημείο της  

        Ε φέρουμε ευθεία κάθετη στη διχοτόμο ΑΚ, η οποία τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Ζ  
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        και Δ αντίστοιχα και την προέκταση της  

        ΓΒ στο σημείο Η. Να αποδείξετε ότι: 

        α) 
[image: image61.wmf]ˆ

ˆ

90
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ZDG=+

.  
        β) ΖΚ=ΚΔ.  

        γ) 
[image: image62.wmf]ˆˆ

ˆ

2

B-G

ZHG=

. 
63. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΒ=ΑΔ και ΓΒ=ΓΔ. Αν Ε το σημείο τομής των  

        προεκτάσεων των ΒΑ και ΓΔ και Ζ το σημείο τομής των προεκτάσεων των ΔΑ και ΓΒ να  
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        αποδείξετε ότι: 

        α) Η ΓΑ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΓΔ.  

        β) ΓΖ=ΓΕ.  

        γ) ΕΖ//ΒΔ.
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64. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και σημείο Δ στην προέκταση της ΒΓ. Από το   

        Δ φέρουμε ΔΚ κάθετη στην ΑΒ και ΔΕ κάθετη στην προέκταση της ΑΓ. Από το σημείο Γ  

        φέρουμε ΓΗ κάθετη στην ΑΒ και ΓΖ κάθετη στην    

        ΚΔ. Να αποδείξετε ότι: 

        α) H γωνία ΖΓΔ είναι ίση με τη γωνία Β.  

        β) Η ΓΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΖΓΕ.  

        γ) Το τρίγωνο ΔΖΕ είναι ισοσκελές.  

        δ) ΔΚ–ΔΕ=ΗΓ.

65. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) θεωρούμε σημείο  

        Δ τέτοιο ώστε ΒΔ=ΒΓ, ενώ στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο  

        ώστε ΓΕ=ΒΓ. Φέρουμε την κάθετη στην ΕZ στο σημείο Ε, η οποία τέμνει την προέκταση  
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        της ΔΑ στο Ζ. 

        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΓΑΕ  

             και ΒΔΑ.  

        β) Να αποδείξετε ότι η ΓΖ είναι μεσοκάθετος του ΑΕ.  

        γ) Να αποδείξετε ότι ΑΒ//ΓΖ.
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