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Επιμέλεια: Περικλής Παντούλας 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

Γηα ηε ζπλάξηεζε f :   ηζρύεη    f x 3y f x 2y    γηα θάζε 

x,y  κε y 0 . 

1) Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

2) Να ιπζεί ζην  ε εμίζωζε        f x f 3x 2 f 2x 1 f 1     . 

                                           ΛΥΣΗ 

1) Είλαη        f x 3y f x 2y : 1 , x ,y 0     . 

      Έζηω 
1 2

x ,x   κε 
1 2

x x .  

Από ηελ  1   ζέηνληαο  όπνπ x   ην 
1 2

3x 2x  θαη  όπνπ  y  ην 

2 1
x x 0  , έρνπκε όηη  ηζρύεη : 

      
     1 2 2 1 1 2 2 1

f 3x 2x 3 x x f 3x 2x 2 x x         

             2 1 1 2
f x f x f x f x     

      Άξα, γηα θάζε 
1 2

x ,x   κε 
1 2

x x  ηζρύεη    1 2
f x f x .  

      Επνκέλωο ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

2) …          f x f 3x 2 f 2x 1 f 1 : E     . 

      Είλαη θαλεξό όηη ην 
0

x 1  είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο (Ε) , αθνύ : 

               f 1 f 3 1 2 f 2 1 1 f 1 f 1 f 1 f 1 f 1            

Γηα x 1  έρνπκε: 

   

   

f γν.αύξουσα
στο f x f 1x 1

x 1
3x 2 2x 1 f 3x 2 f 2x 1

  
    

      
 

       f x f 3x 2 f 2x 1 f 1       

Επνκέλωο ζην  1,  ε εμίζωζε  E  δελ έρεη ιύζε. 

Γηα x 1  έρνπκε:  
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   

   

f γν.αύξουσα
στο f x f 1x 1

x 1
3x 2 2x 1 f 3x 2 f 2x 1

  
    

      
 

       f x f 3x 2 f 2x 1 f 1       

Επνκέλωο ζην  ,1  ε εμίζωζε  E  δελ έρεη ιύζε. 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη ε εμίζωζε  E  έρεη αθξηβώο κία ιύζε 

ζην , ε νπνία είλαη ην 
0

x 1 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 

Γηα ηελ παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :   ηζρύεη 

   
 

   f β f α f γ f β
3f x 2

β α γ β

 
 

 
 γηα θάζε x , όπνπ α,β,γ  

κε α β γ   είλαη ζηαζεξνί αξηζκνί. Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη 

ζηαζεξή ζην . 

ΛΥΣΗ 

Έρνπκε 
   

 
   

   
f β f α f γ f β

3f x 2 : 2 , α β γ
β α γ β

 
   

 
. 

Επεηδή ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  ηθαλνπνηεί ηηο 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ ΘΜΤ ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  α,β  θαη  β,γ , 

νπόηε ππάξρνπλ  1
ξ α,β  θαη  2

ξ β,γ , ώζηε: 

  
   

 1

f β f α
f ξ : 2

β α


 


 θαη 

  
   

 2

f γ f β
f ξ : 3

γ β


 


 

Έηζη ε  1 , ιόγω ηωλ  2  θαη  3  γίλεηαη: 

       1 2
f ξ 3f x 2f ξ : 4     

Από ηελ  4  γηα 
1

x ξ  έρνπκε: 

         1 1 1 1
f ξ 3f ξ 2f ξ 0 f ξ 0 : 5         
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Από ηελ  4  γηα 
2

x ξ  έρνπκε: 

       2 2 2
3f ξ 2f ξ f ξ 0 : 6      

Από ηηο  4 ,  5  θαη  6  πξνθύπηεη όηη, γηα θάζε x  ηζρύεη: 

     1 2
0 f ξ 3f x 2f ξ 0        

     0 3f x 0 0 f x 0 f x 0           

Άξα, γηα θάζε x  ηζρύεη  f x 0  , νπόηε ε f  είλαη ζηαζεξή ζην . 

(ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε ηθαλνπνηεί ηελ ππόζεζε) 

                                           

ΑΣΚΗΣΗ 3 

Γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f : 1,1   ηζρύεη  : 

     3 2011
3f x f x f x   γηα θάζε  x 1,1  . Να απνδείμεηε όηη 

 f x 0  γηα θάζε  x 1,1  . 

ΛΥΣΗ 

Έρνπκε        3 2011
3f x f x f x : 1  . Επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην 

 1,1  έπεηαη, ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο, όηη ε 

f  παξνπζηάδεη ζην  1,1  ειάρηζην μ  θαη κέγηζην Μ . 

Αλ  1
x 1,1   είλαη ε ζέζε ζηελ νπνία ε f  παξνπζηάδεη ην ειάρηζην θαη 

 2
x 1,1   ε ζέζε ζηελ νπνία ε f  παξνπζηάδεη ην κέγηζην, ηόηε ζα είλαη 

 1
f x μ  θαη  2

f x M . 

Από ηελ  1  γηα 
1

x x , έρνπκε: 

           3 2011 3 2011

1 1 1 1 1
3f x f x f x 3μ f x f x : 2      

Επεηδή γηα  1
x 1,1   έρνπκε  3 2011

1 1
x ,x 1,1  , έπεηαη όηη  3

1
f x μ  θαη 

 2011

1
f x μ , νπόηε    

 2
3 2011

1 1
f x f x 2μ 3μ 2μ μ 0      . 

Από ηελ  1  γηα 
2

x x , έρνπκε: 
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           3 2011 3 2011

2 2 2 2 2
3f x f x f x 3Μ f x f x : 3      

Επεηδή γηα  2
x 1,1   έρνπκε  3 2011

2 2
x ,x 1,1  , έπεηαη όηη  3

2
f x Μ  

θαη  2011

2
f x Μ , νπόηε    

 3
3 2011

2 2
f x f x 2Μ 3Μ 2Μ Μ 0      . 

Έηζη γηα θάζε  x 1,1   ηζρύεη: 

     0 μ f x Μ 0 0 f x 0 f x 0          

Άξα ηζρύεη  f x 0  γηα θάζε  x 1,1  . (ε  f x 0  ηθαλνπνηεί ηελ  

ππόζεζε). 

ΑΣΚΗΣΗ 4 

Αλ ε ζπλάξηεζε f :   είλαη παξαγωγίζηκε θαη θπξηή ζην , λα 

ιπζνύλ ζην  νη εμηζώζεηο: 

i.      f x f 3x 2f 2x   

ii.      xf x f x f 2x    

ΛΥΣΗ 

Επεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε θαη θπξηή ζην , έπεηαη όηη ε f   είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

i. Έρνπκε        1
f x f 3x 2f 2x : E  . 

Είλαη θαλεξό όηη ην 
0

x 0  είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο  1
E , αθνύ: 

     f 0 f 3 0 2f 2 0    . 

Έζηω x 0 . Επεηδή ε ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ΘΜΤ ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

 x,2x  θαη  2x,3x , νπόηε ππάξρνπλ  1
ξ x,2x  θαη  2

ξ 2x,3x  

ηέηνηα ώζηε: 

 
       

 1

f 2x f x f 2x f x
f ξ : 1

2x x x

 
  


 θαη 

 
       

 2

f 3x f 2x f 3x f 2x
f ξ : 2

3x 2x x

 
  


 

Έρνπκε όκωο: 
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   

f γν.αύξουσα
στο

1 2 1 2 1 2
x ξ 2x ξ 3x ξ ξ f ξ f ξ



           

 

         1

2

f 2x f x f 3x f 2x

x x

 
   

       
x 0

f 2x f x f 3x f 2x


     

     f x f 3x 2f 2x   . 

Έηζη γηα θάζε  x 0,   ηζρύεη      f x f 3x 2f 2x  , νπόηε ε 

εμίζωζε  1
E  δελ έρεη ιύζε ζην  0, . Οκνίωο εξγαδόκελνη, 

απνδεηθλύνπκε όηη ε εμίζωζε  1
E  δελ έρεη ιύζε νύηε ζην  ,0 . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη ε εμίζωζε  1
E  έρεη αθξηβώο κία ιύζε 

ζην , ηνλ αξηζκό 
0

x 0 . 

ii. Έρνπκε        2
xf x f x f 2x : E   . 

Είλαη θαλεξό όηη ην 
0

x 0  είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο  2
E , αθνύ: 

     0 f 0 f 0 f 2 0    . 

Έζηω x 0 . Επεηδή ε ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην , έπεηαη όηη ε f  

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ΘΜΤ ζην δηάζηεκα  x,2x , νπόηε 

ππάξρεη  ξ x,2x  ώζηε: 

 
   

       
f 2x f x

f ξ xf ξ f 2x f x : α
2x x


    


 

Έρνπκε: 

      xf x f 2x f x     

 

   
α

xf x xf ξ    

      x f x f ξ : β    

Έρνπκε όκωο: 

   

f γν.αύξουσα
στο

x ξ 2x f x f ξ



       
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   f x f ξ 0     

    
x 0

x f x f ξ 0


     

 

      
β

xf x f 2x f x 0     

     xf x f x f 2x    

Άξα ε εμίζωζε  2
E  δελ έρεη ιύζε ζην  0, . Εξγαδόκελνη κε 

αλάινγν ηξόπν, θαηαιήγνπκε όηη ε εμίζωζε  2
E  δελ έρεη ιύζε ζην 

 ,0 . Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη ε εμίζωζε  2
E  έρεη αθξηβώο 

κία ιύζε ζην , ηνλ αξηζκό 
0

x 0 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 

Γηα ηελ παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :    ηζρύεη  : 

      f x 1
f f x f 1 e


   γηα θάζε x  θαη    f x f x   γηα θάζε x . 

Να βξεζεί ν ηύπνο ηεο f . 

ΛΥΣΗ 

 Γηα θάζε x  έρνπκε: 

   f x f x    

   f x f x 0    

     x
f x f x e 0

    

    x x
f x e f x e 0

      

    x x
f x e f x e 0

       

  x
f x e 0

 
   

   g x 0  , όπνπ     x
g x f x e ,x

  . 

Επεηδή  g x 0   γηα θάζε x , έπεηαη όηη ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζην , νπόηε ε g  είλαη ζπλάξηεζε 1 1 . 
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 Γηα θάζε x  έρνπκε: 

      1 f x
f f x f 1 e


    

      f x1
f f x f 1 e e    

        f x 1
f f x e f 1 e

  
    

    g f x g 1    

 
g 1 1

f x 1


    

Η ζπλάξηεζε  f x 1,x   , ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο πνπ δόζεθαλ 

ζηελ άζθεζε. Άξα είλαη  f x 1,x   . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 

Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε      f x x α x β x γ    , x , όπνπ 

α,β,γ  κε α β γ  . 

1) Να απνδείμεηε όηη: 

i. 
 
 

f x 1 1 1

f x x α x β x γ


  

  
 

ii. 
     
α β γ

0
f α f β f γ

  
  

 

2) Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ  1
ξ α,β  θαη  2

ξ β,γ  ώζηε 

   1 2
f ξ f ξ 0   . 

3) Να απνδείμεηε όηη ην 
1
ξ  είλαη ζέζε ηνπηθνύ κεγίζηνπ θαη ην 

2
ξ  

ζέζε ηνπηθνύ ειαρίζηνπ ηεο f . 

4) Να απνδείμεηε όηη: 

i. ην 
1
ξ  είλαη πιεζηέζηεξα ζην α  από όηη ζην β . 

ii. ην 
2

ξ  είλαη πιεζηέζηεξα ζην γ  από όηη ζην β . 

 

ΛΥΣΗ 
 

1) Είλαη           f x x β x γ x α x γ x α x β           

11..  Έρνπκε: 
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 
 

        
   

f x x β x γ x α x γ x α x β

f x x α x β x γ

        
 

  
 

  
   

  
   

  
   

x β x γ x α x γ x α x β

x α x β x γ x α x β x γ x α x β x γ

     
  

        

 

1 1 1

x α x β x γ
  

  
 

22..  Είλαη: 

              f α α β α γ α α α γ α α α β α β α γ            
 

              f β β β β γ β α β γ β α β β α β β γ             

 

              f γ γ β γ γ γ α γ γ γ α γ β α γ β γ            

 

Έηζη έρνπκε: 

              
α β γ α β γ

f α f β f γ α β α γ α β β γ α γ β γ
     

         

     

                            
     

   

α β γ β α γ γ α β

α β α γ β γ

    


  
 

                                 
   

αβ αγ αβ βγ αγ βγ

α β α γ β γ

    


  
 

                                
   

0
0

α β α γ β γ
 

  
 

2) Είλαη      f α α α α β α γ 0     ,             

     f β β α β β β γ 0      θαη 

     f γ γ α γ β γ γ 0     . 

Η f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε: 

          f x x β x γ x α x γ x α x β          , νπόηε ε f  είλαη 

ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα  α,β ,  β,γ  θαη παξαγωγίζηκε ζηα δηαζηήκαηα 

 α,β  θαη  β,γ . Αθόκε είλαη      f α f β f γ 0   , νπόηε ε f  
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ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle  ζε θαζέλα από ηα 

δηαζηήκαηα  α,β  θαη  β,γ . 

Επνκέλωο ππάξρνπλ: 

  1
ξ α,β  ηέηνην ώζηε  1

f ξ 0   θαη 

  2
ξ β,γ  ηέηνην ώζηε  2

f ξ 0   θαη 

3) Είλαη: 

          f x x β x γ x α x γ x α x β          

                                2
3x 2 α β γ x αβ βγ γα        

Από ην εξώηεκα (2) ζπκπεξαίλνπκε όηη νη 
1 2
ξ ,ξ  είλαη δύν δηαθνξεηηθέο 

ξίδεο ηνπ ηξηωλύκνπ  f x , νπόηε ην  f x  γξάθεηαη : 

    1 2
f x 3 x ξ x ξ    , όπνπ 

1 2
α ξ β ξ γ    . 

Έηζη έρνπκε ηνλ παξαθάηω πίλαθα: 

      x    α    1ξ      β        2ξ     γ     

 f x              0              0        

 f x
 

                                        

                                   T.M.                T.E.  

Από ην πξόζεκν ηεο  f x  πνπ θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα, πξνθύπηεη όηη ε f  

παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην ζην 
1
ξ  θαη ηνπηθό ειάρηζην ζην 

2
ξ . 

4)   i)  Έρνπκε: 

 1
f ξ 0    

        1 1 1 1 1 1
ξ β ξ γ ξ α ξ γ ξ α ξ β 0           

        1 1 1 1 1
ξ γ ξ β ξ α ξ α ξ β            

     1 1 1 1
ξ γ 2ξ α β ξ α ξ β         

  
 1 1

1

1

ξ α ξ β
2ξ α β : 1

ξ γ

 
    


 

Έρνπκε όκωο: 

1 2
α ξ β ξ γ      
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  1

1 1

1

1

1

ξ α 0
ξ α ξ β

ξ β 0 0
ξ γ

ξ γ 0

 
 

     
  

 

 1

1 1 1

α β
2ξ α β 0 2ξ α β ξ

2


          

Επεηδή ηζρύεη 
1

α β
ξ

2


  ,  έπεηαη όηη ην 

1
ξ   βξίζθεηαη  πιεζηέζηεξα  ζην 

α  από όηη ζην β . 

  ii)   Οκνίωο απνδεηθλύεηαη όηη ην 
2

ξ  είλαη πιεζηέζηεξα ζην γ  από όηη 

ζην β . 

ΑΣΚΗΣΗ 7 

Γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε f :   ηζρύεη      f 2f x f 3f x 10x   

γηα θάζε x . Να απνδείμεηε όηη  f  . 

                                           

ΛΥΣΗ 

Είλαη        f 2f x f 3f x 10x : 1  . 

Έζηω 
0

y   ηπραίνο. Θα δείμνπκε όηη ππάξρεη 
0

x   ηέηνηνο ώζηε 

 0 0
f x y . 

Υπνζέηνπκε όηη δελ ππάξρεη 
0

x  , ώζηε  0 0
f x y , ηόηε ζα ηζρύεη 

  0
f x y  γηα θάζε x  ή ηζνδύλακα   0

f x y 0   γηα θάζε x , 

δειαδή  g x 0  γηα θάζε x , όπνπ     0
g x f x y , x   . 

Η g  είλαη ζπλερήο ζην  θαη γηα θάζε x  ηζρύεη  g x 0 , νπόηε ε 

g  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην . Δειαδή ζα είλαη  g x 0  γηα 

θάζε x  ή  g x 0  γηα θάζε x . 

Έζηω  g x 0  γηα θάζε x , ηόηε γηα θάζε x  έρνπκε: 

       0 0
g x 0 f x y 0 f x y : 2       
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Από ηελ  2  ζέηνληαο, όπνπ x  ην  2f x  έρνπκε όηη γηα θάζε x  

ηζρύεη    0
f 2f x y  θαη ζέηνληαο, όπνπ x  ην  3f x  έρνπκε όηη γηα 

θάζε x  ηζρύεη    0
f 3f x y . Έηζη γηα θάζε x  ηζρύεη: 

     
 1

0

0 0

y
f 2f x f 2f x 2y 10x 2y x

5
      , ΑΤΟΠΟ. 

Οκνίωο ζε άηνπν θαηαιήγνπκε αλ ππνζέζνπκε όηη  g x 0  γηα θάζε 

x . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη ππάξρεη 
0

x  , ώζηε  0 0
f x y . 

Έηζη απνδείμακε όηη γηα θάζε 
0

y   ππάξρεη 
0

x  , ώζηε  0 0
f x y , 

νπόηε είλαη       f και επειδή είναι και f    πξνθύπηεη  όηη  

είλαη   f  . 

ΑΣΚΗΣΗ 8 

Γηα ηελ παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :   ηζρύεη    f x f x   γηα 

θάζε x  θαη είλαη  f α 0  γηα θάπνην α . Να απνδείμεηε όηη 

 f x 0  γηα θάζε x . 

ΛΥΣΗ 

Γηα θάζε x  είλαη:      f x f x : 1  . Από ηελ  1  έρνπκε : 

       f x 2f x f x 2f x     

     2
2f x f x 2f x   

    2 2
f x 2f x


   

      2 2 2
2f x f x 2f x


     

    

    

2 2

2 2

f x 2f x 0

f x 2f x 0

 
 

 
  

  
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    

    

2 2 2x

2 2 2x

f x 2f x e 0

f x 2f x e 0


 
  

 
 

     

 

  

  

2 2x

2 2x

f x e 0

f x e 0


 


 
 



                 

 
 

 

g x 0

h x 0

 
 

 

        , 

όπνπ    2 2x
g x f x e ,x   θαη    2 2x

h x f x e ,x
  . 

Επνκέλωο ε g  είλαη αύμνπζα ζην  θαη ε h  είλαη θζίλνπζα ζην , 

νπόηε: 

 Γηα θάζε x α  ηζρύεη        2 2x 2 2α
g x g α f x e f α e     

   
 

   
22x f x 0e 0

2 2x 2 2α 2 2
f x e 0 e f x 0 f x 0 f x 0



          

Άξα γηα θάζε x α  ηζρύεη  f x 0 . 

 Γηα θάζε x α  ηζρύεη        2 2x 2 2α
h x h α f x e f α e

      

   
 

   
22x f x 0e 0

2 2x 2 2α 2 2
f x e 0 e f x 0 f x 0 f x 0

 
           

Άξα γηα θάζε x α  ηζρύεη  f x 0 . 

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη όηη  f x 0  γηα θάζε x . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9 

Γηα ηελ πνιπωλπκηθή  ζπλάξηεζε  f :    κε 

  ν ν 1

ν ν 1 1 0
f x α x α x ... α x α




     , όπνπ 

0 1 2 ν
α ,α ,α ,...,α  , *

ν  

(άξηηνο) θαη 
ν

α 0  ,  ηζρύεη     xf x νf x    γηα θάζε x . 

1) Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε  
 
ν

f x
g x

x
  ωο πξνο ηε κνλνηνλία. 

2) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε  f x 0  έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο ζην . 
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                                            ΛΥΣΗ 

Έρνπκε      xf x νf x : 1  . 

1) Είλαη  
       ν ν 1

2ν ν 1

f x x f x νx xf x νf x
g x

x x





  
    

Γηα θάζε x  ηζρύεη      xf x νf x 0 : 2    θαη επεηδή ν  ν 1  

είλαη ζεηηθόο πεξηηηόο αθέξαηνο, έπεηαη όηη: 

 γηα θάζε x 0  ηζρύεη 
   

ν 1

xf x νf x
0

x


 
  

 γηα θάζε x 0  ηζρύεη 
   

ν 1

xf x νf x
0

x


 
  

Άξα είλαη  g x 0   γηα θάζε x 0  θαη  g x 0   γηα θάζε x 0 .\ 

Άξα ε g  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  ,0  θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 

 0, . 

2) Είλαη: 

 
ν ν 1

ν ν 1 1 0

νx x

α x α x ... α x α
lim g x lim

x





 

   
   

ν

ν

ν ννx x

α x
lim lim α α

x 
    

Οκνίωο   ν
x
lim g x α


 . 

Από ηελ  1  γηα x 0  έρνπκε: 

       0 f 0 νf 0 νf 0 0 f 0 0       

Έηζη  
 

 

   
 

f 0

f 0 0

ν ν
x 0 x 0 x 0

f x 1
lim g x lim lim f x

x x  

  
  

  

 
     

 
   θαη 

 
 

 

   
 

f 0

f 0 0

ν ν
x 0 x 0 x 0

f x 1
lim g x lim lim f x

x x  

  
  

  

 
     

 
 ,  

  αθνύ ν ν  είλαη ζεηηθόο άξηηνο. 

Επεηδή ε g  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, , έπεηαη όηη: 
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         ν
xx 0

g 0, lim g x , lim g x ,α
 

     

Επεηδή ε g  είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα  ζην  ,0  έπεηαη όηη: 

        ν
xx 0

g ,0 lim g x , lim g x ,α
 

     
 

 

Επεηδή είλαη 
ν

α 0 , ζπκπεξαίλνπκε όηη   0 g ,0   θαη 

  0 g 0,   

 Επεηδή   0 g ,0   θαη ε g  είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην  ,0 , 

έπεηαη όηη ζην  ,0  ε εμίζωζε  g x 0  έρεη αθξηβώο κία ιύζε, 

νπόηε θαη ε εμίζωζε  f x 0  έρεη αθξηβώο κία ιύζε ζην  ,0 . 

 Επεηδή   0 g 0,   θαη ε g  είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην  0, , 

έπεηαη όηη ζην  0,  ε εμίζωζε  g x 0  έρεη αθξηβώο κία ιύζε, 

νπόηε θαη ε εμίζωζε  f x 0  έρεη αθξηβώο κία ιύζε ζην  0, . 

Αθόκε είλαη  f 0 0  ,νπόηε ην 0   δελ είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο  

  f x 0 . Έηζη ε εμίζωζε  f x  = 0 έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο ζην . 

 


