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91. Άνθρωπος σε µια κυκλική τροχιά. 
 

 

Ένας άνθρωπος µάζας m=50Kg, 

τρέχει κατά την ωρολογιακή φορά, 

πάνω σε έναν κυκλικό δίσκο µάζας 

Μ=100Kg και ακτίνας R=2m. Ο 

άνθρωπος κινείται σε κυκλική τροχιά 

σε απόσταση d=1m από το κέντρο του 

δίσκου, µε ταχύτητα υ=3m/s ως προς 

το δίσκο, ενώ ο δίσκος περιστρέφεται 

χωρίς τριβές, αντιωρολογιακά µε 

σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0=1 

rad/s. Κάποια στιγµή ο άνθρωπος 

σκοντάφτει και πέφτει. Ποια είναι η 

καινούργια γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος άνθρωπος – δίσκος µετά το πέσιµο 

του ανθρώπου; Πόσο µεταβλήθηκε η κινητική ενέργεια του συστήµατος κατά το 

πέσιµο του ανθρώπου; 

∆ίνεται για το δίσκο Ιδ=Ιcm=
1

2
⋅M⋅R

2
 και ότι δεν υπάρχουν εξωτερικές ροπές. 

 

Συνοπτική λύση:  

 

 

Η ταχύτητα του ανθρώπου ως προς την ακίνητη γη είναι υα=υ-ω0⋅d=2m/s. Η ολική 

στροφορµή του συστήµατος ως προς τη γη είναι σταθερή. Άρα αρχL
�

= τελL
�

 ή  

Ιδ⋅ω0-m⋅υα⋅d=(Iδ+m⋅d
2
)⋅ω⇒ω= δ 0 α

2

δ

Ι ω m υ d

Ι m d

⋅ − ⋅ ⋅

+ ⋅
 µε Ιδ=

1

2
⋅M⋅R

2
=200 Κg⋅m

2
 . 

Άρα ω=
200 100

250

−
⇒ ω=0,4 rad/s. 

Καρχ=
1

2
⋅Ιδ⋅ω0

2
+

1

2
⋅m⋅υα

2
=100+100=200J. Ακόµη Kτελ=

1

2
⋅(Iδ+m⋅d

2
)⋅ω

2
=125⋅0,16=20J. 

Η κινητική ενέργεια του συστήµατος δε διατηρείται σταθερή αλλά µικραίνει. 
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92. Ελαστική κρούση 2 σφαιρών που κινούνται σε 
κάθετες διευθύνσεις 
 

 

Σφαίρα Σ1, µάζας m και 

ακτίνας R κινείται µε ταχύτητα 

υ και συγκρούεται ελαστικά µε 

όµοια σφαίρα Σ2 που κινείται 

µε ταχύτητα ίσου µέτρου υ σε 

κάθετη διεύθυνση. Να 

υπολογιστούν οι ταχύτητες των 

δυο σφαιρών µετά την κρούση.  

 

Συνοπτική λύση: 

 

Όταν δυο τέλεια ελαστικές 

σφαίρες συγκρούονται 

κεντρικά τότε ανταλλάσουν 

ταχύτητες. Κατά τον άξονα 

των x λοιπόν, έχουµε 

µετωπική ελαστική κρούση 

οπότε οι δυο σφαίρες 

ανταλλάσσουν ταχύτητες. 

Έτσι η Σ1 µετά την κρούση 

θα ακινητοποιηθεί ενώ η Σ2 

µετά την κρούση θα αποκτήσει στον άξονα των x την ταχύτητα της Σ1. 

Επειδή όµως η Σ2 είχε ταχύτητα υ πριν την κρούση κατά τον άξονα των y, η συνολική 

της ταχύτητα θα είναι ίση µε V µε V=
2 2 2υ +υ 2υ υ 2= =  και φ=45

0
. 
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93. Ελαστική κρούση 2 σφαιρών  
 

 

∆υο τελείως ελαστικές σφαίρες ίσης µάζας m, κινούνται στην ίδια ευθεία 

πλησιάζοντας η µια την άλλη µε ταχύτητες αντίστοιχα υ1 και υ2. Κάποια χρονική 

στιγµή απέχουν µεταξύ τους απόσταση d. Μετά από πόσο χρόνο θα απέχουν πάλι την 

ίδια απόσταση d; 
 

Συνοπτική λύση: 

 

Τη στιγµή που θα συγκρουστούν οι δυο σφαίρες θα έχουν διανύσει αποστάσεις 

x1=υ1⋅t και x2=υ2⋅t µε x1+x2=d ή υ1⋅t +υ2⋅t=d⇒t= 
1 2

d

υ +υ
. Μετά την κρούση οι δυο 

σφαίρες ανταλλάσουν ταχύτητες και θα έχουµε x1
΄
=υ2⋅t΄ και x2΄ =υ1⋅t΄ µε x1

΄
+x2

΄
 =d 

Οπότε προκύπτει t΄ = 
1 2

d

υ +υ
. Οπότε τα δυο σώµατα θα απέχουν ξανά απόσταση d 

σε χρόνο tολ=t+t΄=
1 2

2d

υ +υ
. 
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94. Στάσιµο κύµα  
 

 

1. Η εξίσωση y=A⋅ηµωt µπορεί να είναι εξίσωση στάσιµου κύµατος.  (Σ) 

2. Σε ένα στάσιµο «κύµα» έχουµε άπειρα πλάτη ταλάντωσης όσα δηλαδή και τα 

σηµεία της χορδής στην οποία δηµιουργείται το στάσιµο κύµα   (Σ) 

3. Τα µήκη κύµατος αλλά και οι συχνότητες σ’ ένα στάσιµο κύµα που 

δηµιουργείται σε χορδή δεδοµένου µήκους είναι κβαντισµένα µεγέθη.   (Σ). 

4.  Να βρείτε την απόσταση εκατέρωθεν ενός δεσµού ενός στάσιµου κύµατος 

στην οποία υπάρχουν σηµεία, που το πλάτος της ταλάντωσής τους είναι ίσο 

µε το πλάτος των συµβαλλόντων κυµάτων που δηµιούργησαν το στάσιµο 

κύµα (φ0=0). 
 

Συνοπτική λύση: 

 

Η εξίσωση  του στάσιµου κύµατος είναι y=2A⋅συν2π
x

λ
⋅ηµ2π

t

T
 µε Α΄=2A⋅συν2π

x

λ
, 

όπου Α είναι το πλάτος των συµβαλλόντων κυµάτων που δηµιούργησαν το στάσιµο 

κύµα. Τότε για Α΄=Α θα έχουµε  

 

2A⋅συν2π
x

λ
=Α⇒ συν2π

x

λ
=

1

2
⇒ συν2π δx ∆x

λ

±
=

1

2
, όπου xδ είναι η θέση του 

δεσµού και x=xδ±∆x είναι η θέση στην οποία ικανοποιείται η απαίτηση της 

άσκησης. 

Γνωρίζουµε ότι συν(α±β)=συνα⋅συνβ ∓ ηµα⋅ηµβ, οπότε έχουµε  

συν2π δx +∆x

λ
=

1

2
⇒ συν2π δx

λ
⋅ συν2π 

∆x

λ
∓  ηµ2π δx

λ
⋅ ηµ2π 

∆x

λ
 =

1

2
, όµως 

για τους δεσµούς του στάσιµου κύµατος ισχύει 2Ασυν2π δx

λ
=0⇒ συν2π δx

λ
=0. 

Τότε είναι ηµ2π δx

λ
=1 και προκύπτει ∓  ηµ2π δx

λ
⋅ ηµ2π 

∆x

λ
 =

1

2
⇒ 

⇒ ηµ2π 
∆x

λ
 = ±

1

2
⇒ ηµ2π 

∆x

λ
 = ±ηµ 

π

6
⇒2π 

∆x

λ
 = ± 

π

6
⇒ ∆x=

λ

12
. 

 

5. Αν οι εξισώσεις των δυο κυµάτων που µε τη συµβολή τους δηµιουργούν 

το στάσιµο κύµα  είναι y1=Α⋅ηµ2π(
t

T
-

x

λ
) και y2=Α⋅ηµ2π(

t

T
+

x

λ
+

3

4
) τότε 

να βρεθεί η εξίσωση του στάσιµου κύµατος. 

 

Συνοπτική λύση: 

 

y=y1+y2⇒y=2Aσυν
2π

2
(

t

T
-

x

λ
-

t

T
-

x

λ
-

3

4
)ηµ

2π

2
(

t

T
-

x

λ
+

t

T
+

x

λ
+

3

4
)⇒ 

⇒ y=2Aσυν2π(
x

λ
+

3

8
)ηµ2π(

t

T
+

3

8
) (Εξίσωση του στάσιµου «κύµατος»). 
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 Για Α΄=0⇒2A|συν2π(
x

λ
+

3

8
)|=0⇒ συν2π(

x

λ
+

3

8
)=0⇒ 2π(

x

λ
+

3

8
)=κπ+

π

2
⇒ 

⇒
x

λ
+

3

8
=

2κ+1

4
⇒ x=(4κ-1)⋅ 

λ

8
  (∆εσµοί του στάσιµου κύµατος). 

 

Για την απόσταση δυο διαδοχικών δεσµών του στάσιµου κύµατος έχουµε  

x1=(4κ-1)⋅
λ

8
 και x2=(4κ+3)⋅

λ

8
 άρα ∆x=4⋅

λ

8
⇒⇒⇒⇒ ∆x=

λ

2
. 

 

 

 

 Για |Α΄|=2Α⇒συν2π(
x

λ
+

3

8
)= ±1⇒ 2π(

x

λ
+

3

8
)=κπ⇒ 

⇒
x

λ
+

3

8
= 
κ

2
⇒ x=(4κ-3)⋅ 

λ

8
  (Κοιλίες του στάσιµου κύµατος). 

 

 

Για την απόσταση δυο διαδοχικών κοιλιών του στάσιµου κύµατος έχουµε  

x1=(4κ-3)⋅
λ

8
 και x2=(4κ+1)⋅

λ

8
 άρα ∆x=4⋅

λ

8
⇒⇒⇒⇒ ∆x=

λ

2
. 

 

Αν το στάσιµο κύµα που δηµιουργείται βρίσκεται µεταξύ των σηµείων -2<x<5m 

τότε για τον υπολογισµό του αριθµού των δεσµών και κοιλιών έχουµε: 

-2<(4κ-1)⋅
λ

8
<5  και -2<(4κ-3)⋅

λ

8
<5 , από όπου υπολογίζουµε τις ακέραιες τιµές 

του κ που επαληθεύουν τις παραπάνω ανισώσεις.  
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95. Στάσιµο κύµα_2  
 

Σε γραµµικό οµογενές ελαστικό µέσο, µεγάλου µήκους διαδίδονται δυο αρµονικά 

κύµατα, τα οποία δηµιουργούν στάσιµο κύµα και περιγράφονται από τις 

εξισώσεις y1=0,4⋅ηµ2π(5t-
x

2
) και y2=0,4⋅ηµ2π(5t+

x

2
+

3

4
). 

α) Να γράψετε την εξίσωση του στάσιµου κύµατος που σχηµατίζεται µετά τη 

συµβολή των κυµάτων. Θεωρούµε ότι το στάσιµο κύµα δηµιουργήθηκε τη 

χρονική στιγµή t0=0. 

β) Να βρείτε τις θέσεις των δεσµών και των κοιλιών του στάσιµου κύµατος, από 

την αρχή Ο (x0=0), του συστήµατος συντεταγµένων. Ποια είναι η απόσταση 

µεταξύ δυο διαδοχικών δεσµών ή κοιλιών του στάσιµου κύµατος; 

γ) Για ένα σηµείο Μ του ελαστικού µέσου που έχει πλάτος ταλάντωσης 0,4 3 m, 

να βρείτε τη µικρότερή του απόσταση από την αρχή Ο, και να κάνετε τη γραφική 

παράσταση της αποµάκρυνσής του, της ταχύτητας ταλάντωσής του καθώς και του 

πλάτους του σε συνάρτηση µε το χρόνο t. 

δ) Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος τη χρονική στιγµή t=
3

20

s και για την περιοχή -2≤x≤3m του ελαστικού µέσου διάδοσης. 

 

ε) Να γίνει η γραφική παράσταση του πλάτους |Α΄| του στάσιµου κύµατος σε 

συνάρτηση µε το x και για -2≤x≤3m 

 

στ) Αν η µάζα της χορδής από -2 έως και 3m (L=5m) είναι Μ=0,2Kg τότε να 

υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της χορδής τη χρονική στιγµή t=
1

40
s. 

 

Συνοπτική λύση: 

 

α) Σύµφωνα µε το νόµο της επαλληλίας η αποµάκρυνση ενός σηµείου του µέσου τη 

χρονική στιγµή t, θα είναι y=y1+y2⇒ 

⇒y=0,8συν
2π

2
(-x-

3

4
)ηµ

2π

2
(10t+

3

4
)⇒ y=0,8συν2π(

x

2
+

3

8
)ηµ2π(5t+

3

8
). 

 

β) Για Α΄=0⇒0,8⋅|συν2π(
x

2
+

3

8
)|=0⇒ συν2π(

x

2
+

3

8
)=0⇒ 2π(

x

2
+

3

8
)=κπ+

π

2
⇒ 

⇒
x

2
+

3

8
=

2κ+1

4
⇒ x=(4κ-1)⋅ 

λ

8
⇒ x= 

4κ-1

4
 (κ∈ � ), (∆εσµοί του στάσιµου 

κύµατος). 

 

Για την απόσταση δυο διαδοχικών δεσµών του στάσιµου κύµατος έχουµε  

x1=(4κ-1)⋅
λ

8
 και x2=(4κ+3)⋅

λ

8
 άρα ∆x=4⋅

λ

8
⇒⇒⇒⇒ ∆x=

λ

2
. 

 

 

Για |Α΄|=2Α⇒συν2π(
x

2
+

3

8
)= ±1⇒ 2π(

x

2
+

3

8
)=κπ⇒ 
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⇒
x

2
+

3

8
= 
κ

2
⇒ x=(4κ-3)⋅

λ

8
⇒ x= 

4κ-3

4
(κ∈ � ),    (Κοιλίες του στάσιµου 

κύµατος). 

 

 

Για την απόσταση δυο διαδοχικών κοιλιών του στάσιµου κύµατος έχουµε  

x1=(4κ-3)⋅
λ

8
 και x2=(4κ+1)⋅

λ

8
 άρα ∆x=4⋅

λ

8
⇒⇒⇒⇒ ∆x=

λ

2
. 

 

γ) Το πλάτος του στάσιµου κύµατος είναι Α΄=0,8⋅|συν2π(
x

2
+

3

8
)| 

Για Α΄=0,4 3 m θα έχουµε 0,4 3 =0,8|συν2π(
x

2
+

3

8
)|⇒  

⇒ συν2π(
x

2
+

3

8
)= ±

3

2
⇒ συν2π(

x

2
+

3

8
)= ±συν

π

6
. Τότε  

2π(
x

2
+

3

8
)=κπ±

π

6
⇒

x

2
+

3

8
=
κ

2
±

1

12
⇒ x=κ-

7

12
 ή x= κ- 

11

12
 

Από την 1
η
 λύση έχουµε για κ=0, x=-

7

12
, και ∀ κ<0 είναι x< -

7

12
, 

Για κ=1, x= 
5

12
m και ∀ κ>1 είναι x> 

5

12
m, άρα η µικρότερη απόσταση είναι η x=

5

12
m. 

 

Από τη 2
η
 λύση έχουµε για κ=0, x=-

11

12
, και ∀ κ<0 είναι x< -

11

12
, 

Για κ=1, x= 
1

12
m και ∀ κ>1 είναι x> 

1

12
m, άρα η µικρότερη απόσταση είναι η x=

1

12
m. Τελικά έχουµε xmin=

1

12
m. 

 

Για την εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου Μ έχουµε y=0,8συν2π(
1

24
+

3

8

)ηµ2π(5t+
3

8
) ⇒ y=0,8συν

5π

6
ηµ2π(5t+

3

8
)⇒ 

⇒ y=0,8(-
3

2
)ηµ2π(5t+

3

8
)⇒ y=-0,4 3 ηµ2π(5t+

3

8
) και για την ταχύτητα 

ταλάντωσης θα έχουµε v=-4π 3 συν2π(5t+
3

8
). 
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δ) Για t=
3

20
s  η εξίσωση του στάσιµου κύµατος γίνεται  

y=0,8συν2π(
x

2
+

3

8
)ηµ2π(5⋅

3

20
 +

3

8
)⇒ y=0,8συν2π(

x

2
+

3

8
)ηµ

9π

4
⇒ 

1/40 t(s)

y(m)

        0,4

       -0,4

       -0,2

         3

         3

         6

1/40 t(s)

v(m/s)

        4π

       4 - π

       2  π

         3

         3

         6

t(s)

Α΄(m)
Μ

        0,4         3
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⇒ y=0,8συν2π(
x

2
+

3

8
)ηµ 

π

4
⇒ y=0,4 2 συν2π(

x

2
+

3

8
). 

Για τη περιοχή -2≤x≤3m του ελαστικού µέσου διάδοσης για τους δεσµούς θα 

είναι 

-2≤
4κ-1

4
≤3⇒-

7

4
≤κ≤

13

4
 άρα κ=-1,0,1,2,3  (5 δεσµοί) και οι θέσεις των δεσµών 

θα είναι : 

Για κ=-1⇒ xδ = -
5

4
=-

5λ

8
, κ=0⇒ xδ = - 

1

4
=- 

λ

8
, κ=1⇒ xδ = 

3

4
= 

3λ

8
,  

κ=2⇒ xδ = 
7

4
= 

7λ

8
 και κ=3⇒ xδ= 

11

4
= 

11λ

8
. 

 

Παρόµοια για -2≤x≤3m του ελαστικού µέσου διάδοσης για τις κοιλίες έχουµε,  

-2≤
4κ-3

4
≤3⇒-

5

4
≤κ≤

15

4
 άρα επίσης κ=-1,0,1,2,3 (5 κοιλίες) και οι θέσεις των 

κοιλιών  θα είναι:  

Για κ=-1⇒ xκ = -
7

4
=-

7λ

8
, κ=0⇒ xκ = - 

3

4
=- 

3λ

8
, κ=1⇒ xκ = 

1

4
= 
λ

8
,  

κ=2⇒ xκ = 
5

4
= 

5λ

8
 και κ=3⇒ xκ = 

9

4
= 

9λ

8
. 

Τη χρονική στιγµή  t=
3

20
s  οι δεσµοί θα είναι ακίνητοι στη θέση y=0και οι 

κοιλίες θα βρίσκονται σε αποµάκρυνση y=0,4 2 συν2π(
4κ-3

8
+

3

8
)⇒ ⇒y=0,4 2

συνκπ⇒y= ±0,4 2 m. 

Ακόµη  

Για x=0 έχουµε y=0,4 2 συν2π(
x

2
+

3

8
)⇒y=0,4 2 συν

3π

4
⇒ y= -0,4m. 

 

Για x=-2m έχουµε y=0,4 2 συν
5π

4
⇒ y= -0,4m  και  

 

για x=3m έχουµε y=0,4 2 συν 
15π

4
⇒ y= 0,4m. Έτσι για το στιγµιότυπο του 

στάσιµου κύµατος είναι: 
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ε)  Η εξίσωση του πλάτους του στάσιµου κύµατος είναι Α΄=0,8⋅|συν2π(
x

2
+

3

8
)| 

Όλες οι κοιλίες έχουν µέγιστο πλάτος 0,8 m ενώ οι δεσµοί είναι ακίνητοι. Ακόµη 

για x=0 έχουµε Α΄=0,4 2 m. Παρόµοια για x=-2m  και x=3m είναι Α΄=0,4 2 m. 

Τελικά προκύπτει η γραφική παράσταση του παρακάτω σχήµατος. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

x(m)

y(m)

        0,4

       -0,4

       -2        3       0

        0,4

       -0,4

        0,8

       -0,8

       λ/8
    

   -
λ/8

         2

         2

x(m)

y(m)

       -2        3

    
    

0,4

        0,8

       λ/8      -λ/8

   
    

  2
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 στ) Από την εξίσωση του στάσιµου κύµατος y=0,8συν2π(
x

2
+

3

8
)ηµ2π(5t+

3

8
).  

προκύπτει πως για την ταχύτητα ταλάντωσης των µορίων της ελαστικής χορδής 

ισχύει, v=8πσυν2π(
x

2
+

3

8
)συν2π(5t+

3

8
). Τότε η κινητική ενέργεια ενός στοιχειώδους 

µήκους της χορδής ∆x που έχει µάζα ∆m είναι ∆Κ=
1

2
· ∆m·v

2
⇒ 

⇒ ∆Κ=
1

2
· ∆m·64π

2
συν

2
[2π(

x

2
+

3

8
)]συν

2
[2π(5t+

3

8
)] Για ∆m=

M

L
·∆x⇒ 

 

∆Κ=
1

2
· 

M

L
·64π

2 
·συν

2
[2π(

x

2
+

3

8
)]·συν

2
[2π(5t+

3

8
)]·∆x⇒ 

∆Κ=32π
2 M

L
· συν

2
[2π(5t+

3

8
)]·συν

2
[2π(

x

2
+

3

8
)]·∆x⇒ 

Κολ=2π
2 M

L
· συν

2
[2π(5t+

3

8
)]·

3

2−

∑ συν
2
[2π(

x

2
+

3

8
)]·∆x. Το άθροισµα 

3

2−

∑ συν
2
[2π(

x

2
+

3

8
)]·∆x βρίσκεται αν σχεδιάσουµε τη γραφική παράσταση  

της  συν
2
[2π(

x

2
+

3

8
)]=συν

2
(πx+

3π

4
) σε συνάρτηση µε το x για -2≤x≤3m. 

που είναι η παρακάτω. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το γραµµοσκιασµένο εµβαδό δίνει το παραπάνω άθροισµα. Το εµβαδό του 

παραλληλογράµµου είναι β·υ=(2,75-(-2,25)·1=5. Τότε λόγω συµµετρίας το 

γραµµοσκιασµένο εµβαδό θα είναι το µισό του εµβαδού του παραλληλογράµµου 

οπότε υπολογίζεται ίσο µε 
5

2
=2,5. 

   -2
  3
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Τότε έχουµε, Κολ=2π
2 M

L
· συν

2
[2π(5t+

3

8
)]·

3

2−

∑ συν
2
[2π(

x

2
+

3

8
)]·∆x⇒ 

⇒ Κολ=5π
2 M

L
· συν

2
[2π(5t+

3

8
)].Ακόµη Μ=0,2 Kg και L=5m άρα έχουµε 

Κολ=0,2π
2
· συν

2
[2π(5t+

3

8
)]. Για t=

1

40
s είναι Κολ=0,2π

2
· συν

2
π=0,2π

2
=2J. 

Τη χρονική στιγµή t=
1

40
s είναι y=0,8συν2π(

x

2
+

3

8
)ηµ2π(5t+

3

8
)⇒ 

⇒ y=0,8συν2π(
x

2
+

3

8
)ηµπ=0. Άρα η χορδή είναι οριζόντια οπότε εκείνη τη στιγµή 

όλα τα µόρια της χορδής έχουν τη µέγιστη κινητική ενέργεια. Συµπεραίνουµε λοιπόν 

ότι η κινητική ενέργεια της χορδής τη χρονική στιγµή t=
1

40
s είναι µέγιστη και ίση µε 

Κmax=Kολ=2J.  

 
Μιχαήλ Π. Μιχαήλ 

             Φυσικός                                                                                                              mix-mix@sch.gr 

 

 

-2,25 2,75


