
Ενότθτα 2θ - Μάκθμα Σζταρτο: Όρια με Ρίηεσ 

1. Όριο Άρρθτθσ ΢υνάρτθςθσ τθσ μορφισ 
𝟎

𝟎
 με τετραγωνικι ρίηα 

 

Στον παρακάτω πίνακα εμφανίηονται οι βαςικζσ περιπτϊςεισ των ςυηυγϊν 

παραςτάςεων όταν ζχουμε τετραγωνικζσ ρίηεσ. 

 

Παράσταση Συζυγή Παράσταση 

 𝛼 − 𝛽  𝛼 + 𝛽 

 𝛼 + 𝛽  𝛼 − 𝛽 

𝛼 −  𝛽 𝛼 +  𝛽 

𝛼 +  𝛽 𝛼 −  𝛽 

 𝛼 −  𝛽  𝛼 +  𝛽 

 𝛼 +  𝛽  𝛼 −  𝛽 

 

 

1ο Λυμζνο Παράδειγμα 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→2

 𝑥2 + 5 − 3

𝑥2 − 2𝑥
 

 

Μεκοδολογία 

 Αντικακιςτοφμε ςτο όριο όπου χ το 2 και βλζπουμε ότι προκφπτει μορφι 
0

0
. Επίςθσ ο 

αρικμθτισ ι ο παρανομαςτισ (ι και οι δφο) είναι τθσ μορφισ 𝛼 ∓  𝛽 ι  𝛼 ∓  𝛽 

 Για να υπολογίςουμε το όριο, πολλαπλαςιάηουμε και τον αρικμθτι και τον παρανομαςτι με 

τθν ςυηυγι παράςταςθ του αρικμθτι ι του παρανομαςτι αντίςτοιχα. Στθν ςυνζχεια 

εκτελοφμε τθν διαφορά τετραγϊνων για να φφγουν οι τετραγωνικζσ ρίηεσ. 

 Παραγοντοποιοφμε κανονικά 

 Αν και ο αρικμθτισ και ο παρανομαςτισ είναι τθσ μορφισ 𝛼 ∓  𝛽 ι  𝛼 ∓ 𝛽, τότε 

πολλαπλαςιάηουμε και αρικμθτι και παρανομαςτι με τθν ςυηυγι παράςταςθ και των δφο. 

Λφςθ 

Η ςυηυγι παράςταςθ του αρικμθτι είναι θ  𝑥2 + 5 + 3, επομζνωσ πολλαπλαςιάηουμε με αυτιν 

και τον αρικμθτι και τον παρανομαςτι. 

 

limχ→2
  𝑥2+5−3 ∙( 𝑥2+5+3)

(𝑥2−2𝑥)∙( 𝑥2+5+3)
= limχ→2  

( 𝑥2+5+3)
2
−32

(𝑥2−2𝑥)∙( 𝑥2+5+3)
=   
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lim
χ→2

𝜒2 + 5 − 9

(𝑥2 − 2𝑥) ∙ ( 𝑥2 + 5 + 3)
= lim

χ→2

𝜒2 − 4

(𝑥2 − 2𝑥) ∙ ( 𝑥2 + 5 + 3)
 

Τϊρα επιτφχαμε να φφγουν οι τετραγωνικζσ ρίηεσ, οπότε ςυνεχίηουμε όπωσ ςτα παραδείγματα του 

προθγοφμενου μακιματοσ, κάνοντασ παραγοντοποίθςθ ςτον αρικμθτι και ςτον παρανομαςτι. 

 

limχ→2
𝜒2−4

(𝑥2−2𝑥)∙( 𝑥2+5+3)
= limχ→2

(𝜒−2)∙(𝜒+2)

𝜒(𝜒−2)∙( 𝑥2+5+3)
=limχ→2

𝜒+2

𝜒∙( 𝑥2+5+3)
 

Αντικακιςτϊντασ όπου χ το 2 βλζπουμε ότι ζχει αρκεί θ απροςδιριςτία και επομζνωσ 

υπολογίηουμε απλά το όριο. 

2 + 2

2 ∙ ( 22 + 5 + 3)
=

4

12
=

1

3
 

 

2ο Λυμζνο Παράδειγμα 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→2

5𝜒 − 10

𝜒 + 1 −  𝜒 + 7
 

 

Μεκοδολογία 

Εδϊ ο παρανομαςτισ είναι  𝜒 + 1 −  𝜒 + 7, άρα θ ςυηυγι του παράςταςθ κα είναι θ 

 𝜒 + 1 +  𝜒 + 7 

Λφςθ 

Όπωσ και πριν πολλαπλαςιάηουμε  και τον αρικμθτι και τον παρανομαςτι με τθν ςυηυγι 

παράςταςθ του αρικμθτι. 

lim𝜒→2
 5𝜒−10 ∙(𝜒+1+ 𝜒+7)

 𝜒+1− 𝜒+7 ∙(𝜒+1+ 𝜒+7)
=lim𝜒→2

 5𝜒−10 ∙(𝜒+1+ 𝜒+7)

(𝜒+1)2− 𝜒+7
2 =lim𝜒→2

 5𝜒−10 ∙(𝜒+1+ 𝜒+7)

𝜒2+2𝜒+1−𝜒−7
 

=lim𝜒→2
 5𝜒−10 ∙(𝜒+1+ 𝜒+7)

𝜒2+𝜒−6
=lim𝜒→2

5(𝜒−2)∙(𝜒+1+ 𝜒+7)

 𝜒−2 (𝜒+3)
=

5(2+1+ 9)

2+3
= 6 
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Άλυτα Παραδείγματα 

1. Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→5
𝜒−5

 𝜒−1−2
                           lim𝜒→3

𝜒−3

 2𝜒−1− 𝜒+2
           

lim𝜒→2
𝜒2−9𝜒+14

2 𝜒+7−3 𝜒+2
                 lim𝜒→1

𝜒3−1

 𝜒2+𝜒+2−2
           

lim𝜒→3
3− 𝜒+6

2− 𝜒+1
                            lim𝜒→3

 2𝜒+3− 3𝜒

 𝜒+1−2
 

lim𝜒→2
 𝜒2+𝜒+3−3

 𝜒2−𝜒+2−2
                      lim𝜒→−2

 6+𝜒− 8+2𝜒

 3−3𝜒− 1−4𝜒
           

 lim𝜒→3
 2𝜒+3− 3𝜒

 𝜒+1−2
                      lim𝜒→4

𝜒−1− 𝜒+5

𝜒−4
            

lim𝜒→2
 𝜒+2− 3𝜒−2

 𝜒−2
  

 

 

2. Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→1
 𝜒+3− 5−𝜒

 2𝜒−1−1
                            lim𝜒→2

𝜒2−4

𝜒− 6−𝜒
         

lim𝜒→0
 𝜒2+1−1−2𝜒

𝜒
                           lim𝜒→ 2

 3+2𝜒−( 2+1)

𝜒2−2
       

lim𝜒→0
 𝜒+4−2

𝜒 4𝜒+16
                                   lim𝜒→2

 2𝜒+2− 3𝜒

 𝜒+6−2 𝜒
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2. Απροςδιοριςτία  
𝟎

𝟎
 – Κυβικό Ριηικό 

 

Μεκοδολογία 

Όταν εμφανίηεται ςτον αρικμθτι ι ςτον παρανομαςτι παράςταςθ τθσ μορφισ  𝑓(𝑥)3 −  𝑔(𝑥)3  , 

τότε χρθςιμοποιοφμε τθν ταυτότθτα   𝛼 − 𝛽  𝛼2 + 𝛼𝛽 + 𝛽2 = 𝛼3 − 𝛽3 

Συγκεκριμζνα κα ζχουμε : 

  

Παράςταςθ Συηυγι Παράςταςθ 

 𝑓(𝑥)
3

−  𝑔(𝑥)
3

  𝑓(𝑥)
3 2

+  𝑓(𝑥)
3

∙  𝑔(𝑥)
3

+  𝑔(𝑥)
3 2

 

 

 

Επομζνωσ πολλαπλαςιάηοντασ και αρικμθτι και παρανομαςτι με τθν ςυηυγι παράςταςθ κα 

προκφψει (ςτον αρικμθτι ι ςτον παρανομαςτι) 

 

 

( 𝑓(𝑥)
3

−  𝑔(𝑥)
3

) ∙ (  𝑓(𝑥)
3 2

+  𝑓(𝑥)
3

∙  𝑔(𝑥)
3

+  𝑔(𝑥)
3 2

) =  𝑓(𝑥)
3 3

−  𝑔(𝑥)
3 3

= 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) 

 

Αν ζχουμε τζτοιεσ παραςτάςεισ και ςτον αρικμθτι και ςτον παρανομαςτι , τότε 

πολλαπλαςιάηουμε και τουσ δφο όρουσ του κλάςματοσ με τισ αντίςτοιχεσ ςυηυγζσ παραςτάςεισ και 

του αρικμθτι και του παρανομαςτι. 

 

1ο Λυμζνο Παράδειγμα 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→2

 𝑥 − 1
3

−  3 − 𝑥
3

𝑥3 − 4𝑥
 

 

Μεκοδολογία 

Χρθςιμοποιοφμε τον μεταςχθματιςμό  

( 𝑓(𝑥)
3

−  𝑔(𝑥)
3

) ∙ (  𝑓(𝑥)
3 2

+  𝑓(𝑥)
3

∙  𝑔(𝑥)
3

+  𝑔(𝑥)
3 2

) =  𝑓(𝑥)
3 3

−  𝑔(𝑥)
3 3

= 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) 

Λφςθ 

lim
𝑥→2

 𝑥 − 1
3

−  3 − 𝑥
3

𝑥3 − 4𝑥
= 

 

= lim
𝑥→2

( 𝑥 − 1
3

−  3 − 𝑥
3

) ∙ ( 𝑥 − 1
3 2

+  𝑥 − 1
3

∙  3 − 𝑥
3

+  3 − 𝑥
3 2

)

𝑥 𝑥2 − 4 ∙ ( 𝑥 − 1
3 2

+  𝑥 − 1
3

∙  3 − 𝑥
3

+  3 − 𝑥
3 2

)
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= lim
𝑥→2

 𝑥 − 1
3 3

−  3 − 𝑥
3 3

𝑥 𝑥 − 2 (𝑥 + 2) ∙ ( 𝑥 − 1
3 2

+  𝑥 − 1
3

∙  3 − 𝑥
3

+  3 − 𝑥
3 2

)
 

 

= lim
𝑥→2

𝑥 − 1 − 3 + 𝑥

𝑥 𝑥 − 2 (𝑥 + 2) ∙ ( 𝑥 − 1
3 2

+  𝑥 − 1
3

∙  3 − 𝑥
3

+  3 − 𝑥
3 2

)
 

 

lim
𝑥→2

2(𝑥 − 2)

𝑥 𝑥 − 2 (𝑥 + 2) ∙ ( 𝑥 − 1
3 2

+  𝑥 − 1
3

∙  3 − 𝑥
3

+  3 − 𝑥
3 2

)
 

 

=
2

2 2 + 2 ( 2 − 1
3 2

+  2 − 1
3

∙  3 − 2
3

+  3 − 2
3 2

)
=

1

12
 

 

 

Άλυτα Παραδείγματα 

1. Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→2
𝑥2−𝜒−2

 𝑥+6
3

−2
                   lim𝜒→3

𝑥−3

 11−𝑥
3

−  𝑥+5
3                   lim𝜒→8

𝜒−8

 𝑥
3

−2
                lim𝜒→3

𝜒−3

 𝑥+5
3

−2
          

lim𝜒→−3
𝑥+3

 11+𝑥
3

−  5−𝑥
3                 lim𝜒→3

𝑥2−5𝜒+6

 2𝑥+2
3

−  3𝑥−1
3                   lim𝜒→0

 1+𝑥
3

−1

 1−𝑥
3

−1
            lim𝜒→−1

 2𝑥+3
3

−1

 2−6𝑥
3

−2
             

 lim𝜒→2
3−  10𝑥+7

3

2−  𝑥2+4
3              lim𝜒→0

 1+𝑥
3

−  1−𝑥
3

 8−𝑥
3

−  8+𝑥
3             lim𝜒→−1

 2𝑥+3
3

−1

 2−6𝑥
3

−2
             lim𝜒→1

3  2−𝑥
3

−3

𝑥2−𝑥
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3. Όριο Άρρθτθσ ΢υνάρτθςθσ τθσ μορφισ 
𝟎

𝟎
 -  Ειδικζσ Περιπτώςεισ 

 

 

1ο Λυμζνο Παράδειγμα 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→3+

𝜒 − 3

 𝜒 + 3 −  12𝜒

 

 

Μεκοδολογία 

 Χρθςιμοποιοφμε τον μεταςχθματιςμό:  Α= 𝛢 =  𝛢2, όταν Α>0. Ζτςι δθμιουργοφμε ζνα 

τετραγωνικό ριηικό. 

Λφςθ 

Εδϊ το χ τείνει ςτο 3 από δεξιά. Αυτό ςθμαίνει ότι χ-3>0, επομζνωσ 𝜒 − 3 =  𝜒 − 3 =  (𝜒 − 3)2. 

Άρα το όριο μεταςχθματίηεται ςτο παρακάτω: 

lim𝑥→3+
𝜒−3

 𝜒+3− 12𝜒

 

=lim𝑥→3+
  𝜒−3 2

 𝜒+3− 12𝜒

   =  lim𝑥→3+   
 𝜒−3 2

𝜒+3− 12𝜒
 =   lim𝑥→3+   

(𝜒−3)2 ∙(𝜒+3+ 12𝜒)

(𝜒+3− 12𝜒)∙(𝜒+3+ 12𝜒)
 

=lim𝑥→3+   
(𝜒−3)2 ∙ 𝜒+3+ 12𝜒 

(𝜒+3)2−12𝜒
  =    lim𝑥→3+   

(𝜒−3)2 ∙(𝜒+3+ 12𝜒)

(𝜒−3)2    = 

 

lim𝑥→3+    𝜒 + 3 +  12𝜒 =  3 + 3 +  36 = 2 3  

 

2ο Λυμζνο Παράδειγμα 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→1

𝜒 − 1

3 𝜒 +  𝜒 + 3 − 5
 

Μεκοδολογία 

Βρίςκουμε το όριο του αντίςτροφου κλάςματοσ, με βάςθ το κεϊρθμα 

« Αν 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒙𝟎 𝒇(𝒙) = 𝒍 𝜿𝜶𝜾 𝒇 𝒙 ≠ 𝟎, 𝝉ό𝝉𝜺 𝐥𝐢𝐦𝒙→𝒙𝟎

𝟏

𝒇 𝒙 
=

𝟏

𝒍
» 
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Λφςθ 

Αντιςτρζφουμε το κλάςμα και το «ςπάμε» ςε δυο κλάςματα. 

3 𝜒 +  𝜒 + 3 − 5

𝜒 − 1
=

3 𝜒 − 3 +  𝜒 + 3 − 2

𝜒 − 1
=

3 𝜒 − 3

𝜒 − 1
+
 𝜒 + 3 − 2

𝜒 − 1
 

Τϊρα υπολογίηουμε ξεχωριςτά τα δφο όρια με χριςθ των αντίςτοιχων ςυηυγϊν παραςτάςεων, 

όπωσ ςτα προθγοφμενα παραδείγματα και τελικά κα ζχουμε: 

lim
𝜒→1

3 𝜒 − 3

𝜒 − 1
=

3

2
   𝜅𝛼𝜄  lim

𝜒→1

 𝜒 + 3 − 2

𝜒 − 1
=

1

4
   𝜅𝛼𝜄   

Άρα lim𝜒→1
3 𝜒+ 𝜒+3−5

𝜒−1
=

3

2
+

1

4
=

7

4
 

Και επομζνωσ ςφμφωνα με το κεϊρθμα που ςθμειϊςαμε ςτθν μεκοδολογία κα ζχουμε: 

lim
𝑥→1

𝜒 − 1

3 𝜒 +  𝜒 + 3 − 5
=

4

7
 

 

Άλυτα Παραδείγματα 

1. Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→2+
𝜒−2

 𝜒−2∙ 𝜒−1

                   lim𝜒→0+

 1− 1−𝜒2

𝜒
                  lim𝜒→2+

𝜒−2

 𝜒+2− 8𝜒

 

 

2. Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→1
 𝜒−1

 𝜒+ 𝜒+8−4
                   lim𝜒→1

𝜒−2

 𝜒+2+ 2𝜒−4
                  lim𝜒→3

𝜒2−9

 4𝜒−3+ 𝜒+6−2 3𝜒
 

 

 

3ο Λυμζνο Παράδειγμα : Μορφοποίθςθ ςε διαφορά τετραγώνων και διαφορά 

κφβων 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→1

 𝜒2 + 7 − 4

 𝜒 + 5
3

− 2
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Μεκοδολογία 

 Θζτουμε τα ριηικά ωσ  α και β και ζτςι ςυντομεφουμε και απλοποιοφμε τθν διαδικαςία 

εφρεςθσ του ορίου. 

 Εφαρμόηουμε ςυγχρόνωσ τισ δφο προθγοφμενεσ μεκόδουσ ϊςτε να μορφοποιθκεί διαφορά 

τετραγϊνων και διαφορά κφβων. 

Λφςθ 

Θζτουμε α= 𝜒2 + 7  και β= 𝜒 + 5
3

, επομζνωσ κα ζχουμε: 

𝛼2 = 𝜒2 + 7  𝜅𝛼𝜄 𝛽3 = 𝜒 + 5 

Τϊρα κα πολλαπλαςιάςουμε και αρικμθτι και παρανομαςτι με τισ δφο ςυηυγείσ παραςτάςεισ 

ϊςτε να προκφψει και διαφορά τετραγϊνων και διαφορά κφβων. 

lim
𝑥→3

 𝜒2 + 7 − 4

 𝜒 + 5
3

− 2
= lim

𝑥→3

𝛼 − 4

𝛽 − 2
= lim

𝑥→3

 𝛼 − 4  𝛼 + 4  𝛽2 + 2𝛽 + 4 

 𝛽 − 2  𝛽2 + 2𝛽 + 4  𝛼 + 4 
 

 

lim
𝑥→3

 𝛼2 − 16  𝛽2 + 2𝛽 + 4 

(𝛽3 − 8) 𝛼 + 4 
= 

𝛼𝜈𝜏𝜄𝜅𝛼𝜃𝜄𝜍𝜏𝜊 ύ𝜇𝜀  𝜋ά𝜆𝜄  𝜏𝜄𝜎  𝜌ί𝜁𝜀𝜎

lim
𝑥→3

 𝜒2 + 7 − 16 ( 𝜒 + 5
3 2

+ 2 𝜒 + 5
3

+ 4)

(𝜒 + 5 − 8)  𝜒2 + 7 + 4 

= lim
𝑥→3

 𝜒 − 3 (𝜒 + 3)( 𝜒 + 5
3 2

+ 2 𝜒 + 5
3

+ 4)

(𝜒 − 3)  𝜒2 + 7 + 4 
= 

ό𝜋𝜊𝜐  𝜒 𝜏𝜊  3

9 

 

Άλυτα Παραδείγματα 

Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→1
1−  2−𝜒3

 𝜒+3−2
                   lim𝜒→5

 𝜒−1−2

 𝜒+33 −  2𝜒−23                   lim𝜒→4
 𝜒+5− 3𝜒−3

 2𝜒3 −  3𝜒−43  

 

lim𝜒→2
 𝜒+2− 3𝜒−2

 3−𝜒3 −1
                   lim𝜒→3

3−  𝜒2+4𝜒+6
3

 2𝜒+3+ 3𝜒
                  lim𝜒→3

2𝜒−3− 2𝜒+3

 4−𝜒3 −1
 

 

lim𝜒→4
 2𝜒+8− 5𝜒−4

 𝜒+43 −  3𝜒−43                    lim𝜒→3
𝜒− 2𝜒+3

 𝜒+53 −2
                  lim𝜒→1

2 𝜒+8−3 6−2𝜒

 3−2𝜒3 −  𝜒
3  

 

 



Ενότθτα 2θ - Μάκθμα Σζταρτο: Όρια με Ρίηεσ 

4ο Λυμζνο Παράδειγμα : Διαχωριςμόσ του κλάςματοσ ςε άκροιςμα δυο 

κλαςμάτων 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→1

 𝜒 + 8 −  5 − 𝜒 − 1

𝜒2 − 1
 

Μεκοδολογία 

Όταν ζχουμε δυο ριηικά ςτον αρικμθτι και ζναν ςτακερό αρικμό λ, τότε: 

 Βρίςκουμε τα όρια κάκε ριηικοφ και με βάςθ αυτά, χωρίηουμε τον αρικμό ςε δφο, ζναν για 

κάκε ριηικό, ϊςτε αυτοί που κα εμφανιςτοφν να είναι οι αντίκετοι από τα όρια που 

υπολογιςαμε. 

 Χωρίηουμε το κλάςμα ςε δφο ι περιςςότερα κλάςματα που το κακζνα περιζχει μια ρίηα και 

τον αντίςτοιχο αρικμό. 

 Κάκε κλάςμα είναι τθσ μορφισ 
0

0
 και ςυνεχίηουμε όπωσ τα προθγοφμενα παραδείγματα. 

Λφςθ 

 Υπολογίηουμε τα δφο όρια 

lim
𝜒→1

 𝜒 + 8 =  1 + 8 =  9 = 3 

lim
𝜒→1

− 5 − 𝜒 = − 5 − 1 = − 4 = −2 

 

Επομζνωσ κα διαςπάςουμε τον αρικμό -1 , που βρίςκεται ςτον αρικμθτι, ςαν άκροιςμα 

δφο αρικμϊν του -3 και του +2. Δθλαδι: 

 

lim
𝑥→1

 𝜒 + 8 −  5 − 𝜒 − 1

𝜒2 − 1
= lim

𝑥→1

 𝜒 + 8 −  5 − 𝜒 − 𝟑 + 𝟐

𝜒2 − 1

= lim
𝑥→1

 𝜒 + 8 − 3 −  5 − 𝜒 + 2

𝜒2 − 1
= lim

𝑥→1

 𝜒 + 8 − 3

𝜒2 − 1
− lim

𝑥→1

 5 − 𝜒 − 2

𝜒2 − 1
= 

 

Τϊρα κα υπολογίςουμε κατά τα γνωςτά τα δυο τελευταία όρια πολλαπλαςιάηοντασ με τισ 

αντίςτοιχεσ ςυηυγείσ παραςτάςεισ των αρικμθτϊν. Τελικά κα ζχουμε: 

 

lim𝑥→1
 𝜒+8−3

𝜒2−1
=

1

12
  𝜅𝛼𝜄 lim𝑥→1

 5−𝜒−2

𝜒2−1
= −

1

8
     άρα : 

 

 

lim
𝑥→1

 𝜒 + 8 −  5 − 𝜒 − 1

𝜒2 − 1
=

1

12
+

1

8
=

5

24
 

 



Ενότθτα 2θ - Μάκθμα Σζταρτο: Όρια με Ρίηεσ 

Άλυτα Παραδείγματα 

Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→2
 𝜒−1− 8𝜒+3

𝜒2−4
                   lim𝜒→3

 𝜒+53 − 2𝜒+3+1

𝜒−3
                  lim𝜒→3

 2𝜒+3−2 3𝜒+ 𝜒+6

𝜒2−5𝜒+6
 

 

lim𝜒→2
 2𝜒+5+ 3𝜒+3−6

𝜒−2
                   lim𝜒→1

 𝜒3 −  6−2𝜒3 −3

𝜒2−1
                  lim𝜒→4

 3𝜒−3−2 𝜒+5+ 2𝜒+1

 𝜒−2
 

 

 

5ο Λυμζνο Παράδειγμα : Ριηικά διαφόρων τάξεων και τζχναςμα προςκαφαίρεςθσ 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→2

 𝜒2 − 𝜒 + 2 −  𝜒2 − 𝜒 + 6
3

𝜒 − 2
 

 

Μεκοδολογία 

 Βρίςκουμε το όριο l ενόσ όρου (προςκετζου) του αρικμθτι 

 Προςκζτουμε και αφαιροφμε ςτον αρικμθτι το όριο l 

 Διαχωρίηουμε κατάλλθλα το κλάςμα ςε δφο κλάςματα 

 Τελικά βρίςκουμε κατά τα γνωςτά τα όρια των δφο κλαςμάτων 

Λφςθ 

lim
𝑥→2

 𝜒2 − 𝜒 + 2 =  4 − 2 + 2 = 2 

Προςκαφαιροφμε λοιπόν ςτον αρικμθτι τον αρικμό 2 και ςπάμε ςε δφο όρια. 

lim
𝑥→2

 𝜒2 − 𝜒 + 2 − 2 −  𝜒2 − 𝜒 + 6
3

+ 2

𝜒 − 2
= lim

𝑥→2

 𝜒2 − 𝜒 + 2 − 2

𝜒 − 2
− lim

𝜒→2

 𝜒2 − 𝜒 + 6
3

− 2

𝜒 − 2
 

 

Κάνοντασ τισ γνωςτζσ διαδικαςίεσ με τισ ςυηυγείσ παραςτάςεισ, βρίςκουμε τελικά: 

lim𝑥→2
 𝜒2−𝜒+2−2

𝜒−2
=

3

4
 𝜅𝛼𝜄 lim𝜒→2

 𝜒2−𝜒+6
3

−2

𝜒−2
=

1

4
 , άρα το ηθτοφμενο όριο κα είναι ίςο με 

3

4
−

1

4
=

1

2
 

 

 

 



Ενότθτα 2θ - Μάκθμα Σζταρτο: Όρια με Ρίηεσ 

6ο Λυμζνο Παράδειγμα : Ριηικά με το ίδιο υπόρριηο – Αντικατάςταςθ με αλλαγι 

μεταβλθτισ 

Να υπολογιςτεί το παρακάτω όριο 

lim
𝑥→2

 3𝜒 + 1 −  3𝜒 + 16

 3𝜒 + 13 −  3𝜒 + 16
 

 

Μεκοδολογία 

 Βρίςκουμε το Ε.Κ.Π όλων των τάξεων των ριηϊν, ζςτω ότι αυτό είναι ν. 

 Θζτουμε  𝑔(𝑥)𝜈 = 𝑦 και εκφράηουμε όλα τα ριηικά ϊσ ςυνάρτθςθ του y 

 Αλλάηουμε τθν μεταβλθτι μασ, προςοχι κα βροφμε όταν χ→ 𝜒0  , που τείνει το y; 

 Υπολογίηουμε το όριο με μεταβλθτι το y (με κάποιεσ από τισ μεκόδουσ που ζχουμε μάκει) 

Λφςθ 

Το Ε.Κ.Π όλων των τάξεων των ριηϊν είναι το 6. 

Θζτουμε  3𝜒 + 16 = 𝑦 και άρα  3𝜒 + 1 = 𝑦3  𝜅𝛼𝜄  3𝜒 + 13 = 𝑦2 

Προσοχή 

Όταν το χ→ 𝟎 𝝉ό𝝉𝜺 𝒚 = 𝐥𝐢𝐦𝒙→→𝟎  𝟑𝒙 + 𝟏
𝟔

= 𝟏, ά𝝆𝜶 𝒚 → 𝟏 

Υπολογίηουμε το όριο με τθν καινοφρια μεταβλθτι y. 

lim
y→1

y3 − y

y2 − y
= lim

y→1

y y − 1 (y + 1)

y(y − 1)
= lim

y→1
y + 1 = 2 

 

 

Άλυτα Παραδείγματα 

Να υπολογιςτοφν τα παρακάτω όρια 

lim𝜒→2
 2𝜒− 𝜒+6

𝜒−2
                   lim𝜒→2

 5𝜒−23 − 3𝜒−2

𝜒−2
                  lim𝜒→3

 𝜒2+3𝜒+9
3

− 4𝜒−3

𝜒−3
 

 

lim𝜒→1
 𝜒−2  𝜒

3 +1

 𝜒
5 −1

                   lim𝜒→1
3 2𝜒+1−2  2𝜒+13 −1

2  2𝜒+13 − 2𝜒+1−1
                  lim𝜒→0

3  3𝜒+164 −2 3𝜒+16+2

5  3𝜒+164 − 3𝜒+16−6
 

 

 


