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1.

Εισαγωγή 

Η Παλατινή
 ή Ελληνική Ανθολογία (Anthologia Graeca) είναι μια συλλογή 3.700 επιγραμμάτων-ποιημάτων από την αρχαία ελληνική αλλά και βυζαντινή γραμματεία, ποικίλης θεματολογίας, αποτελούμενη από 16 βιβλία. Οφείλει το όνομά της, «Παλατινή», στο γεγονός ότι ένα χειρόγραφό της σώζεται στην Παλατινή Βιβλιοθήκη της Χαϊδελβέργης. Μεταξύ των επιγραμμάτων της συλλογής υπάρχουν και σαράντα έξι (46) επιγράμματα ανωνύμων συγγραφέων που παρουσιάζουν μαθηματικό ενδιαφέρον (14ο βιβλίο). Τα μαθηματικά αυτά επιγράμματα αποδίδονται στον γραμματικό Μητρόδωρο, ο οποίος τα συγκέντρωσε από άλλους συγγραφείς. Ορισμένα πάντως είναι πιθανόν να επινοήθηκαν και από τον ίδιο το Μητρόδωρο
. Ο Μητρόδωρος έζησε πιθανώς την εποχή των Αυτοκρατόρων Αναστασίου Α΄ (491-518 μ.Χ.) και Ιουστίνου Α΄ (518- 527 μ. Χ.). Τα προβλήματα που συνέλεξε αναφέρονται σε θέματα διανομής αντικειμένων (π.χ. μήλων ή καρυδιών κ.λπ.) σε συγκεκριμένο αριθμό ατόμων, προβλήματα εύρεσης βάρους, προβλήματα ηλικιών, προβλήματα χρόνου και μείξεως 
. Να σημειώσουμε ότι και στον Πλάτωνα υπάρχουν αναφορές για φιάλες από διαφορετικό μέταλλο που οδηγούν σε προβλήματα υπολογισμού του βάρους, πράγμα που αιτιολογεί τις αναφορές του Πρόκλου και του σχολιαστή του Χαρμίδη
 για φιαλίτες και μηλίτες αριθμούς.

Από τα 46 προβλήματα της συλλογής μπορούμε να κάνουμε την ακόλουθη ταξινόμηση:

· 23 προβλήματα απλών εξισώσεων με έναν άγνωστο.

· 12 προβλήματα απλών συστημάτων δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους. (Αυτά με μια εύκολη απαλοιφή ανάγονται σε προβλήματα με μία εξίσωση και έναν άγνωστο επίσης).

· 1 πρόβλημα με τρεις εξισώσεις και τρεις αγνώστους.

· 1 πρόβλημα με τέσσερις εξισώσεις και τέσσερις αγνώστους.

· 6 προβλήματα του είδους πλήρωσης και εκκένωσης κάποιων δοχείων μέσω σωλήνων.

· 1 πρόβλημα ( xiv. 136) εκτέλεσης έργου με πλίνθους που είναι παρόμοιας μορφής με τα προηγούμενα 6 πλήρωσης και εκκένωσης δοχείων.

· 2 προβλήματα με εξισώσεις πρώτου βαθμού απροσδιόριστης μορφής. Αυτό δείχνει ότι ο Διόφαντος ( 3ος μ.Χ. αι.) δεν είναι ο μόνος που ασχολήθηκε, τότε, με προβλήματα απροσδιόριστων μορφών. 

Να σημειωθεί ότι πολλές από τις απλές εξισώσεις που επιλύονται στον γνωστό Πάπυρο του Rhind
, ο οποίος αποτελεί τη σπουδαιότερη πηγή-αναφορά για τα αρχαία Αιγυπτιακά μαθηματικά, είναι της ίδιας λογικής με τις εξισώσεις των προβλημάτων της Παλατινής Ανθολογίας. Είναι προφανές ότι είναι αδύνατο να παρουσιαστούν στο πλαίσιο μιας εισήγησης όλα τα σχετικά με τα μαθηματικά προβλήματα της Παλατινής Ανθολογίας. 

Στόχος εδώ είναι να κεντρίσουμε το ενδιαφέρον για αξιοποίηση ανάλογων παραδειγμάτων από διάφορες πηγές, παλαιότερες και σύγχρονες, προκειμένου γεφυρωθεί το όποιο διδακτικό χάσμα ανάμεσα στα μαθηματικά και στη λογοτεχνία ή στα μαθηματικά και στη διδασκαλία της γλώσσας (παλιότερης και νεότερης).

Επιλέξαμε, λοιπόν, τέσσερα παραδείγματα από την Παλατινή Ανθολογία και ένα ποί​ημα ενός σύγχρονου ποιητή και μαθηματικού, του Μανόλη Ξεξάκη, σε μια λογική διαθεματικής προσέγγισης στη διδακτική διαδικασία που συνδέει και γεφυρώνει τα μαθηματικά με τη λογοτεχνία. Τα ισχύοντα αναλυτικά προγράμματα (Δ.Ε.Π.Π.Σ., Ε.Π.Π.Σ ) στη δευτεροβάθμια υποχρεωτική εκπαίδευση (γυμνάσιο), αλλά και στο δημοτικό, ενθαρρύνουν τη διαθεματικότητα στη διδασκαλία. Παρά το φαινομενικά ασύμβατο της λογοτεχνίας και των μαθηματικών, υπάρχει κοινός τόπος προς αξιοποίηση. 

2.

Τέσσερα παραδείγματα μαθηματικών επιγραμμάτων 

της Παλατινής Ανθολογίας και η επεξεργασία τους

 Από τα 46 μαθηματικά επιγράμματα επιλέξαμε τα ακόλουθα τέσσερα, τα οποία παρουσιάζουμε στο πρωτότυπο και σε μετάφραση. Για το καθένα παρουσιάζουμε τη μαθηματική του αντιμετώπιση, η οποία δεν είναι δύσκολο να παρουσιασθεί σε μαθητές του γυμνασίου, σε ανάλογες ενότητες του αναλυτικού τους προγράμματος. Αν υπάρχει πρόβλημα κατανόησης των πρωτοτύπων κειμένων, η συνεισφορά των φιλολόγων κρίνεται απαραίτητη, ο οποίος θα δώσει τις πιθανές άγνωστες λέξεις, όπως στο παράδειγμα 1, παρακάτω. Το πρόβλημα της κατανόησης μπορεί να ξεπεραστεί και με την καταφυγή σε δόκιμες μεταφράσεις, που έχουν εκδοθεί ως αυτοτελή βιβλία. Εξυπακούεται ότι σε μια ανάλογη διαθεματική προσέγγιση θα πρέπει πρώτα να γίνει η γλωσσική επεξεργασία, να μεταφραστεί, δηλαδή -όπου υπάρχει ανάγκη-, το πρωτότυπο κείμενο σε σύγχρονο λόγο και, στη συνέχεια, να γίνει η μαθηματικοποίηση του προβλήματος. Με τον όρο αυτό (δηλ. τον όρο μαθηματικοποίηση του προβλήματος) εννοούμε τη διαδικασία με την οποία από το γραπτό λόγο θα μεταβούμε στη διαμόρφωση της εξίσωσης ή των εξισώσεων ή στη μαθηματική κατάστρωση του διατυπωμένου με λεκτικό τρόπο προβλήματος, ώστε αυτό να «μεταφραστεί» στη συμβολική γλώσσα των μαθηματικών. Η επεξεργασία τού -με μαθηματικό τρόπο- διατυπωμένου προβλήματος και η επίλυσή του είναι το τελικώς ζητούμενο. Σε ανάλογα προβλήματα δεν ξεχνούμε να κάνουμε τις τελικές επαληθεύσεις, που  θα ικανοποιούν τα δεδομένα του προβλήματος.

Παράδειγμα 1.

Ἡμίονος καὶ ὄνος φορέουσαι σῖτον ἔβαινον·

αὐτὰρ ὄνος στενάχιζεν ἐπ’ ἄχθεϊ φόρτου ἑοῖο·

τὴν δὲ βαρυστενάχουσαν ἰδοῦσ’ ἐρέει νεν ἐκείνη·

«Μῆτερ, τί κλαίουσ’ ὀλοφύρεαι, ἠύτε κούρη;

εἰ μέτρον ἕν μοι δοίης, διπλάσιον σέθεν ἦρα·

εἰ δὲ ἕν ἀντιλάβοις, πάντως ἰσότητα φυλάξεις.»

Εἰπὲ τὸ μέτρον, ἄριστε γεωμετρίης ἐπίιστορ.
Μερικές άγνωστες λέξεις

ἄχθος=βάρος

ἑοῖο (ευκτ. του ἑάω-ἑῶ=) 

αὐτὰρ=αλλά, όμως

στεναχίζω=στενάζω, αναστενάζω, θρηνώ

βαρυστενάχω=βαρυαναστενάζω

κούρη=(Ιων.) αντί κόρη

αἴρω(αόρ. ἦρα)= σηκώνω 

ἐπίιστορ (κλητ. του ἐπιίστωρ=αυτός που γνωρίζει καλά κάτι, επιστάμενος)

(Αποδίδεται στον Ευκλείδη, Επίγραμμα 2.2 line 1 – 7)




· Ελεύθερη απόδοση του επιγράμματος στη νεοελληνική γλώσσα

Μια γαϊδουρίτσα και ένα μουλαράκι προχωρούσαν στο δρόμο, φορτωμένα με σιτάρι. Όμως η γαϊδουρίτσα από το βάρος του φορτίου αναστέναζε. Το μουλαράκι, σαν την είδε να βαριαναστενάζει της είπε:

«Γιατί, μανούλα μου, θρηνείς κι οδύρεσαι, σαν κοριτσάκι;

Αν μού ’δινες μια ποσότητα από το φορτίο σου, θα σήκωνα το διπλάσιο από σένα. Αν πάλι μου πάρεις την ίδια ποσότητα, θα διατηρήσεις τη μεταξύ μας ισότητα.»

Βρες μου, πόσο είναι αυτή η ποσότητα, εσύ που είσαι άριστος γνώστης της γεωμετρίας.

· Μαθηματικοποίηση του προβλήματος

Ονομάζουμε με X τα χιλιόγραμμα βάρους, που κουβαλούσε το μουλάρι, και με

Υ τα χιλιόγραμμα βάρους, που κουβαλούσε ο γάιδαρος.

Έστω ότι παίρνουμε από το γάιδαρο Ζ κιλά σιτάρι και τα φορτώνουμε στο μουλάρι. Ο γάιδαρος θα έχει τώρα Υ-Ζ κιλά φορτίο και το μουλάρι Χ+Ζ κιλά. Το φορτίο, όμως, στο μουλάρι, θα ήταν διπλάσιο από το φορτίο στο γάιδαρο στη φάση αυτή.

 Χ+Ζ=2(Υ-Ζ)             (1)

Αν όμως πάρουμε από το αρχικό φορτίο του μουλαριού την ίδια ποσότητα Ζ και τη φορτώσουμε στο γάιδαρο, θα είχαν ίσα φορτία. Δηλαδή θα ήταν:

Χ-Ζ=Υ+Ζ                   (2)

Οι εξισώσεις (1) και (2) αποτελούν σύστημα πρώτου βαθμού με δύο εξισώσεις και τρεις αγνώστους. Λύνουμε ως προς Χ τη δεύτερη και έχουμε:

Χ+Ζ=2(Υ-Ζ)             

Χ=Υ+2Ζ                     

Με αντικατάσταση του Χ από τη δεύτερη στην πρώτη είναι:

Υ+2Ζ +Ζ=2(Υ-Ζ)

Χ=Υ+2Ζ


ή
Υ+3Ζ=2Υ-2Ζ

Χ=Υ+2Ζ


ή
Υ-2Υ=-3Ζ-2Ζ

Χ=Υ+2Ζ



-Υ=-5Ζ

Χ=Υ+2Ζ
ή
Υ=5Ζ Χ=Υ+2Ζ
ή
Υ=5Ζ Χ=5Ζ+2Ζ
ή
Υ=5Ζ

Χ=7Ζ

Η απάντηση είναι ότι το μουλάρι είχε αρχικά επτά ποσότητες ίσες με αυτή που κάθε φορά ζήτησε να αλλάζει πλάτη (το επίδικο δηλαδή ζητούμενο μέτρο του διαλόγου), ενώ ο γάιδαρος είχε πέντε τέτοιες ποσότητες. 

Καταλήγουμε σε ένα πρόβλημα απροσδιόριστης μορφής με θεωρητικά άπειρες λύσεις, αρκεί αυτές να κυμαίνονται στα πλαίσια του εφικτού βάρους που μπορεί να σηκώσει ένα ζώο. 

Π.Χ. για Ζ=10 κιλά, το μουλάρι είχε αρχικά 70 κιλά και ο γάιδαρος 50.

Σημείωση: Εδώ μπορούν να γίνουν και ορισμένα σχόλια κοινωνιολογικού ενδιαφέροντος, όπως π.χ. άλλος σηκώνει τα βάρη και άλλος στενάζει κλπ.             



Παράδειγμα 2.

(Το γνωστό ως πρόβλημα της ηλικίας ενός κάποιου Δημοχάρους)

Παντός, ὅσου βεβίωκε, χρόνου παῖς μὲν τὸ τέταρτον

Δημοχάρης βεβίωκε, νεηνίσκος δὲ τὸ πέμπτον,

τὸ τρίτον εἰς ἄνδρας· πολιὸν δ’ ὅτ’ ἀφίκετο γῆρας,

ἔζησεν λοιπὰ τρισκαίδεκα γήραος οὐδῷ.

                                                                       (xiv. 127)

· Ελεύθερη απόδοση του επιγράμματος στη νεοελληνική γλώσσα

Από όλα τα χρόνια που έζησε ο Δημοχάρης, ως παιδί έζησε το ¼, ως έφηβος το 1/5 κι ως άνδρας το 1/3 της ζωής του. Κι αφού πάτησε το κατώφλι των γηρατειών, με άσπρα μαλλιά, έζησε και άλλα 13 χρόνια. 

Πόσα χρόνια έζησε;

· Μαθηματικοποίηση του προβλήματος

Αν ονομάσουμε με x τα χρόνια που έζησε συνολικά ο Δημοχάρης, τα x/4 των ετών πέρασε ως παιδί, ως έφηβος τα x/5 και ως άνδρας τα x/3. Ως γέρος έζησε άλλα 13 χρόνια. Είναι:
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Λύνουμε την εξίσωση και έχουμε:
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

Παράδειγμα 3.

(Το γνωστό ως πρόβλημα της ηλικίας του Διόφαντου)

Οὗτός τοι Διόφαντον ἔχει τάφος. ἆ μέγα θαῦμα·

     καὶ τάφος ἐκ τέχνης μέτρα βίοιο λέγει.

ἕκτην κουρίζειν βιότου θεὸς ὤπασε μοίρην·

     δωδεκάτην δ’ ἐπιθεὶς μῆλα πόρεν χνοάειν·

τῇ δ’ ἄρ’ ἐφ’ ἑβδομάτῃ τὸ γαμήλιον ἥψατο φέγγος,

     ἐκ δὲ γάμων πέμπτῳ παῖδ’ ἐπένευσεν ἔτει.

αἰαῖ, τηλύγετον δειλὸν τέκος· ἥμισυ πατρὸς

     τοῦδ’ ἐκάη κρυερὸς μέτρον ἑλών βιότου·

πένθος δ’ αὖ πισύρεσσι παρηγορέων ἐνιαυτοῖς

     τῇδε πόσου σοφίῃ τέρμ’ έπέρησε βίου.      

                                                                          (xiv. 126) 

· Ελεύθερη απόδοση του επιγράμματος στη νεοελληνική γλώσσα

Ο Τάφος αυτός κρύβει μέσα του τον Διόφαντο. Πρόκειται για κάτι το εξαιρετικά θαυμαστό! Πάνω του, με την τέχνη των αριθμών, είναι γραμμένα τα στάδια της ζωής του. Το 1/6 της ζωής του το έζησε ως παιδί. Το 1/12 ως έφηβος. Στο 1/7 μετά νυμφεύτηκε και μετά το γάμο, σαν πέρασαν άλλα 5 χρόνια απέκτησε γιο. Αλλά -τι κρίμα-, ο γιος του πέθανε και αποτεφρώθηκε, αφού έζησε τα μισά από τα χρόνια του πατέρα του. Ο ίδιος έφυγε από τη ζωή 4 χρόνια μετά, αφού ασχολήθηκε με τη σοφία των αριθμών, για να απαλύνει τον πόνο του.

· Μαθηματικοποίηση του προβλήματος

Αν ονομάσουμε με x τα χρόνια που έζησε συνολικά ο Διόφαντος, τα x/6 των ετών τα πέρασε ως παιδί, ως έφηβος τα x/12 και ως εργένης στη συνέχεια τα x/7. Μετά πέντε χρόνια απέκτησε γιο. Ο γιος έζησε τα μισά χρόνια του Διόφαντου, άρα έζησε x/2 χρόνια. Αυτά όμως τα χρόνια τα έζησε και ο Διόφαντος κι ακόμη 4 χρόνια. Είναι:
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Λύνουμε την εξίσωση και έχουμε:
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

Παράδειγμα 4.

Δός μοι δέκα μνᾶς, καὶ τριπλοῦς σοῦ γίνομαι.

- Κἀγὼ λαβὼν σοῦ τὰς ἲσας σοῦ πενταπλοῦς.

                                                                       (xiv. 145) 

· Ελεύθερη απόδοση του επιγράμματος στη νεοελληνική γλώσσα

Δος μου δέκα μνες και θα έχω τριπλάσιο χρήμα από σένα.

Και εγώ αν πάρω από εσένα το ίσο ποσό των δέκα μνων, θα έχω πενταπλάσιο χρήμα από σένα. 

Πόσες μνες έχει ο καθένας μας;

· Μαθηματικοποίηση του προβλήματος

Έστω ότι ο Α έχει x μνες και ο Β y μνες, αρχικά. Ο Α ζητάει 10 μνες από τον Β και θα έχει 
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Στην άλλη περίπτωση θα είναι: 
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Λύνουμε το σύστημα, δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους πρώτου βαθμού,

των (1) και (2). Η  (1) γίνεται 
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Με αντικατάσταση στη (2) έχουμε:
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Ώστε και οι δύο είχαν αρχικά από 15 μνες.

3.

Μικρή αναφορά στη σύγχρονη ποίηση.

Ένα παράδειγμα από την ποίηση του Μ. Ξεξάκη

Δεν είναι μόνο τα 46 μαθηματικά επιγράμματα της Παλατινής Ανθολογίας, τα οποία μπορούν -ως ένα σημείο- να αξιοποιηθούν για μια διαθεματική διδασκαλία. Μπορούμε να αντλήσουμε υλικό και από άλλες πηγές, πιο σύγχρονες. Μια από αυτές είναι και η περίπτωση του Μανόλη Ξεξάκη. Ο Μ. Ξεξάκης είναι ποιητής και μαθηματικός και ζει στη Θεσσαλονίκη. Από τον τόμο Ποιήματα (1972-2006)
 και ειδικότερα από τη συλλογή Βιβλία Μαθηματικών (σ. 95-170) που είναι δομημένο κατά μαθηματικό τρόπο, καθώς χωρίζεται στα ακόλουθα έξι βιβλία, ως εξής:

· Βιβλίο πρώτο: Αξιώματα (σ. 97-108)

· Βιβλίο δεύτερο: Ασκήσεις (σ. 109-116)

· Βιβλίο τρίτο: Προβλήματα (σ. 117-134)

· Βιβλίο τέταρτο: Αιτήματα και Ορισμοί του Ευκλείδη (σ. 135-146)

· Βιβλίο πέμπτο: Θεωρήματα (σ. 149-156)

· Βιβλίο έκτο: Ασκήσεις, Β΄  Ομάδα (σ. 157-1161), και

· Σημειώσεις στα βιβλία των Μαθηματικών (σ. 162-170),

προκύπτει η μαθηματική επιρροή, αφού και μόνο ο χωρισμός της συλλογής σε επιμέρους βιβλία μάς δημιουργεί συνειρμούς για τη δομημένη μορφή των Στοιχείων του Ευκλείδη
 που κι αυτό, το πολύ γνωστό και σημαντικό, έργο αποτελείται από 13 βιβλία, για τα Κωνικά του Απολλωνίου
 που αποτελούνται από οκτώ βιβλία, για τα Αριθμητικά του Διόφαντου
 που αποτελούνται από 13 βιβλία επίσης κλπ. Δεν είναι μόνο η δομική μορφή της συγκεκριμένης συλλογής, αφού και τα επιμέρους ονόματα (τίτλοι) του κάθε βιβλίου μάς παραπέμπει σε μαθηματικό εγχειρίδιο. Αν ο αναγνώστης καταφύγει και στα διάφορα ποιήματα της συγκεκριμένης συλλογής του Ξεξάκη, θα εντοπίσει αβίαστα το προφανές της μαθηματικής επιρροής του ποιητή στο συγκεκριμένο έργο.

Από τη συγκεκριμένη, λοιπόν,  συλλογή του M. Ξεξάκη επέλεξα ένα ποίημα ως παράδειγμα συναφές με όσα προηγήθηκαν από την Παλατινή Ανθολογία. Στο ποίημα αυτό είναι διατυπωμένο, με ποιητικό τρόπο, ένα πρόβλημα που, αν το εκφράσουμε με μαθηματικά μέσα (το μαθηματικοποιήσουμε, δηλαδή), παρουσιάζει μια ενδιαφέρουσα λύση, με τη βοήθεια του αντίστοιχου συστήματος εξισώσεων. Ας δούμε πρώτα το ποίημα:

Πρόβλημα πρώτο: Οι τρεις φίλοι

                                                         (Μ. Ξεξάκης)

ΤΡΕΙΣ ΦΙΛΟΙ ΕΠΕΣΤΡΕΦΑΝ από κυριακάτικη κυνηγετική εκδρομή.

Είχαν στις ζώνες κρεμασμένα αρκετά ορτύκια.

Στο δρόμο διαφώνησαν για τη σκοπευτική τους ικανότητα.

Για να βρεθεί ο καλύτερος, πρότειναν διαγώνισμα:

Να πυροβολήσει καθένας μια φορά με τ’ όπλο του

Την κορυφή του πιο ψηλού δένδρου.

Αν επιτύχει το στόχο, θα του δώσουν αμέσως οι υπόλοιποι 

τα μισά από τα ορτύκια που έχουν στις ζώνες τους.

Αν αποτύχει, θα διπλασιάσει αυτός τα ορτύκια των άλλων.

Αφού απέτυχαν και οι τρεις, έγιναν όσα συμφωνήθηκαν.

Μετά, πήραν σιωπηλοί το δρόμο της επιστροφής

με 8 ορτύκια στη ζώνη του ο καθένας.

Πόσα ορτύκια είχαν πριν ακόμα μπει ο ανταγωνισμός στις ψυχές τους;

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ  ΤΟΥ ΚΑΘΗΓΗΤΗ

ΕΠΕΣΤΡΕΨΑ ΤΟ ΜΕΣΗΜΕΡΙ  απ’ το σχολειό κατάκοπος.

Έκοψα γκόρτσια απ’ του Βαγγέλη την πανύψηλη δεντράρα και τα ’φαγα.

Είπα δεντράρα και θυμήθηκα εκείνο το μαθητή την τελευταία ώρα που τους έβαλα 

Το πρόβλημα των τριών φίλων κυνηγών. Σηκώθηκε πάνω και μου λέει:

Δεν το λύνω· τώρα έχουν τα ίδια ορτύκια και πάνε να τα ψήσουν ευχαριστημένοι,

Τι θέλετε;

Να βρούμε πόσα είχαν στην αρχή και να ξαναμαλώσουν κυρ καθηγητή μου;

ΛΥΣΗ

ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ απ’ όπου αντέγραψα επιμένει πως η ενδιαφέρουσα λύση είναι

Ο πρώτος είχε 13, ο δεύτερος 7 και ο τρίτος 4 σκοτωμένα ορτύκια.

· Μαθηματικοποίηση του προβλήματος

Ας ονομάσουμε με x, y, z τον αριθμό των ορτυκιών που έιχε ο καθένας από τους φίλους αρχικά.

Βήμα 1ο:  Σκοπεύει ο πρώτος που τον συμβολίζουμε για συντομία με (α) και αστοχεί. Δίνει λοιπόν από τα ορτύκια του τόσα, ώστε να διπλασιαστούν των άλλων δύο. Άρα θα πρέπει να δώσει άλλα y ορτύκια στο δεύτερο (β) και άλλα z ορτύκια στον τρίτο (γ). Η κατάσταση που έτσι διαμορφώνεται είναι η ακόλουθη:

(α) θα έχει μετά την προσφορά: x-y-z ορτύκια

(β) Θα έχει τώρα 2y  και o (γ)  2z ορτύκια.

Βήμα 2ο:  Σκοπεύει ο (β) και αστοχεί και άρα πληρώνει με την ίδια διαδικασία σε ορτύκια:

Ο (α) θα διπλασιάσει τον αριθμό ορτυκιών που είχε όταν άρχισε η δοκιμή με τον (β). Θα έχει λοιπόν τώρα 2(x-y-z)

Ο (γ) θα διπλασιάσει τον αριθμό των δικών του ορτυκιών και θα έχει τώρα:

2(2z)=4z ορτύκια.  Ο (β) μετά την προσφορά σε ορτύκια θα έχει τώρα:

2y- (x-y-z)- 2z=3y-x-z ορτύκια.

Βήμα 3ο:  Σκοπεύει ο (γ) και αστοχεί και άρα πληρώνει με την ίδια διαδικασία σε ορτύκια:

Ο (α) θα διπλασιάσει τον αριθμό ορτυκιών που είχε μετά το 2ο βήμα. Θα έχει λοιπόν τώρα 2(2(x-y-z))=4x-4y-4z ορτύκια τελικά.

Ο (β): 2(3y-x-z)=6y-2x-2z ορτύκια τελικά.

Ο (γ) μετά την προσφορά σε ορτύκια θα έχει τελικά:

4z-2(x y z)-(3y-x-z)=4z-2x+2y+2z-3y+x+z=7z-x-y ορτύκια.  

Είχαν τελικά από 8 ορτύκια ο καθένας τους.

Δηλαδή θα είναι:
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Το παραπάνω είναι ένα σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους α΄ βαθμού. Λύνεται με γνωστή και σχετικά εύκολη διαδικασία και προκύπτει τελικά ότι είναι:
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4.

Επίλογος

Με την παρούσα εισήγηση, στόχος μας ήταν να σχολιάσουμε συγκεκριμένα παραδείγματα, ώστε να αποτελέσουν κίνητρο για ανάλογες προσεγγίσεις στην τάξη με τη συνεργασία και των μαθητών. Σε όποια σχολεία χρησιμοποιήθηκαν ανάλογα παραδείγματα και ανάλογες διδακτικές πρακτικές (έστω και περιορισμένα), άφησαν πολύ καλές εντυπώσεις σε διδάσκοντες και διδάσκουσες, αλλά και τους μαθητές και τις μαθήτριες. Εξυπακούεται ότι, αν τα λογοτεχνικά κείμενα δεν είναι σε σύγχρονο λόγο, θα πρέπει να προηγείται φιλολογική επεξεργασία μαζί με τους μαθητές και τις μαθήτριες, παρέχοντάς τους τις πιθανές άγνωστες λέξεις ή την όποια απαιτούμενη βοήθεια. Έτσι αξιοποιείται η δυνατότητα της διαθεματικής προσέγγισης, με συγκερασμό κειμένων από την ελληνική και την παγκόσμια λογοτεχνία διαφόρων εποχών. Υπάρχει υλικό για μια ανάλογη αξιοποίηση, που δίνει μια άλλη διάσταση στη διδασκαλία μας, παράλληλα με τις άλλες κλασικές μορφές οι οποίες επιβάλλεται να υπάρχουν για ποικίλους γνωστούς λόγους. 

Για την όποια πιθανή αντίρρηση ότι τα συγκεκριμένα παραδείγματα από την Παλατινή Ανθολογία είναι απλοϊκά, αφού με τη συγκεκριμένη μαθηματικοποίηση και τη χρήση του σύγχρονου συμβολισμού της άλγεβρας αυτά επιλύονται σχετικά εύκολα, σκεφτείτε την εποχή που αυτά γράφτηκαν και τις τότε δυνατότητες. Πολύ σύντομα θυμίζουμε τα τρία στάδια στην ιστορική εξέλιξη της ανάπτυξης της άλγεβρας, όπως στα 1842 τα οριοθέτησε ο Τζ.Χ.Φ. Νέσσελμαν (G.H.F. Nesselmann). Γράφει ο H. Eves
: 

«Στην αρχή υπήρχε η ρητορική άλγεβρα, στη οποία οι λύσεις των προβλημάτων γράφονταν χωρίς συντομογραφίες ή συμβολισμούς, με καθαρή επιχειρηματολογία σε πεζό λόγο. Μετά ακολούθησε η συγκεκομμένη άλγεβρα, στην οποία υιοθετήθηκαν στενογραφικές συντομογραφίες για κάποιες από τις συχνά χρησιμοποιούμενες ποσότητες, σχέσεις και πράξεις. Τέλος, στο τελευταίο στάδιο έχουμε τη συμβολική άλγεβρα, στην οποία ο λύσεις των προβλημάτων εμφανίζονται σε μεγάλο βαθμό με μαθηματικό συμβολισμό, με χρήση συμβόλων που έχουν πολύ λίγη προφανή σύνδεση με τις οντότητες και τις ιδέες που παριστάνουν. Είναι μάλλον σωστό να διατυπώσουμε την άποψη ότι η άλγεβρα πριν την εποχή του αλεξανδρινού Διόφαντου (3ο αιώνας) ήταν ρητορική. Μια από τις σημαντικές συνεισφορές του Διόφαντου στην ανάπτυξη της άλγεβρας ήταν οι συντομογραφίες που εισήγαγε στην ελληνική άλγεβρα. Πρέπει όμως να σημειώσουμε ότι η ρητορική άλγεβρα εξακολούθησε να υπάρχει στον υπόλοιπο κόσμο, με εξαίρεση (…) τις Ινδίες, για πολλές εκατοντάδες χρόνια. Ειδικά στη Δυτική Ευρώπη η άλγεβρα παρέμεινε κυρίως ρητορική μέχρι τον 15ο αιώνα, όταν άρχισαν να εμφανίζονται κάποια ανομοιογενή δείγματα συντομογραφιών. Η συμβολική άλγεβρα έκανε την πρώτη της εμφάνιση στη Δυτική Ευρώπη το 16ο αιώνα, αλλά η ανάπτυξή της ήταν τόσο αργή, που περίπου ως τα μέσα του 17ου αιώνα δεν εξαπλώθηκε.»

Και παρακάτω (στο ίδιο, σ. 146) γράφει ο H. Eves (και προσυπογράφω, απόλυτα, αυτή τη θέση), αναφορικά με την ευκολία ή μη των προβλημάτων της Παλατινής Ανθολογίας:

«Αν και τα προβλήματα αυτά παρουσιάζουν ελάχιστη δυσκολία όταν αντιμετωπίζονται με το σύγχρονο αλγεβρικό συμβολισμό, πρέπει να παραδεχτούμε ότι για να δώσουμε ρητορικές λύσεις χρειάζεται να επιτύχουμε μεγάλη πνευματική προσήλωση. Όποιος δεν το πιστεύει, ας δοκιμάσει τις ικανότητές του δίνοντας καθαρά ρητορικές λύσεις στα παραδείγματα (…)», που παρουσιάστηκαν παραπάνω.

5.
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�	 Ο Α.Θ. Τριανταφύλλου είναι Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών του Νομού Λάρισας. Η εργασία παρουσιάστηκε ως εισήγηση σε επιμορφωτική ημερίδα για τους εκπαιδευτικούς της Λάρισας.


�	 Στην Παλατινή Βιβλιοθήκη της Χαϊδελβέργης ανακαλύφτηκε  (1606) το χειρόγραφο της Ανθολογίας του Κων. Κεφαλά, ανάμεσα στους άλλους κώδικές της. Για το λόγο αυτό πήρε το όνομα ως Παλατινή ή Ελληνική Ανθολογία Οι εκατό τελευταίες σελίδες του χειρογράφου βρίσκονται από το 1707 στην Παρισινή Εθνική Βιβλιοθήκη. Πρόκειται για μια συλλογή 3.700 ελληνικών ποιημάτων-επιγραμμάτων, ποικίλου περιεχομένου. Είναι ταξινομημένα κατά θέμα σε 16 βιβλία. Στο 14ο βιβλίο υπάρχουν 46 μαθηματικά επιγράμματα. Ο ιερωμένος λόγιος Κωνσταντίνος Κεφαλάς, στην Κωνσταντινούπολη περί το τέλος του 9ου μ.Χ. αι., συγκέντρωσε από προηγούμενες συλλογές (όπως τη συλλογή Στέφανος του Μελεάγρου από τα Γάδαρα, τη συλλογή Στέφανος του Φιλίππου από τη Θεσσαλονίκη, τη συλλογή του Αγαθία από τη Μυρίνη, του Στράτωνα από τις Σάρδεις, του Διογενειανού από την Ηράκλεια και από την ονομαζόμενη «Ευφημιανή Συλλογή». Τα επιγράμματα, που περιλαμβάνει η Ελληνική Ανθολογία (στην οποία συμπεριλαμβάνεται και η ανθολογία του Μάξιμου Πλανούδη), αποτελούν μοναδική πηγή για τη γνωριμία με αυτό το δύσκολο, το αριστουργηματικό λογοτεχνικό είδος της ελληνικής λογοτεχνίας, όπου με ελάχιστες λέξεις ο δημιουργός του πετυχαίνει να συμπεριλάβει πλήθος πληροφοριών, νοημάτων και συναισθημάτων. Υπήρξαν και θα υπάρξουν αρκετές προσπάθειες απόδοσης σε νεοελληνικό λόγο της Παλατινής Ανθολογίας σε ένα ή και στο σύνολο των βιβλίων της. Χωρίς να εξαντλείται ο κατάλογος, αναφέρομε τη μετάφραση του Α. Λεντάκη, του Ν.Κ. Χουρμουζιάδη, του Γ. Ιωάννου, του Β. Λαζανά κ.ά.


�	 Βλ. Sir Thomas L. Heath, Ιστορία των Ελληνικών Μαθηματικών, τομ. ΙΙ, (Από τον Αρίσταρχο στον Διόφαντο), Κέντρο Έρευνας Επιστήμης και Εκπαίδευσης (Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ.), Αθήνα 2001, σ. 505-507.


�	 Οι παλαιότεροι, ανάμεσά μας, θα θυμούνται ανάλογα προβλήματα στη διδασκαλία των μαθηματικών της θεωρητικής αριθμητικής και άλγεβρας, που υπήρχαν σε ορισμένα διδακτικά εγχειρίδια της εποχής εκείνης, για τη διδασκαλία προβλημάτων με τη βοήθεια των εξισώσεων και των συστημάτων.


�	 Σχόλια στον Πλάτωνα. Σχόλ. για τον Διάλογον εις τον Χαρμίδην, 165 e.


	Η σχετική αναφορά γίνεται στο απόσπασμα όπου δίνεται η περιγραφή του τι είναι η λογιστική και τι είναι γεωμετρία:


	(………..)


	λογιστικῆς.


	λογιστική ἐστι θεωρία τῶν ἀριθμητῶν, οὐχὶ δὲ τῶν ἀριθμῶν μετα-


	χειριστική, οὐ τὸν ὄντως ἀριθμὸν λαμβάνουσα, ὑποτιθεμένη τὸ μὲν ἓν 


	ὡς μονάδα, τὸ δὲ ἀριθμητὸν ὡς ἀριθμόν, οἷον τὰ τρία τριάδα εἶναι καὶ


	τὰ δέκα δεκάδα· ἐφ’ ὧν ἐπάγει τὰ κατὰ ἀριθμητικὴν θεωρήματα.


	θεωρεῖ οὖν τοῦ<το> μὲν τὸ κληθὲν ὑπ’ Ἀρχιμήδους βοϊκὸν πρόβλημα,


	τοῦτο δὲ μηλίτας καὶ φιαλίτας ἀριθμούς, τοὺς μὲν ἐπὶ φιαλῶν, τοὺς δ’


	ἐπὶ ποίμνης· καὶ ἐπ’ ἄλλων δὲ γενῶν τὰ πλήθη τῶν αἰσθητῶν σωμάτων


	σκοποῦσα, ὡς περὶ τελείων ἀποφαίνεται. ὕλη δὲ αὐτῆς πάντα τὰ


	ἀριθμητά· μέρη δὲ αύτῆς αἱ Ἑλληνικαὶ καὶ Αἰγυπτιακαὶ καλούμεναι


	μέθοδοι ἐν πολυπλασιασμοῖς καὶ μερισμοῖς, καὶ αἱ τῶν μορίων


	συγκεφαλαιώσεις καὶ διαιρέσεις, αἷς ἰχνεύει τὰ κατὰ τὴν ὕλην ἐφο-


	δευόμενα τῶν προβλημάτων τῇ περὶ τοὺς τριγώνους καὶ πολυγώνους


	πραγματείᾳ. τέλος δὲ αὐτῆς τὸ κοινωνικὸν ἐν βίῳ καὶ χρήσιμον ἐν


	συμβολαίοις, εἰ καὶ δοκεῖ περὶ τῶν αἰσθητῶν ὡς τελείων ἀποφαίνεσθαι. 


	γεωμετρικῆς.


	γεωμετρία ἐστὶν ἐπιστήμη θεωρητικὴ μεγεθῶν καὶ σχημάτων, καὶ 


	τῶν περιοριζουσῶν καὶ περατουσῶν ταῦτα ἐπιφανειῶν καὶ γραμμῶν,


	τῶν τε ἐν τούτοις παθῶν καὶ σχέσεων, καὶ ἐνεργειῶν <ἐν> μορφαῖς, καὶ 


	κινήσεων ἐν ποιότησιν. πάθη μὲν οὖν λέγεται τὰ περὶ τὰς διαιρέσεις,


	σχέσεις δὲ οἱ τῶν μεγεθῶν πρὸς ἄλληλα λόγοι καὶ θέσεις καὶ καθ’ αὑτὰ


	ἐπιβάλλουσιν ἡμῖν αὐτοῖς καὶ πρὸς ἄλληλα συγκρίνουσιν. 


	 


	Scholia in Platonem [scolia vetera],(sch. Dialogue Chrm Stephanus p. 165e , 165e bis)





�	 Η πιο σημαντική πηγή για τα Αιγυπτιακά μαθηματικά είναι ο πάπυρος, που είναι γνωστός με όνομα ως Πάπυρος Rhind. Ο πάπυρος αυτός χρονολογείται από το 1650 π.Χ. και ανακαλύφτηκε στα ερείπια της αρχαίας πόλης των Θηβών της Αιγύπτου το 1855. Αγοράστηκε από το Σκώτο δικηγόρο A.H. Rhind το 1858, στο Λούξορ. Μετά το θάνατό του πουλήθηκε στο Βρετανικό Μουσείο (1865), όπου και βρίσκεται σήμερα, σε δυο τμήματα, με κωδικούς αριθμούς ΒΜ 10057 και 10058. Κάποια νεότερα τμήματά του βρίσκονται και στο Μουσείο του Μπρούκλιν. Ο πάπυρος περιλαμβάνει 84 προβλήματα με τις απαντήσεις τους.


	Εξίσου σημαντικός είναι και ο λεγόμενος πάπυρος της Μόσχας. Χρονολογείται από το 1850 π.Χ. Αποκτήθηκε από τον V.S. Golenijchev (1893) και μεταφέρθηκε στη Μόσχα. Σήμερα είναι καταχωρημένος στο Μουσείο Καλών Τεχνών «Πούσκιν», με αριθμό 4676. Περιλαμβάνει 25, συνολικά, προβλήματα. Για περισσότερες πληροφορίες αναφορικά με τους παπύρους αυτούς και τα μαθηματικά προβλήματα που περιέχουν,  βλ. Εξαρχάκος, Θ., (1997), Ιστορία των Μαθηματικών, τ. Α΄, (Τα μαθηματικά των Βαβυλωνίων και των Αρχαίων Αιγυπτίων), Αθήνα, σ. 434 κ. έ.





�	 Το συγκεκριμένο επίγραμμα είναι από τη συλλογή Anthologia Graeca Appendix, Problemata et aenigmata (TLG).


�	 Μετάφραση του συγκεκριμένου επιγράμματος υπάρχει και σε δραστηριότητα του ισχύοντος διδακτικού εγχειριδίου μαθηματικών της Α΄ γυμνασίου. 


	Βλ. Βανδουλάκης Ι., Καλλιγάς Χαρ., Μαρκάκης Νικηφ., Φερεντίνος Σπ., Μαθηματικά Α΄ Γυμνασίου, Ο.Ε.Δ.Β.,  Αθήνα 22008, σ. 75.


�	 Ξεξάκης Μανόλης, Ποιήματα (1972-2006), Σύγχρονοι Ορίζοντες, Θεσσαλονίκη 2008. Ο συγκεκριμένος τόμος περιλαμβάνει τις συλλογές: Κορδόνια, Όνειρα, Λημνίσκοι, Χρόνος, Βιβλία Μαθηματικών, Πλόες Ερωτικοί. 


	Οι τίτλοι και μόνο: Λημνίσκοι και Βιβλία Μαθηματικών παραπέμπουν στο μαθηματικό υπόβαθρο του ποιητή.


�	 Ευκλείδης (περίπου 325-265 π.Χ.). Έζησε και δίδαξε στην Αλεξάνδρεια. Από το έργο του πιο ξακουστό είναι το σύγγραμμά του Στοιχεία, αποτελούμενο από 13 βιβλία.


�	 Απολλώνιος ο Περγαίος (265-170 π.Χ.). Σπουδαίος γεωμέτρης της Αρχαιότητας. Έζησε και δίδαξε στην Αλεξάνδρεια.Τα Κωνικά αποτελούν εξαιρετικής ευφυΐας και μαθηματικής έμπνευσης βιβλίο, αφού μελετάει τις γνωστές ως κωνικές τομές καμπύλες, με τη βοήθεια της γεωμετρίας.


�	 Διόφαντος ο Αλεξανδρεύς (άκμασε περί το 250 μ.Χ. στην Αλεξάνδρεια. Το πιο γνωστό του βιβλίο Αριθμητικά αποτελείται από 13 βιβλία. Έχουν σωθεί τα έξι στην ελληνική γλώσσα, τα 4 στην αραβική. Θεωρείται ο βασικός αλγεβριστής της αρχαιότητας, αφού στα Αριθμητικά του υπάρχουν 189 (στα 6 σωσμένα στην ελληνική γλώσσα βιβλία του) αλγεβρικά προβλήματα, τα οποία λύνονται με εξισώσεις και συστήματα πρώτου και δευτέρου βαθμού. Είναι αυτός που εισήγαγε ένα συγκεκομμένο συμβολισμό στην άλγεβρα, που αποτέλεσε και τον προάγγελο στο να οδηγηθούμε, μετά από χρόνια, στη συμβολική άλγεβρα.


�	 Eves Howard, Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών (έως το 1650), μτφρ. Μαν. Κωνσταντινίδης, Ν. Λιλής,  Τροχαλία, Αθήνα  1989, σ. 144-145. Το απόσπασμα είναι από τη Διάλεξη 12, «Η συντομογραφία της άλγεβρας»







_105826260.unknown

_128596412.unknown

_150385704.unknown

_150385064.unknown

_107551144.unknown

_128596092.unknown

_96635008.unknown

_105290976.unknown

_96637188.unknown

_96637508.unknown

_96638148.unknown

_96638788.unknown

_96639428.unknown

_96640388.unknown

_96640708.unknown

_96641052.unknown

_96641372.unknown

_96642012.unknown

_96642652.unknown

_96639108.unknown

