AIAIPETOTHTA

Opwopog 1: 'Eotw d,neZ. Aéue 611 o d dwupei tov N (ovpfodopde: d|n) av

VIapyEL € € Z 1€1010 dote n=cd . m

Ocopnua 2: T'a d,n,m,a,b € Z 1oydouv:
) n|n, —n|n (apa |n||n)

i) 1n, -1n

d|n}
V) =d|m
n

viy 9712 gl (an+b
dm (an+bm)
Vii) d|n:>d|0m (Gpa d||n|)

Viii) d|n = ad|(xn

) ‘m} —d|n
a=0



Améoeiln:

i) n=ln=nn.
n=-1.(-n)=-n|n.
i) n=n-1=1n.
n=-n-(-1)=-1n.
iii) 0=0-n=n|0.
iv) Oln=n=x-0, keZ.Apa n=0.
v) din=n=xd, reZ.
nm=m=xn, keZ.
Apa m=xn=(x1)d, KheZ. Zovenmg d/m.
vi) dn=n=2xd, reZ.
dm=m=xd, keZ.
Apa on+bm = oAd +bkd = (0h+bk)d, ok +bx eZ. Tovendg d|(an+bm).
vii) dn=n=2d, reZ.
Apa on =(0or)d, ok eZ. Tovends don.
viii)djn=n=2d, reZ.

Apa on=ard =A(ad), AeZ. Tuvendg ad|an.



iX) adlan=an=2A(0ad), AeZ.

Apa an=A(ad)=0(Ad) = n=Ad. Zvvenog d|n.

(00)
X) din=n=xd, reZ.
Apa |n| = |X||d| .Emiong n#0. Apa A # 0 kot emopévmg |}\4| >1. Zuvenmg
| =] }d] = [d]<

Xi) A) Av n=0, 16t¢ Moy® ™G oxéong n|d &yovpe apécng (Br. iv)) 6t d=0.

Apa |d|=|n|:0.

B) Av n=0, t6te Moym g oxéong d|n éyovpe apsomg (BA. iv)) 6t d=0.

Enopévag:

din=|d|<|n|
§ = |d[=|n|
n|df)>|n|g|d|

Am6 A), B) émetan apéong ot |d|=|n|.

xii) dn=n=2d, LeZ.

n n n
Apa X:EEZ KOl ETOUEVAC nzad,deZ.EUvsn(bgan. O

Opropdc 3: 'Eoto neZ. Tote opilovpe

A,={deZ/d|n}

(dnA. to A, eivor T0 GHVOLO TOV SLOPETMV TOL N). O

Iopotnpnon 4:

1) Amd 7o Vii) Tov Oeprpatog 2 Enetat apécms OTL A, =A |



i) Amd tai), i) Tov Oswpnpatog 2 Eneton apEcms 0Tt yio ke N eZ €xovpe OTL
-n,n,—L1eA,

1) Ao ta iii), iIv) Tov Oempuatog 2 £xovpe apéc®S 0Tt
0OcA, &n=0

V) Amo 7o iii) Tov Oswpripotog 3 £xovpe apéows 6Tt Ay =7 .

V) Amnd ta X), iv) tov Osopiuatog 3 énetat apfonc Ot yio kdbs n e Z° xovue

A, g{—|n

,—|n|+1,...,—1,1,...,

n

n|+1}

3

7 * 4 7 4
(Gpayi N €Z” 10 chvoro A, eivou memepacUEVO). i

Opwopog 5: 'Eoto a,beZ. Tote og péyioto kowd doupétn tov a, b (cuufoiopdc:

(a,b)) opifovpe o

(ab) = max(A, NA,), avaeZ fbeZ _
0, ova=b=0
Mopatipnon 6: T kGbe a,beZ ovpe 6Tt (a,b) e A, NA,. 0

Oesopnuo 7 (ravtotnre Evkieidsiog Awipeonc): 'Eoto a,beZ pe b=0. Tote

LGP oVY povadikd d,1 € Z tétown dote a=gb+r, 0<r<|b| O

Osapnuo 8: 'Ecto a,b eZ. Tote viapyovv X,Y € Z 110100 OOTE

(0,b)=ox +by O



Osopnuo 9:'Eotow o,b,d e Z . Ta e&ng ivat ilcodvvopa:

i) d=(o,b)

i) O d éyel ig 1616t TEC:
A)d>0
B)deA, nA, (dnA. d|a Ko d|b).
) A,NA, A, Bnh. av eeZ pe ela kou e|b tote e[d).

Am6oeln:

i)=ii)’Ecto d=(a,b).

A)l) Av aeZ NbeZ tote (0,b)=max(A, NA,). Onog le A, NA, (Br. 10
i) g Moapatipnong 4). Apa (o,b)>1. Zvvendg (a,b)>0. Emopévac

d>0.
INAv a=b=0 t61¢ (0,b)=0.Apa d=0.
A7o 1) ko 1) éneton apéomg 6t1 d >0.
B)I) Av aeZ fbeZ téte (a,b)=max(A, NA,). Ank. d=max(A,NA,)

Kot Gpo de A, NA, (GUEGO POV TPOPAVAS max(Au N Ab) eA,NA,).

INAvV a=b=0 tote (0,b)=0. Ank. d=0. Exiong agod a=b=0 tote
A, =A,=Z ((Br. to ii) g Hapatipnong 4). Apa A NA, =Z.
Enopévog de A, NA,.

Amnd 1) xou 1) éneton apéomg 61t d € A, NA,.

) Apov d=(0,b), 10t amd 0 Oedpnua 8 &xovue apéows OTL LIGPYOLY

X,Y € Z téton dote d=o0x+by .

‘Eoto topa e e A, NA, . Oa deilovue 011 € € A . [Ipdypoaru:



Agod eeA, NA, t01¢ 6|a Ko e|b. Téte amd 10 Vi) Tov OewpHuotog 2
érovpe apéowg Ot ef(ox+by). Ank. eld. Apo eeA,. Zvvemdg
A, NA, CA,.
i) =1)
A)Eoto aeZ fbeZ . Tote (a,b)=max(A, NA,). Apa (a,b)e A, NA,.

Amd 10 I') ™G voBeomg Exovpe Tdpa OTL (a,b) eA,. Ani. (a,b)|d. Tote and
10 X) T0Vv Oegwpnuatog 2 €meton OTL ‘(a,b)‘ < |d|§)d. Opmg (a,b) < |(a,b)| .
Emopévag (a,b)<d.

Anod 10 B) éyovpe o6tt deA, NA,. Emiong (a,b):max(AamAb). Apa

d<(a,b). Zvvendg d=(o,b).

B)Ecto a=b=0. Tote (a,b)=0. Ano o I') g vmdBeong éxovpe 6T
A,NA, cA;. Opog A, =A, =7Z P\ 1o ii) mg Hapamipnong 4). Apa
A, NA, =Z xa gnopéveog ZCA,. And avtd éneton apéowg OTL Ay =7.

Téte amd 1o i) tng Hapatpnong 4 €govpe 611 d =0. Zvvendg d = (o,b).

An6 A) ko B) éneton 6 d =(a,b). O

Hopatipnon 10: And 10 1i)B) tOoUv 7ponyoduevov Oewpnpatog kol to Vi) TOv

Oswpnuatog 2 £netol apéong otL ov d = (a,b) 101 V1o KOs X, Y €Z €yovpe OTL

d|(ax +by). O

Oedpnue 11: 'Eoto a,b,c,deZ.

bl)

ii) (ac,be)=|c|(c,b)

) (o,b)= (|a

>



i)

iv)

(a,b)=1<1=0ax +by Y kGmow X,y € Z

Av (a,b)=d =0, t01¢ (Q,EJ:L
dd

V) Avd=0, deA, A, xat (%,gjzl, tote (a,b)=1d].
vi) (a1)=1, (a,0)=|a|
Anodln:
i)  Aoknon.
i) Eoto f =(0,b) kot e=(ac,bc). Oa deiovpe dm e =|c|f .
Agov f=(a,b) tote (Bedpnpua 8) vadpyovv X,y €Z tétown Gote f =ox+Dby.
Enopévag cf =acx +bey . Eniong agov e =(ac,be), tote (BA. Hopatipnon 10)
&xovpe apécng 6t ef(acx +bey) . Apa ecf .
Emiong agod f =(0,b) tote (BA. 10 ii)B) T0U Ocpnpatog 9) éxovpe 6T fla kot
f|b. Tote amo to viii) Tov Oewpfpatog 2 éneton 61t cf|ac kon cf|bc. Apa (BA.
10 1)I") T0V Ocwpnuatog 9) cf |e. Yvvendc omd 1o Xi) Tov Oswpnuatog 2 £yovue
on
el =lcf[=[clf| < e=[df
e,f>o0
(i)A) ©eip. 9)
i) (=) Apeco amd 10 Osdpnua 8.

(<) Eoto 6t 1=0x+by, X,y €Z. Ou Seitovpe 6n (a,b) =1. Hpyporu:

‘Boto h=(o,b). Tote (BA. Mopatipnon 10) &xovpe 6Tt h|(ax +by). Apo
h|1 ko emopévog h=-1 1 h=1.Opwg h=0 apod h=(a,b) (Br. 10 i)A)

10V Ocwpnparog 9). Emopévog h=1.



iv) d=(wb) = [a%a2)(%2] = af%b]of% b
a “d dd[ Fuy d'd )@ d"d

d‘u,d‘b apov d=(0.,b)
apov S=t()(x,b) (Bh i)A) Oehp. 9)
(dpa E,HEZJ
v (wb) s d%,dgj - |d|(%,gj = |
{ oD g,EeZ } [(a’a]:l]
S0t deA, NA,
(Gpa djot,d]b)
Apa (a,b)=|d|
vi) Aockmon. O

Ocdpnpa 12 (Ajppe Evkheidn): Eoto o,b,c€Z pe afbe ko (a,b)=1. Tote afc.

Améoeln:

Amd 10 Osdpnua 8 Exovpe dtLvmapyovy X, Y €Z pe 1=o0x+by. Apa C=oacx+bcy.
Opwg abe. Apa (BA. Vi) Ocopipatog 2) a|bey . Eniong npogavas ofacx . Apa (BA.

Vi) @copnpatog 2) af(acx +bey) . Zvverndg aofc. O

Osdpnuo 13 (Evkieiderog adyopBunoc): ‘Ecto o, b Oetucol aképatot pe bla . Eoto

I, =a kat I, :=b. Epapuodlovtag cuvexmg v tavtomra g Evkieidelag Awipeong

TPOKVOTTEL £V GOVOAO amd vorowma I,, Iy, ..., I, I ., mov opilovtal dodoyIKA amd

T1G €€Ng oyéoels:

L=ng,+r, O0<r<n

n=rg,+r, O0<r<r,



f 2 = r‘n—lqn—l + r‘n ! O < rn < r‘n—l

n—
rh=rq,tr

n+l?

Tote T, z(a,b) (dnA. to TEAELTOIO Un UNBEVIKO LITOAOWTO OE GVLTNV TN JldIKOCTia

etvar o (a,b)).

Améoen: Aoknon. i

AYXKHYEIY

1. 1) 'Eoto a,beZ ue a, b dptiot. Na deiete 6t ol ab, a+b givol ptiot.

i) 'Eoto o,beZ pe a, b nepirtoi. Na deiete 011 0 ab &ivar meptrtdg Kot o

a-+b eivon dptioc.

i)' Eoto o,beZ pe a dptiog ko b meprrtdc. Na deiEete 6t 0 ab eivor aptiog

(dpa TO YIVOUEVO VO O100OYIKMOV OKEPOIMV Elval APTIOC) kol 0 a+b eivar

TEPLTTOC .
2. 'Eoto aeZ. Na deitete dntav 3o’ tote 3.
3. Na amodei&ete Ot
i) Av aeZ o o givar 4ptiog apOude, tote o = 4A yia kémoo AeZ.
i) Av aeZ xot a eivor teptttog apliuodc, 10te
A) o’ =4k +1 ya xémoo keZ.
I 32|(0c2 +3)(a2 +7) .
B) o =8\ +1 Y10 kGmowo A eZ.

iii)Av a,beZ o o, b sivon meprrtol apBpoi, Tote 1 eéicwon X* =a’ +b® dev

€xel aképateg AOGELS.

4. 'Eoto a, b meprrtoi axéporot. Na amodeilete Ot

9



a? +(a+2)2+(a+4)2+1
12

1) e

[Ma moteg Tipég Tov akepaiov k 0 aptBudg

elvan axépoaroc.

‘Eoto a, b, v meprrroi aképoarot. No amodeiCete 611 1 e€icwo ax?+bx+vy=0
Y mep P n n Y

dev éyet axéponeg Moelc. Eyetl oxépaieg Moeig n eéicoon X +5x+2013=0;
i) 'Eoto aeZ pe a>2 ko o #3.

A) Agi&te 0TL VIAPYOVY K, A € Z TETOWOL OOTE 0= 2K+ 5\ .
B) Aci&te otLvmapyovv W, v e N tétoln dote o =2u+5v.

I') Ta unyoviuata ATM tov tparnelov divouv yaptovopicpata tov 20 € kot
tov 50 €. Ta mocd mov unopeite vo mdpete eivor 0mol0dMmote TOAAATAAGIO

tov 10 peyarvtepo 1M ico tov 20 € kot dtdpopo twv 30 €. Tlwg yiveror avto;

‘Ecto a,beZ. Na deiterte:

11(35-b)

i) 1q(a+2)}:>l]4(a+b)

3a

i) 3|b}¢:>3|(az+bz)

Noa anodeiEete 6TL
1) To ywoueEVO TPLOV S10d0Y KOV aKEPAiMV dlatpeital Le To 6.

i) 6la(a+1)(2a+1)

i) 6]’ +30” — 40

10



10.

11.

12.

13.

14.

Av keZ xor mneN" pe m|n, vo anodsigete ott (k" —1)‘(](” -1).
o kG0 ve N va amodsitete ot

i) 3|(v’+2v)

ii) 5|(3-27"+2-2")

i) 14](3% +57)

Ta k6de o €Z, va amodsitere ot 41 (o +2).

Noa amodeilete 0TL dev VIAPYOLY dtadoykol Betikol aképatol Tov va ivat Kot

01 VO TETPAYMOVO, AKEPULWV.

Av mneZ pe m|n Kot m=+1, tote m](n+1).
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