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Περίληψη 

Η εξίσωση 2 2 1x yδ− =  είναι γνωστή ως εξίσωση του Pell. Πολλοί 
µεγάλοι µαθηµατικοί ασχολήθηκαν µε αυτή, µεταξύ των οποίων οι La-
grange και  Euler. Την παραπάνω εξίσωση χρησιµοποιούµε για να βρούµε 
τον αριθµό των νοµισµάτων ίδιας αξίας, που χωρούν συγχρόνως σε τετρά-
γωνο και ισόπλευρο τρίγωνο. Κατά την επίλυση προκύπτει ένα πλήθος από 
επιµέρους προβλήµατα, τα οποία, καθώς λύνονται, γίνονται πηγή έµπνευ-
σης  για δηµιουργικές δραστηριότητες στην τάξη µας. 
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Abstract 
The equation 2 2 1x yδ− =  is known as Pell’s equation. It has been 

studied by many famous mathematicians, with Lagrange and Euler among 
them. We use the above equation to find the number of coins of the same 
value that fill both a square and an equilateral triangle. Solving the equation, 
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one faces a number of individual problems that can be the source of creative 
activities. 

 
1. Εισαγωγή.  
Τα Μαθηµατικά είναι και παιγνίδι! Τα Μαθηµατικά είναι και για 

παιγνίδι! Τα Μαθηµατικά µαθαίνονται και µε το παιγνίδι! Οι τρεις προη-
γούµενες προτάσεις είναι ή θα πρέπει να είναι αληθείς για όλους µας, αφού 
από πολλούς επιστήµονες (π.χ. [1], [2]) έχει υποστηριχθεί ότι η χρήση του 
παιγνιδιού, επειδή αυτό έλκει ιδιαίτερα τα παιδιά, είναι ένα εξαιρετικά απο-
τελεσµατικό εργαλείο διδασκαλίας. ∆ηµιουργεί θετική ατµόσφαιρα στην 
τάξη και ως εκ τούτου αναµένεται ένα θετικό αποτέλεσµα στη διδασκαλία. 
Οι µαθητές απασχολούνται δηµιουργικά και ενθαρρύνεται η συνεργασία 
µεταξύ τους, ενώ οι συνθήκες γίνονται κατάλληλες, ώστε να ενσωµατωθούν 
συναισθηµατικά στην οµάδα και οι πλέον δύσκολοι µαθητές. 

Η διδασκαλία αλλά και η εκµάθηση των Μαθηµατικών είναι επίπο-
νη και δεν είναι λίγες οι φορές, που η προσπάθεια, εκτός της επιτυχίας, ενί-
οτε συνοδεύεται και από την αποτυχία. Όµως, στο παιγνίδι η αποτυχία αντί 
να σε απογοητεύει σε δυναµώνει, ατσαλώνει τη θέλησή σου για επιτυχία 
και νίκη. Έτσι, αφού το παιγνίδι δίνει χαρά αλλά και δύναµη σε εκείνον που 
παίζει, η διδασκαλία των Μαθηµατικών, µέσα από το παιγνίδι, διώχνει τη 
«Μαθηµατικοφοβία», που είναι ένα παγκόσµιο φαινόµενο και όχι ειδική 
νόσος των Ελληνοπαίδων [4].  

Γενικά, το παιγνίδι ενέχει δράση, αυτοσχεδιασµό, πρωτοβουλία, ο-
πότε ένα πρόβληµα ή µια δραστηριότητα θαυµάσια συνδυάζονται µε αυτό, 
κάνοντας τη διδασκαλία ελκυστική και αποτελεσµατική. Παροτρύνει τους 
µαθητές να κρατήσουν ψηλά το ενδιαφέρον τους για το µάθηµα, αλλά και 
δίνει στο διδάσκοντα ένα γενικό πλαίσιο, για να εντάξει τη διδασκαλία του 
όπου το αντικείµενο που διδάσκει γίνεται χρήσιµο και σηµαντικό. 

Συµπερασµατικά, λοιπόν, το παιγνίδι στην τάξη προσφέρει:  
• ∆ιακοπή της καθηµερινής ρουτίνας της διδασκαλίας, κάνοντας ένα 
ευχάριστο διάλειµµα. 
• Προκαλεί τους µαθητές στη δραστηριοποίηση και τον αυτοσχεδια-
σµό. 
• Ενεργοποιεί αυτούς, ωθώντας τους στη συνεργασία και την ενσωµά-
τωση στην οµάδα. 
• Τους φέρνει σε κατάσταση, ώστε να αποδέχονται και να συγκρα-
τούν τα αποτελέσµατα, δηλαδή τη γνώση. 
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Σε τεύχος του Crux, v35, n4 (May 2009),  προτάθηκε από τον  Hide-
toshi Fukagawa (Kani, Gifu, Japan) το παρακάτω πρόβληµα: 

Πρόβληµα 1(Problem 3440): «Πάνω σ’ ένα τραπέζι υπάρχουν Ν 
νοµίσµατα, όλα του ίδιου µεγέθους. Τα νοµίσµατα αυτά µπορούν να τοπο-
θετηθούν σε ένα τετράγωνο, αλλά και σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Βρέστε 
τον αριθµό Ν των νοµισµάτων». 

Ως θέµα για διδασκαλία στην τάξη, όπου θα µπορούσαµε να συν-
δυάσουµε και το παιγνίδι, µας φάνηκε ιδιαίτερα ελκυστικό, τη στιγµή µάλι-
στα που σκεφτήκαµε ότι  τα νοµίσµατα θα µπορούσαν να αντικατασταθούν 
µε βώλους για µικρότερα παιδιά ή µε µπίλιες µπιλιάρδου για µεγαλύτερα. 
Για παράδειγµα, το Πρόβληµα 2  θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί στις µε-
γάλες τάξεις του ∆ηµοτικού (∆′, Ε′, ΣΤ′), όπου οι µαθητές θα µπορούσαν να 
διαπιστώσουν, παίζοντας µε τα νοµίσµατα, ότι δηµιουργούνται, µέσα από 
τη διαδικασία αυτή, αριθµητικά µοτίβα και στη συνέχεια να διατυπώσουν, 
κάνοντας παρατηρήσεις, κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού κάτω από την κα-
θοδήγηση του δασκάλου, έναν κανόνα γι’ αυτά. Με τα Προβλήµατα 3, 4 
και 5 οι µαθητές της Α′ Λυκείου θα µπορούσαν να δραστηριοποιηθούν στο 
κεφάλαιο 3 της Γεωµετρίας, τόσο στην παράγραφο που αναφέρεται στην 
εφαπτοµένη του κύκλου, όσο και στην παράγραφο που αναφέρεται στους 
εφαπτόµενους κύκλους. Εδώ, οι µαθητές, εκτός από τα προβλήµατα που 
εµφανίζονται από τη στενή έννοια που διαπραγµατεύονται, θα αντιµετωπί-
σουν και αρκετά άλλα προβλήµατα, που θα τους δώσουν τη δυνατότητα, 
στην προσπάθειά τους για επίλυση, να ανακαλέσουν προηγούµενες γνώσεις 
τους. Επίσης, τα προβλήµατα 2 και 6, καθώς και οι επεκτάσεις αυτών, Προ-
βλήµατα 7, 8 και 9, θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν ως δραστηριότητες 
στη διδασκαλία της επαγωγής στη Β′ Λυκείου. Οι µαθητές µας περιµένουµε 
να κατανοήσουν ότι η µαθηµατική επαγωγή είναι ένα εργαλείο που βοηθάει 
στη λύση των προβληµάτων και δεν είναι ακόµη µια έννοια ή ακόµη µια 
µέθοδος  απόδειξης. Τέλος, αντίστοιχα προβλήµατα του χώρου, όπως αυτά 
που φαίνονται στα σχήµατα 6 και 7 θα µπορούσαν να δραστηριοποιήσουν, 
µε εξωσχολικές εργασίες, µαθητές που έχουν έντονο το ενδιαφέρον στο να 
χρησιµοποιούν τον Ηλεκτρονικό Υπολογιστή δηµιουργικά, για τη λύση α-
πλών ή σύνθετων προβληµάτων. 

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να δειχτεί ότι µέσα από κατάλλη-
λες δραστηριότητες µπορούµε να φτάσουµε σε υψηλά επίπεδα µαθηµατι-
κών. Μπορούµε να ξεκινήσουµε παίζοντας από τις µικρές ηλικίες και να 
συνεχίσουµε στις µεγάλες, διδάσκοντας ή µαθαίνοντας ευχάριστα τα Μα-
θηµατικά. Παράλληλα να θυµίσουµε την εξίσωση του Pell, η οποία θα µπο-
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ρούσε, ίσως, να αποτελέσει αντικείµενο για συνθετική εργασία των µαθη-
τών µας. 

 
2. Προβλήµατα και δραστηριότητες µέσα από το παιγνίδι. 

Νοµίσµατα σε τετράγωνο και ισοσκελές τρίγωνο. 

 
Σχήµα 1 

Η πρώτη προσέγγιση στο παραπάνω πρόβληµα ήταν να εξασφαλί-
σουµε ικανό αριθµό νοµισµάτων και να πειραµατιστούµε, να δούµε δηλαδή 
πως είναι δυνατόν να βάλουµε τα νοµίσµατα σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ή 
ένα τετράγωνο. Αντιληφθήκαµε αµέσως ότι δεν µπορούµε να βάλουµε τα 
νοµίσµατα σε οποιοδήποτε ισόπλευρο τρίγωνο ή τετράγωνο, αλλά µάλλον 
θα έπρεπε να βάλουµε το ισόπλευρο τρίγωνο ή το τετράγωνο σε κατάλληλο 
αριθµό νοµισµάτων, που θα ήταν κατάλληλα τοποθετηµένα ώστε να σχηµα-
τίζουν ισόπλευρο τρίγωνο ή τετράγωνο. Έτσι, έχουµε το παρακάτω πρό-
βληµα-παιγνίδι, στο οποίο καλούνται οι µικροί µαθητές, εργαζόµενοι και σε 
οµάδες, να δώσουν λύση. 

Πρόβληµα 2. Να τοποθετήσετε νοµίσµατα ίδιας αξίας, ώστε το ένα 
να ακουµπά στο άλλο και µε αυτό τον τρόπο να σχηµατίσετε ισόπλευρο 
τρίγωνο ή τετράγωνο. Καταγράψτε κάθε φορά τον αριθµό των νοµισµάτων 
που απαιτούνται.  

Οι µαθητές µπορούν να σχηµατίσουν ισόπλευρα τρίγωνα και τετρά-
γωνα, όπως στο Σχήµα 1. και µετρώντας τα νοµίσµατα µπορούν να κατα-
γράψουν τον αριθµό αυτών που χρειάζονται, δηλαδή 

Αρ.ν.τρ.: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, … 
Αρ.ν.τετρ.: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, … 
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Ήδη, έχουν δώσει και µια πρώτη λύση στο αρχικό πρόβληµα, βρήκαν δη-
λαδή οι µαθητές µας ότι µε 36 νοµίσµατα µπορούµε να σχηµατίσουµε και 
ισόπλευρο τρίγωνο και τετράγωνο ή ότι 36 νοµίσµατα χωρούν συγχρόνως 
σε ισόπλευρο τρίγωνο και σε τετράγωνο. 

Μεγαλύτεροι µαθητές, προχωρώντας από το συγκεκριµένο στο α-
φηρηµένο, µπορούν να αντικαταστήσουν πλέον τα νοµίσµατα µε σχήµατα 
(ίσους κύκλους) και να διατυπώσουν, αλλά και να λύσουν τα παρακάτω 
προβλήµατα: 

Εφαπτόµενοι κύκλοι τοποθετηµένοι σε ισοσκελές τρίγωνο και τετράγωνο 

  
Σχήµα 2 Σχήµα 3 

Πρόβληµα 3: Να σχεδιάσετε µε ένα λογισµικό δυναµικής Γεωµε-
τρίας (λ.δ.Γ.) (10,20)m∈ (αντίστοιχα (10,20)n∈ ) εφαπτόµενους ίσους µε-
ταξύ τους κύκλους, έτσι ώστε να σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο (αντί-
στοιχα τετράγωνο), παρόµοια µε τα Σχήµατα 2 και3. 

Πρόβλήµα 4: Να σχεδιάσετε το κυρτό περίβληµα του παραπάνω 
προβλήµατος. 

Πρόβληµα 5: Με ένα λ.δ.Γ. να γεµίσετε ένα τετράγωνο (αντίστοιχα 
τρίγωνο) µε (10,20)n∈  (αντίστοιχα (10,20)m∈ ), ίσους εφαπτόµενους κύ-
κλους. 

Οι µαθητές που επεξεργάζονται τα προβλήµατα 3, 4 και 5 µπορούν 
τώρα να διατυπώσουν και να λύσουν τα εξής προβλήµατα. 

Πρόβληµα 6: Ποιος είναι, γενικά, ο αριθµός των νοµισµάτων ίσης 
αξίας, που χωρά ακριβώς σε ισόπλευρο τρίγωνο, όταν στη βάση βάλουµε n 
νοµίσµατα (ή τετράγωνο, όταν στη βάση βάλουµε m νοµίσµατα); Πόσα νο-
µίσµατα χωρούν συγχρόνως σε ισόπλευρο τρίγωνο και τετράγωνο; 
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Πλέον οι µαθητές µας είναι έτοιµοι να δώσουν τους τύπους: 

Αρ.ν.τρ.: 
1

( 1) 2 1 ( 1)
2

n n n n+ − + + + = +⋯  

Αρ.ν.τετρ.: 2m m m⋅ =   

Φυσικά ο ίδιος αριθµός νοµισµάτων σηµαίνει: 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

1
( 1) 2 (2 1) 1 2(2 )

2
(2 1) 2(2 ) 1 2 1,

n n m n n m n m

n m ή κ λ

+ = ⇔ + = ⇔ + − =

⇔ + − = − =

 (1) 

όπου 2 1nκ = +  και 2mλ = . Μπορεί κάποιος να παρατηρήσει ότι η τελευ-
ταία της (1) έχει µια προφανή λύση το ζεύγος (1,0). Η λύση αυτή όµως οδη-
γεί στην ισότητα ( , ) (0,0)n m = , η οποία δεν µπορεί να θεωρηθεί λύση. Ε-
µπειρικά ο µαθητής µπορεί να βρει, επίσης, ότι και το ζεύγος (3,2) είναι λύ-
ση αυτής, δηλαδή ότι µε n=1 και m=1 µπορούµε να γεµίσουµε ένα ισό-
πλευρο τρίγωνο και ένα τετράγωνο (τετριµµένη λύση). Με τη βοήθειά µας ο 
µαθητής µπορεί να δει ότι η αναδροµική ακολουθία 

1 1( , ) (3 4 ,2 3 )
ν ν ν ν ν ν
κ λ κ λ κ λ

+ +
= + +  µε 0 0( , ) (1,0)κ λ = ,             (2) 

δίνει άπειρες λύσεις στην (1), αφού 
2 2 2 2

1 12 2 1.
ν ν ν ν
κ λ κ λ

+ +
− = = − =⋯                                  (3) 

Από τον τύπο (2) προκύπτει ότι µια άλλη λύση αυτής είναι η (17,12), οπότε 
µε n=8 και m=6 σχηµατίζουµε ισόπλευρο τρίγωνο και τετράγωνο αντίστοι-
χα, δηλαδή 36 νοµίσµατα χωρούν ακριβώς σε ισόπλευρο τρίγωνο και τε-
τράγωνο συγχρόνως, κ.ο.κ. Η τελευταία εξίσωση της (1) είναι γνωστή ως 
εξίσωση του Pell. 
 

3. Η Εξίσωση του Pell. 
Θεωρούµε το πολυώνυµο 

1 2 2 1 1
1 2 1( , ) n n n n n

n n n oP x y a x a x y a x y a x y a y− − −

− −
= + + + + +⋯          (4) 

µε 0 1 1, , , , ,n nn a a a a
−

∈… Z  και 2n ≥ . Αν \ {0}m∈Z , τότε µπορεί να αποδει-

χθεί ότι η εξίσωση ( , )P x y m=  έχει άπειρες λύσεις ή δεν έχει καµία στο σύ-
νολο των Z . Η ειδική περίπτωση της (4)  

2 2( , )P x y x y mδ= − = ,                                    (5) 
όπου 0 δ< ∈Z  και ο δ  δεν είναι τέλειο τετράγωνο, είναι γνωστή ως εξί-
σωση του Pell. Ακόµη πιο απλή µορφή αυτής αποτελεί η επόµενη 

2 2 1x yδ− = .                                            (6) 
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Ίσως εδώ θα πρέπει να αναφέρουµε πως οι γνωρίζοντες λένε ότι η εξίσωση 
αυτή αποδίδεται στον Pell από λάθος του Euler. Οι ίδιοι αποδίδουν την εξί-
σωση στον Fermat και ότι µε τη λύση της ασχολήθηκαν οι Ινδοί Βραχµα-
γκούπτα (7ος αι. µ.Χ.) και Μπασκάρα ΙΙ (12ος αι. µ.Χ.) [6]. 
Η διοφαντική εξίσωση (6) εκτός της προφανούς λύσης 0 0( , )x y  (στην περί-

πτωση όπου έχουµε 2δ =  µια προφανής λύση είναι (3,2)) έχει άπειρες θε-
τικές ακέραιες λύσεις. Πράγµατι, αν 0 0( , )x y  είναι µια τέτοια, τότε  

2 2
0 0 1.x yδ− =  

Αλλά τότε ισχύει και η επόµενη σχέση 

0 0 0 0( )( ) 1.x y x yδ δ+ − =  

Επιπλέον έχουµε ότι ισχύει: 

0 0 0 0( ) ( ) 1 ( )( ).n n
n n n nx y x y x y x yδ δ δ δ+ − = = + −  

Έτσι κάθε ζεύγος ( , )n nx y  µε 

0 0 0 0

0 0 0 0

1
[( ) ( ) ]

2
1

[( ) ( ) ]
2

n n
n

n n
n

x x y x y

y x y x y

δ δ

δ δ
δ

= + + −

= + − −

,                     (7) 

είναι λύση της (6). Η µικρότερη θετική λύση αυτής λέγεται «πρωτεύουσα 
λύση».  

Στον Πίνακα 1 αναγράφονται ορισµένες πρωτεύουσες λύσεις της (6)
για διάφορες τιµές του δ , όπου κάποιος µπορεί να παρατηρήσει ότι ορι-
σµένες δεν είναι καθόλου προφανείς, όπως συµβαίνει στην περίπτωση π.χ. 
όπου 13δ =  ή 19δ = . 

Πρωτεύουσες λύσεις της (6)για διάφορες τιµές του δ . 

δ x0 y0 δ x0 y0 

2 3 2 11 10 3 
3 2 1 12 7 2 
5 9 4 13 649 180 
7 8 3 17 33 8 
8 3 1 19 170 39 

Πίνακας 1. 

Με την εύρεση του αλγόριθµου, που βρίσκει µια πρωτεύουσα λύση της δι-
οφαντικής εξίσωσης (6), ασχολήθηκαν πολλοί και µεγάλοι µαθηµατικοί, 
µεταξύ των οποίων και οι Lagrange και Euler [3].  



 8 

Στην µορφή (6) και στη λύση αυτής ανάγονται και άλλες, γενικότε-
ρες µορφές αυτής, όπως 

2 2

2 2

2 2 2

1

, \ {0,1}

1, , \{0,1}.

x y

x y k k

ax by ab k k

δ

δ

− = −

− = ∈

− = ≠ ∈

Z

Z

                           (8) 

Όµως τις µορφές αυτές δε θα τις συζητήσουµε. Κάποιος µπορεί να βρει υ-
λικό γι’ αυτές σε πολλά βιβλία της θεωρίας αριθµών, π.χ. [3], [5]. 

 
4. Επεκτάσεις ή προεκτάσεις. 
Στα Προβλήµατα 2, 3, 4, 5 και 6 µπορούµε να αντικαταστήσουµε το 

ισόπλευρο τρίγωνο ή το τετράγωνο µε κανονικό εξάγωνο ή οχτάγωνο (Σχή-
µα 4 και Σχήµα 5). Οι µαθητές µας τώρα µπορούν να δώσουν, ίσως λίγο πιο 
δύσκολα, λύσεις στα αντίστοιχα προβλήµατα. Για παράδειγµα, για τον υπο-
λογισµό των νοµισµάτων που χωρούν σε κανονικό εξάγωνο θα µπορούσαν 
να καταλήξουν στον παρακάτω τύπο: 
Αρ.ν.εξ.= 22[ ( 1) (2 2)] (2 1) 3 3 1k k k k k k+ + + + − + − = = − +⋯ ⋯ . 
Επίσης, για τον υπολογισµό των νοµισµάτων σε οχτάγωνο, τούτη τη φορά 
όµως όχι σε κανονικό, θα µπορούσαν να καταλήξουν στο εξής: 
Αρ.ν.οχτ.= 22[ ( 1) (2 1)] ( 2)(2 1) 5 6 2k k k k k k k+ + + + − + − − = = − +⋯ ⋯ . 
Μπορούν να καταλήξουν σε εξισώσεις του Pell, διατυπώνοντας και λύνο-
ντας προβλήµατα, όπως τα επόµενα: 

Νοµίσµατα σε εξάγωνο και οχτάγωνο 

  
Σχήµα 4 Σχήµα 5 

Πρόβληµα 7. Ποιος είναι ο αριθµός των νοµισµάτων που χωράει 
ταυτόχρονα σε τετράγωνο και κανονικό εξάγωνο; 
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Οι µαθητές µας τώρα θα καταλήξουν, όπως και προηγούµενα, σε ε-
ξίσωση παρόµοιας µορφής, δηλαδή 

2 2 2 2 2 23 3 1 12 12 4 4 3 1k k m k k m x y− + = ⇔ − + = ⇔ ⇔ − =⋯ , 
όπου 2x m=  και 2 1y k= − . Εφαρµόζοντας τη θεωρία της προηγούµενης 
παραγράφου, θα βρουν ότι, εκτός της προφανούς λύσης του ενός νοµίσµα-
τος, ο επόµενος αριθµός νοµισµάτων που χωράει ακριβώς σε τετράγωνο και 
κανονικό εξάγωνο είναι ο 169, δηµιουργώντας γεµάτο τετράγωνο µε 13 νο-
µίσµατα στη βάση του και γεµάτο κανονικό εξάγωνο µε 8 νοµίσµατα σε 
κάθε πλευρά του.  

Πρόβληµα 8. Ποιος είναι ο αριθµός των νοµισµάτων που χωράει 
ταυτόχρονα σε ισόπλευρο τρίγωνο και κανονικό εξάγωνο; 

Με ανάλογα σκεπτικά καταλήγουµε στη λύση της επόµενης εξίσω-
σης 

2 2

2 2 2

1
( 1) 3 3 1 ( 1) 6 6 2

2
4 ( 1) 24 24 8 6 3

n n k k n n k k

n n k k x y

+ = − + ⇔ + = − + ⇔

+ = − + ⇔ ⇔ − =⋯

,            (9) 

όπου 2 1x n= +  και 2 1y k= − . 
Πρόβληµα 9. Ποιος είναι ο αριθµός των νοµισµάτων που χωράει 

ταυτόχρονα σε τετράγωνο και οχτάγωνο; 
Οµοίως καταλήγουµε στη επόµενη εξίσωση 

2 2 2 2 2 25 6 2 5 25 30 10 5 1m k k m k k x m= − + ⇔ = − + ⇔ ⇔ − = −⋯ ,  (10) 
όπου 5 3x k= − .  

Οι εξισώσεις (9) και (10) είναι παρόµοιες µε τη δεύτερη και πρώτη 
αντίστοιχα της (8). Με τη θεωρία που αναπτύχθηκε περιληπτικά στην τρίτη 
παράγραφο δεν µπορούν να λυθούν. Όµως, χρησιµοποιώντας το «ταπεινό» 
Excel µπορεί κάποιος να βρει λύσεις. Έτσι, θα βρούµε ότι, όταν λύνουµε το 
Πρόβληµα 8, µια λύση της (9) είναι το ζεύγος (27,11), δηλαδή µπορούµε να 
τοποθετήσουµε 91 νοµίσµατα σε ισόπλευρο τρίγωνο (13 στη βάση του) και 
σε κανονικό εξάγωνο (6 σε κάθε πλευρά του). Ενώ για το Πρόβληµα 9 η 
«πρωτεύουσα λύση» της (10) είναι το ζεύγους (2,1) που οδηγεί στην προ-
φανή λύση του ενός νοµίσµατος. Η επόµενη λύση αυτής (38,17) δεν αποτε-
λεί και λύση του προβλήµατός µας, αφού το 5 δε διαιρεί το 41. Όµως η λύ-
ση (682,305) µας λέει ότι 93025 νοµίσµατα της ίδιας αξίας µπορούν να γε-
µίσουν συγχρόνως τετράγωνο και οχτάγωνο, βάζοντας 305 και 137 αντί-
στοιχα σε κάθε πλευρά τους. 

Τέλος, ορισµένα από τα προβλήµατα που αναφέρθηκαν προηγουµέ-
νως µπορούν να διατυπωθούν και για τις τρεις διαστάσεις, π.χ. πόσες µπά-
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λες µπιλιάρδου µπορούν να τοποθετηθούν σε έναν κύβο (Σχήµα 7), ένα κα-
νονικό τετράεδρο (Σχήµα 6), µια κανονική τετραγωνική πυραµίδα , κλπ. 

Μπάλες σε κανονικό τετράεδρο και κύβο. 

  
Σχήµα 6 Σχήµα 7 

 
5. Επίλογος. 
Στην παρούσα εργασία έγινε µια προσπάθεια να δειχθεί ότι τα Μα-

θηµατικά µαθαίνονται και µε το παιγνίδι. Θαυµάσιες ιδέες θα µπορούσε 
κάποιος να αντλήσει από το [7]. Επίσης, να θυµίσει ότι οι δηµιουργικές ερ-
γασίες των µαθητών, υποχρεωτικές για την Α′ και Β′ Λυκείου και προαιρε-
τικές για τη Γ′ (Άρθρο 8, παράγραφος 2 του Π∆ 60/2006), όχι µόνο δεν πρέ-
πει να µένουν στο περιθώριο, αλλά µπορούν και πρέπει να έρθουν στο προ-
σκήνιο. Ακόµη, να δειχθεί ότι η σύγχρονη τεχνολογία µπορεί να χρησιµο-
ποιηθεί για να λύσει µαθηµατικά προβλήµατα, αλλά και ότι η µαθηµατική 
σκέψη απαιτείται για την επίλυση προβληµάτων αυτής. Τέλος, ήταν µια 
προσπάθεια να προβάλει την Θεωρία Αριθµών, µια επιστήµη θεµελιωµένη 
από τους Έλληνες, µέσα από την εξίσωση του Pell και να δώσει ένα µικρό 
δείγµα των προβληµάτων που λύνει αυτή η εξίσωση. 

Φυσικά, η εργασία αυτή δεν έχει δοκιµαστεί στην πράξη. Είναι ένα 
θέµα που θα µπορούσε να εξελιχθεί σε σενάριο διδασκαλίας και θα µπο-
ρούσε να εφαρµοστεί. Ήδη εργαζόµαστε στην κατεύθυνση αυτή, ελπίζοντας 
ότι σύντοµα θα µπορέσουµε να πειραµατιστούµε στην τάξη.   
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