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Περίληψη 
Μία από τις πλέον καινοτόµες πρακτικές που εισήχθη τα τελευταία 

χρόνια στην εκπαίδευση είναι το project. Η διαδικασία αυτή προσφέρει έ-
ναν ελκυστικό τρόπο ενεργητικής  µάθησης και ερευνητικής διδασκαλίας. 
Η Γεωµετρία και γενικότερα τα Μαθηµατικά είναι ένας ιδιαίτερα ελκυστι-
κός κλάδος, όπου θα µπορούσαν µαθητές και καθηγητές να δηµιουργήσουν. 
Στο παρόν άρθρο γίνεται µια προσπάθεια να παρουσιαστεί ως εργαλείο για 
τη δηµιουργία projects ένας «ξεχασµένος», από τα σχολικά µαθηµατικά, 
κλάδος αυτής, όσο πιο απλά και κατανοητά γίνεται και να αναδειχθεί η 
κλασσική γεωµετρική σκέψη. 

Abstract 
“Project” has been one of the most innovative fieldwork witch has 

been introduced lately in Education. Τhis approach offers an appealing way 
of active learning and an inquiring teaching process. Geometry, and 
Mathematics in general, has been a particularly attractive principle in which 
both teachers and students could be quite creative. In the present work an 
effort is taking place to present an almost forgotten branch of Geometry as a 
dynamic tool for working on “project” in a simple and understandable way 
giving prominence to classical geometry thinking. 

 
1. Εισαγωγή. Η µεταφορά αντικειµένων του χώρου των τριών δια-

στάσεων στο επίπεδο έχει τις ρίζες της στην προϊστορική εποχή. Πλήθος 
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εικόνων, που ζωγραφίστηκαν από τον προϊστορικό άνθρωπο στα τοιχώµατα 
σπηλαίων έχουν βρεθεί και δεν είναι διόλου απίθανο η ιδέα αυτή, δηλαδή η 
µεταφορά αντικειµένων του χώρου των τριών διαστάσεων σε εκείνο των 
δύο, να προήλθε από τη σκιά, που αρχικά δηµιουργούσαν τα αντικείµενα 
αποκόπτοντας τις ακτίνες του ήλιου και αργότερα της φωτιάς (καινούργια 
πηγή φωτός). Η µεταφορά αυτή, πρωτόγονη στην αρχή, εξελίχθηκε µε την 
πάροδο των χρόνων σε τέχνη (Ζωγραφική) και επιστήµη (Αρχιτεκτονική). 
Το Γεωµετρικό κοµµάτι της επιστήµης χωρίστηκε σε δύο κλάδους, την 
Προβολική Γεωµετρία και την Προοπτική, που ουσιαστικά είναι οι δύο ό-
ψεις του ίδιου νοµίσµατος. Ο ρόλος δε που έπαιξαν αυτές στον πολιτισµό 
µας και την εξέλιξή του ήταν σηµαντικός [1 και 2].  

Βασικό εργαλείο στην ιστορική τους διαδροµή υπήρξε η Γεωµετρία, 
επιστήµη που καλλιεργήθηκε έντονα στην Αρχαία Ελλάδα και έδωσε έναν 
µεγάλο αριθµό θεωρηµάτων, που χρησιµοποιήθηκαν, στη συνέχεια, στην 
Προβολική Γεωµετρία και την Προοπτική. Θα πρέπει εδώ να αναφέρουµε 
τον Απολλώνιο µε τα περίφηµα κωνικά του [3], τον Μενέλαο µε το κατα-
πληκτικό οµώνυµο θεώρηµά του, αλλά και τον Πάππο που ασχολήθηκε, 
τόσο µε τις κωνικές, όσο και µε συντρέχουσες ευθείες και συνευθειακά ση-
µεία. Οι αρχαίοι Έλληνες ασχολήθηκαν ελάχιστα µε την Προβολική Γεωµε-
τρία και την Προοπτική, όπως πχ. ο Ευκλείδης στα «Οπτικά» του. Με αυτές 
ασχολήθηκαν, περί τον 16ο και 17ο µ.Χ. αιώνα, κυρίως οι Ευρωπαίοι, όπως 
οι Gigard Desargues, Leonardo Da Vinci, Giacomo Barozzi da Vingola, ο 
µαθηµατικός Egnazio Danti και ένα µεγάλο πλήθος άλλων καλλιτεχνών και 
αρχιτεκτόνων [4]. Η «Σκιαγραφία» ή η «Γεωµετρία της Σκιάς» κατ′ άλλους 
είναι η ίδια η Προβολική Γεωµετρία και κατ′ άλλους είναι µέρος αυτής και 
εκφράζει εκείνο το κοµµάτι της Προβολικής Γεωµετρίας, όπου το αντικεί-
µενο βρίσκεται µεταξύ της φωτεινής πηγής και του επιπέδου προβολής. Ε-
µείς εδώ δεν θα προσπαθήσουµε να λύσουµε τη διαφωνία αυτή των ειδικών, 
αλλά θα ασχοληθούµε µε ερωτήµατα διαγραφόµενων σκιών από τα πλέον 
στοιχειώδη σχήµατα της γεωµετρίας, δίνοντας απαντήσεις µε τη χρήση της 
στοιχειώδους Γεωµετρίας, που διδάσκεται ή θα µπορούσε να διδάσκεται 
στο Λύκειο. Ειδικότερα, στην παρούσα εργασία µας θα βρούµε χαρακτηρι-
στικά σηµεία και χαρακτηριστικές ευθείες των σκιών, που σχηµατίζουν σε 
ένα επίπεδο στοιχειώδη γεωµετρικά σχήµατα, όταν φωτίζονται από µια φω-
τεινή πηγή, µε εργαλείο τη στοιχειώδη Ευκλείδεια Γεωµετρία.  

Το άρθρο είναι διαρθρωµένο ως εξής: Εκτός από την εισαγωγή, στη 
δεύτερη παράγραφο παρουσιάζονται αναγκαίοι ορισµοί και θεωρήµατα για 
τη συνέχεια του άρθρου µας, καθώς και ορίζεται το πρόβληµα και στην τρί-
τη παράγραφο δίνεται η λύση του προβλήµατος.  
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2. Ορισµοί και προαπαιτούµενα. Αρχίζοντας, θα πρέπει να αναφέ-
ρουµε ορισµένες κοινές παραδοχές, ώστε να µην υπάρχουν παρανοήσεις. 
Έτσι: 

1. Η φωτεινή πηγή (φ.π.) θα είναι, για µας, ένα σηµείο και ως εκ τού-
του δεν θα εµφανίζεται παρασκιά. 

2. Η φ.π. είναι δυνατόν να βρίσκεται κάπου στο χώρο και ως εκ τούτου 
οι φωτεινές ακτίνες (φ.α.) θα είναι δέσµη ευθειών, που θα διέρχεται 
από σταθερό σηµείο του χώρου. 

3. Η φ.π. είναι δυνατόν να βρίσκεται στο άπειρο και ως εκ τούτου οι 
φ.α. θα είναι δέσµη παράλληλων ευθειών. 

4. Τα αντικείµενα που θα µελετήσουµε είναι το σηµείο, η ευθεία και 
µαζί της το ευθύγραµµο τµήµα και ο κύκλος. 

5. Τα αντικείµενα βρίσκονται µεταξύ της φ.π. και του επιπέδου προ-
βολής. 
Μετά από τις παραπάνω παραδοχές είµαστε σε θέση να δώσουµε 

τον πρώτο µας ορισµό. 
Ορισµός 2.1. Το σηµείο τοµής της ευθείας που ορίζει η φ.π. Φ και 

τυχαίο σηµείο Μ µε το επίπεδο προβολής (p), ονοµάζεται σκιά του σηµείου 
Α στο επίπεδο (p), ενώ η τοµή του επιπέδου που ορίζει η φ.π. Φ και µια ευ-
θεία (ε) µε το επίπεδο προβολής (p) ονοµάζεται σκιά της ευθείας (ε) στο 
επίπεδο (p). 

Ως άµεση συνέπεια του παραπάνω ορισµού προκύπτει το επόµενο 
Θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.1. i) Η σκιά ενός σηµείου είναι σηµείο, ii) η σκιά µιας 
ευθείας είναι επίσης ευθεία και iii) η σκιά ενός ευθυγράµµου τµήµατος θα 
είναι επίσης ευθύγραµµο τµήµα, που τα άκρα του θα καθορίζονται από τις 
σκιές των άκρων του αρχικού ευθύγραµµου τµήµατος, εκτός από την περί-
πτωση όπου το τµήµα είναι κάθετο στο επίπεδο (p) και η φωτεινή πηγή βρί-
σκεται στην ευθεία που ορίζει αυτό. Επιπλέον, όταν η φ.π. Φ βρίσκεται σε 
µια µεσοκάθετη ευθεία (ε) του τµήµατος ΑΒ τότε iv) η (ε) γίνεται διχοτό-
µος για το τρίγωνο που σχηµατίζει η φ.π. Φ µε τη σκιά του τµήµατος Α′Β′, 
εκτός και αν το τµήµα ΑΒ είναι παράλληλο στο επίπεδο προβολής (p) οπό-
τε, εκτός από διχοτόµος, συνεχίζει να είναι και µεσοκάθετη. v) Όταν η φ.π. 
βρίσκεται στο άπειρο, τότε η σκιά παράλληλων τµηµάτων είναι παράλληλα 
τµήµατα.vi) Όταν η φ.π. βρίσκεται στο άπειρο, τότε η σκιά του µέσου ενός 
τµήµατος είναι το µέσο της σκιάς αυτού. 

Θεώρηµα 2.2. Η σκιά κυκλικού δίσκου (c) σε ένα επίπεδο προβο-
λής (p), όταν αυτός φωτίζεται από φ.π. Φ, που βρίσκεται στην κάθετη στο 
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επίπεδό του, στο κέντρο του, είναι µια έλλειψη (Σχήµα 1), ή ο κλάδος µια 
υπερβολής (Σχήµα 3), ή µια παραβολή (Σχήµα 4), ή ένας κύκλος. 

  

Σχήµα 1 Σχήµα 2 

  

Σχήµα 3 Σχήµα 4 
Απόδειξη. Οι φ.α. που διέρχονται από τη φ.π. Φ και τον κύκλο δη-

µιουργούν έναν κώνο, του οποίου η τοµή µε το επίπεδο προβολής (p) είναι 
προφανώς µια έλλειψη, ή ένας κλάδος µια υπερβολής, ή µια παραβολή, ή 
ένας κύκλος. Για την απόδειξη, κάποιος µπορεί να ανατρέξει στο [7]. Αν, 
επιπλέον, θεωρήσουµε ότι η γωνία της κορυφής του κώνου είναι φ, ενώ  η 
γωνία που σχηµατίζει ο κατακόρυφος άξονας του κύκλου µε το επίπεδο 
προβολής είναι θ, τότε η σκιά είναι i) έλλειψη (Σχήµα 1), όταν φ>θ2 , ii) 
παραβολή (Σχήµα 4), αν φθ =2 και iii) υπερβολή (Σχήµα 3), όταν φθ <2 . 
Επειδή το επίπεδο προβολής δεν διέρχεται από το σηµείο Φ, δεν µπορεί να 
είναι τεµνόµενες ευθείες ή σηµείο.  

Θεώρηµα 2.3. Η σκιά κυκλικού δίσκου (c) σε ένα επίπεδο προβο-
λής (p), όταν αυτός φωτίζεται από φ.π. Φ που βρίσκεται στο άπειρο και οι 
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φ.α. είναι κάθετες στο επίπεδό του, είναι µια έλλειψη (Σχήµα 2) ή ένας κύ-
κλος. 

Απόδειξη. Οι φ.α. σχηµατίζουν έναν ατέρµονα κύλινδρο. Η τοµή 
του κυλίνδρου από ένα επίπεδο είναι µια έλλειψη, εκτός της περίπτωσης 
που το επίπεδο προβολής είναι παράλληλο προς το επίπεδο του κύκλου. Η 
απόδειξη είναι όµοια µε την απόδειξη το προηγούµενου θεωρήµατος στο 
[7]. Η µόνη διαφορά, που τώρα υπάρχει, είναι ότι οι εφαπτόµενες σφαίρες 
στο επίπεδο προβολής στο εσωτερικό του κυλίνδρου είναι ίσες (Σχήµα 2). 

Παρατήρηση 2.1. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το αντίστροφο των δυο 
προηγούµενων Θεωρηµάτων. Μια σχετική συζήτηση έχει ανοίξει στο forum 
των Μαθηµατικών, Κωνικά: 

 http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=95&t=36460 . 
Κυρίως Πρόβληµα. Στις κωνικές τοµές των Θεωρηµάτων 2.2 και 

2.3, να προσδιοριστούν τα χαρακτηριστικά σηµεία (κέντρο, εστίες) και οι χα-
ρακτηριστικές ευθείες (άξονες, εφαπτόµενες, διευθετούσες) αυτών, µε στοι-
χειώδη Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

Ουσιαστικά, δηλαδή, ζητάµε να προσδιοριστούν γεωµετρικά τα α-
νωτέρω χαρακτηριστικά, αφού οι κωνικές τοµές υπάρχουν απλά ως ένα πε-
ρίγραµµα. Για τον κύκλο, το κέντρο του και οι εφαπτόµενές του προσδιορί-
ζονται στο σχολικό βιβλίο [8] Για τις υπόλοιπες, όµως, περιπτώσεις θα α-
ναφερθούµε στην επόµενη παράγραφο. Εδώ θα δώσουµε µερικά θεωρήµατα 
και κάποιες παρατηρήσεις, που θα είναι χρήσιµα γι′ αυτό. 

Οι κωνικές τοµές, εκτός από τον ορισµό τους ως τοµή κώνου και ε-
πιπέδου, ορίζονται ισοδύναµα από τους επόµενους ορισµούς.  

Ορισµός 2.1. Ο Γεωµετρικός τόπος των σηµείων  
1. που απέχουν εξ ίσου από µια ευθεία (δ) και ένα σηµείο E εκτός αυ-

τής ονοµάζεται Παραβολή. 
2. που το άθροισµα των αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία Ε και Ε′ 

είναι σταθερό ονοµάζεται Έλλειψη. 
3. που η διαφορά από δύο σταθερά σηµεία Ε και Ε′ είναι σταθερή ο-

νοµάζεται Υπερβολή. 
Ορισµός 2.2. Θεωρούµε µια σταθερή ευθεία (δ) και ένα σταθερό 

σηµείο Ε και έστω d(M,δ) η απόσταση τυχόντος σηµείου Μ από την ευθεία 
(δ) και ΜΕ η απόσταση του ίδιου σηµείου από το Ε. Έστω ακόµη 

δ)d(M,
=ε

ΜΕ     ο λόγος των αποστάσεων αυτών. Τότε: 

1. Αν ε = 1, ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ ονοµάζεται Παραβο-
λή. 

2. Αν ε < 1, ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ ονοµάζεται Έλλειψη 
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3. Αν ε > 1, ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ ονοµάζεται Υπερβολή.  
Για την ισοδυναµία των δύο ορισµών αλλά και την ισοδυναµία τους 

µε εκείνον της τοµής επιπέδου και κώνου, µπορεί κάποιος να δει στο [6].  
Με τον δεύτερο ορισµό βασικό ρόλο παίζει ο Απολλώνιος κύκλος και θα 
τον περιγράψουµε στη συνέχεια. Θεωρούµε την ευθεία (δ) και το σηµείο 
της Σ (Σχήµα 6). Έστω επίσης το σηµείο Ε, ένα σταθερό σηµείο εκτός της 
(δ) και ο Απολλώνιος κύκλος (Κ, ΚH), των Ε και Σ µε λόγο ε . Η κάθετη 
ευθεία, στην ευθεία (δ) στο σηµείο Σ, τέµνει τον Απολλώνιο κύκλο στα Μ 
και Μ′. Τα σηµεία αυτά (εφόσον υπάρχουν) είναι σηµεία της κωνικής µας. 
Καθώς το Σ διαγράφει την ευθεία (δ), τα Μ και Μ′ σχηµατίζουν την κωνι-

κή. Στο σχήµα, η κωνική είναι µια έλλειψη, όπου ο λόγος ε είναι 1
10

7
<=ε . 

  

Σχήµα 5 Σχήµα 6 
Παρατήρηση 2.2. Ο λόγος ε του Ορισµού 2.2. ονοµάζεται εκκε-

ντρότητα της κωνικής και αποδεικνύεται ότι είναι 
α

γ
=ε , όπου γ είναι η 

απόσταση της εστίας από το κέντρο της κωνικής και α το µήκος του µεγά-
λου ηµιάξονα. 

Για να δηµιουργήσουµε µια κωνική τοµή µε «γεωµετρικά εργαλεί-
α», ουσιαστικά να βρούµε µε έναν γεωµετρικό τρόπο τα σηµεία της, µε τον 
Ορισµό 2.1, αναλυτικά µελετάται στο [9 και 10]. Ωστόσο, για την πληρότη-
τα του κειµένου θα αναφερθούµε κι εδώ περιληπτικά. Θεωρούµε δυο ση-
µεία Ε και Ε′ τα οποία ονοµάζονται εστίες της κωνικής και την Ε′Ε εστιακή 
απόσταση αυτής. Το µέσον Ο του Ε′Ε είναι το κέντρο της και η ευθεία Ε′Ε 
είναι ο οριζόντιος άξονας, ενώ η κάθετη στο µέσον Ο του Ε′Ε είναι ο κατα-
κόρυφος άξονας. Για να βρούµε ένα σηµείο Μ της έλλειψης, παίρνουµε ένα 
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τυχαίο σηµείο Ν στον κύκλο (Ε′, 2·a ) και έστω Μ το σηµείο τοµής της Ε′Ν 
και της µεσοκάθετης στο τµήµα ΝΕ. Προφανώς, το Μ είναι σηµείο του γ. 
τ., αφού ΜΕ′ + ΜΕ = ΜΕ′ + ΜΝ = 2·a. Αποδεικνύεται [9] ότι το Μ είναι το 
µοναδικό σηµείο της έλλειψης που ανήκει στη µεσοκάθετη ΕΝ, δηλαδή, η 
µεσοκάθετη στο Ε′Ν είναι η εφαπτόµενη στην έλλειψη (Σχήµα 5). Οµοίως, 
για να βρούµε ένα σηµείο Μ της υπερβολής [9], παίρνουµε ένα σηµείο Ν 
στον κύκλο (Ε′, 2·a ), όπου 'a2 ΕΕ<⋅  και έστω Μ το σηµείο τοµής της Ε′Ν 
και της µεσοκάθετης στο τµήµα ΝΕ. Προφανώς, το Μ είναι σηµείο του τό-
που, αφού ME′ − ME = ME′ − MN = 2·a. Επίσης, η µεσοκάθετη ΕΝ είναι 
εφαπτόµενη στην υπερβολή. Ειδικά για την παραβολή, το Ε λέγεται εστία 
αυτής, η ΕΕ′ είναι ο οριζόντιος άξονας και η µεσοκάθετη του ΕΕ′ στο Ο, ο 
κατακόρυφος, ενώ η κάθετη στον οριζόντιο άξονα στο Ε′ ονοµάζεται διευ-
θετούσα. Το Ο είναι η κορυφή της παραβολής. Για να σχεδιάσουµε ένα ση-
µείο Μ της παραβολής, θεωρούµε ένα σηµείο Ν επί της διευθετούσης (δ). 
Στη συνέχεια, φέρουµε κάθετη σ′ αυτή στο σηµείο Ν και έστω Μ η τοµή 
της καθέτου αυτής µε τη µεσοκάθετη στο τµήµα ΝΕ. Προφανώς, το Μ είναι 
σηµείο του γ.τ., αφού ΜΝ = ΜΑ και το µέσον Κ του τµήµατος ΝΕ βρίσκε-
ται στον κατακόρυφο άξονα. Αποδεικνύεται [9] ότι  η µεσοκάθετη ΕΝ είναι 
εφαπτόµενη στην παραβολή. Τα επόµενα δύο Θεωρήµατα είναι χρήσιµα για 
την επίλυση του βασικού µας προβλήµατος.  

Θεώρηµα 2.4. Σε µια κωνική τοµή τα µέσα των χορδών βρίσκονται 
σε ευθεία, η οποία 

1. διέρχεται από το κέντρο της κωνικής, όταν αυτή είναι έλλειψη ή υ-
περβολή και 

2. είναι παράλληλη προς τον οριζόντιο άξονα, όταν αυτή είναι παρα-
βολή. 
Απόδειξη. Έστω η έλλειψη c µε εστίες τα Ε και Ε′ και διευθετούσα 

τη δ και Γ∆ µια χορδή της µε σταθερή διεύθυνση (Σχήµα 7). Έστω επίσης Σ 
το σηµείο τοµής της κάθετης από την εστία Ε της έλλειψης στη Γ∆ µε την 
διευθετούσα της (δ). Τώρα, από τις απλές γεωµετρικές σχέσεις που υπάρ-
χουν στο τρίγωνο ∆ΕΓ του σχήµατος 7, καθώς και από το 2ο Θεώρηµα των 
διαµέσων θα έχουµε: 

)2()(

)())((

)()(2

2222

2222

222222222

ΜΛ⋅⋅Γ∆⋅⋅=ΓΛ+ΜΓ+ΜΛ⋅Γ∆⋅⋅

=ΓΛ+ΜΛ+∆Μ⋅Γ∆⋅⋅=ΓΛ+∆ΛΓΛ−∆Λ⋅

=ΓΛ−∆Λ⋅⋅=ΓΘ−∆Η=ΕΓ−Ε∆=ΜΒ⋅∆Γ⋅

ΜΓ=∆Μ

ωηµεωηµε

ωηµεωηµε

ωηµεε

 

Αφού η διεύθυνση διατηρείται σταθερή, σταθερή θα είναι και η γω-
νία ω, οπότε, από τα δυο ακραία µέλη των παραπάνω ισοτήτων, προκύπτει 
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ότι ο λόγος ωηµε=
ΜΛ

ΜΒ 22
⋅ διατηρείται σταθερός και εποµένως το Μ βρί-

σκεται στην τρίτη ευθεία της δέσµης µε κέντρο το Σ, που διέρχεται από το 
κέντρο Ο της έλλειψης, επειδή µια χορδή παράλληλη προς τη Γ∆ θα διέρχε-
ται από το κέντρο της. Τα παραπάνω ισχύουν και για την υπερβολή και την 
παραβολή, µε µικρές διαφοροποιήσεις στο σχήµα και στο ότι αυτή διέρχε-
ται από το κέντρο στην υπερβολή και είναι παράλληλη στον οριζόντιο άξο-
να στην παραβολή. Η απόδειξη αφήνεται για τον αναγνώστη. 

  
Σχήµα 7 Σχήµα 8 

Παρατήρηση 2.3. Ειδικά για την έλλειψη, i) µπορούµε να ισχυρι-
στούµε ότι τα µέσα παράλληλων χορδών ανήκουν σε ευθεία, συνδυάζοντας 
το Θεώρηµα 2.3 και από το Θεώρηµα 2.1. τα v) και vi), αφού είναι γνωστό 
ότι, στον κύκλο, τα µέσα παράλληλων χορδών ανήκουν σε ευθεία και ii) 
στο [11] υπάρχει η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4 µε Αναλυτική Γεωµετρία. 

Θεώρηµα 2.5. Έστω (ζ′) και (ζ) οι εφαπτόµενες στην υπερβολή C 
(αντίστοιχα για την έλλειψη), στις κορυφές Α′ και Α αντιστοίχως και (ε) η 
εφαπτοµένη της υπερβολής σ′ ένα σηµείο της Μ. Αν η (ε) τέµνει τις (ζ′) και 
(ζ) στα σηµεία Γ και ∆ , τότε ο κύκλος µε διάµετρο το Γ∆ διέρχεται από τις 
εστίες της έλλειψης (Σχήµα 8). 

Απόδειξη. Έστω, στο Σχήµα 8, ο κύκλος (Ε,ΕΒ) και το τυχαίο του 
σηµείο Σ. Έστω ΜΚ η µεσοκάθετη στην Ε′Σ, που τέµνει την ΕΣ στο Μ και 
τον κατακόρυφο άξονα στο Κ. Το σηµείο Μ είναι σηµείο της υπερβολής και 
η ΜΚ εφαπτοµένη αυτής. Επιπλέον, η ΜΚ θα διχοτοµεί τη γωνία Ε′ΜΣ  και 
θα διέρχεται από το µέσον Γ του τόξου Ε′Σ του κύκλου (Κ, ΚΕ′). Η ΕΓ θα 
είναι, επίσης, διχοτόµος της γωνίας ΒΕΣ και εποµένως µεσοκάθετη της ΒΣ. 
Προφανώς, το Γ είναι το περίκεντρο του τριγώνου Ε′ΒΣ, εποµένως θα βρί-
σκεται στην κάθετη στο Α′ ή αλλιώς στην εφαπτοµένη της υπερβολής στο 
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άκρο της µιας κορυφής. Από τη συµµετρία του σχήµατος, το ∆ επίσης ανή-
κει στον ίδιο κύκλο. Αντίστοιχο θεώρηµα για την έλλειψη µαζί µε την από-
δειξη υπάρχει στο [10]. 

3. Η λύση στο κυρίως πρόβληµα. Για να δώσουµε απάντηση στο 
κυρίως πρόβληµα, θεωρούµε τις τρεις περιπτώσεις που αναφέρθηκαν στην 
προηγούµενη παράγραφο. 

i) Η έλλειψη: Έστω το περίγραµµα της έλλειψης c1.  
Θεωρούµε δύο ζεύγη (α,α′) και (β,β′) παράλληλων χορδών αυτής, 

διαφορετικών διευθύνσεων. Από το Θεώρηµα 2.4, προσδιορίζουµε το κέ-
ντρο της, ως το σηµείο τοµής Ο των ευθειών που ορίζουν τα µέσα των πα-
ράλληλων ζευγών. Η παράλληλη (ε), από το σηµείο τοµής Σ, της ευθείας 
των µέσω ενός ζεύγους µε το περίγραµµα c1 της έλλειψης, προς τις ευθείες 
αυτές, είναι εφαπτοµένη της έλλειψης στο σηµείο αυτό Σ.  

Με κέντρο το Ο και ακτίνα έτσι ώστε ο κύκλος να τέµνει την έλλει-
ψη, γράφουµε κύκλο, που λόγω της συµµετρίας της προσδιορίζει ένα ορθο-
γώνιο, του οποίου οι µεσοπαράλληλες των πλευρών του µας προσδιορίζουν 
το µεγάλο (χ′χ) και το µικρό (ψ′ψ) άξονα. Επίσης, τα σηµεία τοµής των α-
ξόνων µε το περίγραµµα c1 της έλλειψης µάς προσδιορίζουν τις κορυφές 
της (Α και Α′), (Β και Β′), τόσο στον µεγάλο, όσο και στον µικρό άξονα. 

Η εφαπτοµένη (ε) τέµνει τις εφαπτόµενες στα άκρα Α και Α′ στα Γ 
και ∆, οπότε γράφοντας κύκλο µε διάµετρο τη Γ∆ προσδιορίζουµε τις εστί-
ες Ε και Ε′ αυτής, ως τα σηµεία τοµής του κύκλου µε τον οριζόντιο άξονα, 
Θεώρηµα 2.5. Φυσικά, στο ίδιο αποτέλεσµα θα καταλήγαµε, αν βρίσκαµε 

τα σηµεία τοµής του µεγάλου άξονα µε τον κύκλο (Β, 
2

AA'
). 

Τέλος, για να γράψουµε την εφαπτοµένη από ένα σηµείο Σ του επι-
πέδου, που δεν είναι εσωτερικό της έλλειψης, εκµεταλλευόµαστε τη «γεω-
µετρική» κατασκευή της, βάση του Ορισµού 2.1. Προς τούτο, γράφουµε 
τον κύκλο (Ε, ΑΑ′) και στη συνέχεια τον κύκλο (Σ, ΣΕ′). Αν Ζ και Η είναι 
τα σηµεία τοµής των δυο κύκλων, τότε οι µεσοκάθετες στα Ε′Ζ και Ε′Η εί-
ναι οι εφαπτόµενες στην έλλειψη. Θα πρέπει να τονίσουµε ότι, όταν το Σ 
βρίσκεται πάνω στην έλλειψη, τα Ζ και Η ταυτίζονται και η εφαπτοµένη 
είναι µόνον µία, η µεσοκάθετη στην Ε′Ζ.  

ii) Υπερβολή. Θεωρούµε το περίγραµµα της υπερβολής c2. Ουσια-
στικά, µόνον τον έναν κλάδο αυτής, Θεώρηµα 2.2. 

Θεωρούµε τα δύο ζεύγη (α,α′) και (β,β′) παράλληλων χορδών αυτής, 
διαφορετικών διευθύνσεων και από το Θεώρηµα 2.4 προσδιορίζουµε το κέ-
ντρο της, ως το σηµείο τοµής Ο των ευθειών που ορίζουν τα µέσα των πα-
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ράλληλων ζευγών. Η παράλληλη (ε), από το σηµείο τοµής Μ, της ευθείας 
των µέσων του ενός ζεύγους, µε το περίγραµµα c2 της υπερβολής, προς τις 
ευθείες αυτές, είναι εφαπτοµένη της υπερβολής στο σηµείο αυτό. Με κέ-
ντρο το Ο και ακτίνα έτσι ώστε ο κύκλος να τέµνει το περίγραµµα της υ-
περβολής, προσδιορίζουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα, ουσιαστικά τη µία 
πλευρά ενός ορθογώνιου, του οποίου η µεσοκάθετη µάς προσδιορίζει τον 
οριζόντιο (χ′χ) άξονα. Η κάθετη σε αυτόν στο σηµείο Ο µας προσδιορίζει το 
µικρό (ψ′ψ) άξονα. Επίσης, το σηµείο τοµής του µεγάλου άξονα µε το περί-
γραµµα c2 της υπερβολής µάς προσδιορίζει την κορυφή Α αυτής. 

Η εφαπτοµένη (ε) τέµνει την εφαπτόµενη στο άκρο Α και την κάθε-
τη στο Α′ του οριζόντιου άξονα (ΟΑ′ = ΟΑ), που είναι η εφαπτόµενη στη 
άλλη κορυφή της, στα Γ και ∆, οπότε γράφοντας κύκλο µε διάµετρο τη Γ∆ 
προσδιορίζουµε τις εστίες Ε και Ε′ αυτής, ως τα σηµεία τοµής του κύκλου 
µε τον οριζόντιο άξονα, Θεώρηµα 2.5.  

Τέλος, για να γράψουµε την εφαπτοµένη από ένα σηµείο Σ του επι-
πέδου, που δεν είναι εσωτερικό της υπερβολής, εκµεταλλευόµαστε τη «γε-
ωµετρική» κατασκευή της, µε βάση τον Ορισµό 2.1. Προς τούτο, γράφουµε 
τον κύκλο (Ε, 2·ΟΑ) και στη συνέχεια τον κύκλο (Σ, ΣΕ′). Αν Ζ και Η είναι 
τα σηµεία τοµής των δύο κύκλων, τότε οι µεσοκάθετες στα Ε′Ζ και Ε′Η εί-
ναι οι εφαπτόµενες στην υπερβολή, προφανώς η µία από τις δύο είναι η ε-
φαπτοµένη στο περίγραµµά µας (τον κλάδο µας). Θα πρέπει να πούµε ότι, 
όταν το Σ βρίσκεται πάνω στο περίγραµµά µας, τα Ζ και Η ταυτίζονται και 
η εφαπτοµένη είναι µόνον µία, η µεσοκάθετη στην Ε′Ζ. 

iii) Η παραβολή. Έστω το περίγραµµα της παραβολής c3.  
Θεωρούµε ένα ζεύγος (α,α′) παράλληλων χορδών αυτής. Από το 

Θεώρηµα 2.4, προσδιορίζουµε µία παράλληλη (δ) προς τον οριζόντιο άξονα 
και ένα σηµείο Μ αυτής, όπου µπορούµε να φέρουµε την εφαπτοµένη της 
(ε), απλά φέροντας παράλληλη προς τις προηγούµενες χορδές. Φέροντας 
κάθετη προς τη (δ) στο σηµείο Μ προσδιορίζουµε το σηµείο Μ′, τοµή αυτής 
και του περιγράµµατος c3. Η µεσοκάθετη στο ΜΜ′ µας ορίζει τον οριζόντιο 
άξονα, το σηµείο τοµής αυτού µε το περίγραµµα c3 της παραβολής προσδι-
ορίζει την κορυφή αυτής Ο και η κάθετη στο Ο µας δίνει τον κατακόρυφο 
άξονα. Η κάθετη στο Κ, το σηµείο τοµής του κατακόρυφου άξονα µε την 
εφαπτοµένη (ε), µας προσδιορίζει την εστία της, ως το σηµείο τοµής αυτής 
µε τον οριζόντιο άξονα και το σηµείο Σ της (ε), που η κάθετη σε αυτή µας 
δίνει τη διευθετούσα.  

Τέλος, για να γράψουµε την εφαπτοµένη από ένα σηµείο Σ του επι-
πέδου, που δεν είναι εσωτερικό της παραβολής, εκµεταλλευόµαστε τη «γε-
ωµετρική» κατασκευή της, βάση του Ορισµού 2.1. Προς τούτο, γράφουµε 
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τον κύκλο (Σ, ΣΕ), οπότε, αν Ζ και Ζ′ είναι τα σηµεία τοµής του κύκλου µε 
τη διευθετούσα, τότε οι µεσοκάθετες στα ΕΖ και ΕΖ′ είναι οι εφαπτόµενες 
στην παραβολή από το Σ. Θα πρέπει να πούµε ότι, όταν το Σ βρίσκεται πά-
νω στην παραβολή, τα Ζ και Ζ′ ταυτίζονται και η εφαπτοµένη είναι µόνον 
µία, η µεσοκάθετη στην ΕΖ. 
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