
Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 2ου βαθµού 

 

Γεωµετρική ε
ίλυση εξισώσεων 2ου βαθµού 

 

Οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί καθιέρωσαν την κατασκευή γεωµετρικών 

σχηµάτων µε κανόνα και διαβήτη. Τρεις τέτοιες κατασκευές θα µελετήσουµε 
στη συνέχεια. Κάθε µια α$ό αυτές τις κατασκευές είναι ένα $ρόβληµα $ου µε 
σύγχρονο συµβολισµό είναι µια εξίσωση 2ου βαθµού.   

 

Πρώτο 
ρόβληµα 

∆ίνονται δύο τµήµατα µε µήκη ,α β . Να κατασκευαστεί τµήµα µε µήκος x  

τέτοιο, ώστε το άθροισµα των εµβαδών του τετραγώνου $λευράς x  και του 

ορθογωνίου µε διαστάσεις , xα  να είναι ίσο µε το εµβαδόν του τετραγώνου µε  

$λευρά β .  
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Το $αρα$άνω $ρόβληµα $εριγράφεται αλγεβρικά α$ό την εξίσωση  
2 2

x xα β+ = . 

 

Γεωµετρική λύση 

• Πάνω σε µια ευθεία ε $αίρνουµε τµήµα βΑΒ = .  

• Φέρουµε την ηµιευθεία δ κάθετη στην ε στο σηµείο Α και $άνω σε αυτήν 

$αίρνουµε σηµείο Γ τέτοιο, ώστε αΑΓ = .  

• Γράφουµε τον κύκλο διαµέτρου ΑΓ.  

• Φέρουµε την τέµνουσα Β∆Ε του κύκλου $ου διέρχεται α$ό το κέντρο Ο 

του κύκλου. 

• Η λύση της $ροβλήµατος είναι το τµήµα Β∆. 
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Α
όδειξη  

Η Β∆Ε είναι τέµνουσα και η ΒΑ εφα$τοµένη α$ό το σηµείο Β. Σύµφωνα µε το 

θεώρηµα για τις τέµνουσες κύκλου ισχύει  
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Β∆ ⋅ΒΕ = ΒΑ

Β∆ ⋅ Β∆ + ∆Ε = ΒΑ

Β∆ ⋅ Β∆ + =

Β∆ + ⋅Β∆ =

 

Άρα το τµήµα Β∆ είναι η λύση της εξίσωσης 2 2
x xα β+ = .  

 

Ό$ως είδαµε το $αρα$άνω $ρόβληµα $εριγράφεται αλγεβρικά α$ό την 

εξίσωση  
2 2

x xα β+ = . 

Η εξίσωση αυτή έχει θετική διακρίνουσα 2 2
4α β∆ = +  και λύσεις  

2 2 2 2
4 4

  ή  
2 2

x x

α α β α α β− + + − − +
= =  

Η θετική λύση της εξίσωσης είναι 
2 2

4

2
x

α α β− + +
= .  

 

 

Ειδική 
ερί
τωση Όταν α β= . (Χρυσή τοµή) 

Να διαιρεθεί ένα δεδοµένο τµήµα µήκους α  σε δύο άνισα τµήµατα, ώστε το 

µεγαλύτερο α$ό αυτά να είναι η µέση ανάλογος του µικρότερου και του 

αρχικού ευθύγραµµου τµήµατος.  

x α-x

 
 

Έστω ότι το µεγαλύτερο τµήµα είναι x  τότε το µικρότερο είναι xα −  και 
ισχύει η αναλογία  

x

x x

α

α
=

−
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Α$ό την $αρα$άνω αναλογία $ροκύ$τει 2 2 2 2
x x x xα α α α= − ⇔ + = . 

 

Είναι $ροφανές ότι η τελευταία εξίσωση είναι ειδική $ερί$τωση του 

$ροβλήµατος $ου µελετήσαµε για α β= .  

 

Η θετική λύση της εξίσωσης είναι  
2 2

4 1 5

2 2
x x

α α α
α
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= ⇔ = . 

Έτσι µ$ορούµε να υ$ολογίσουµε την τιµή του λόγου 
x

α
. 
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Ο αριθµός 
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2

+
 λέγεται χρυσή τοµή και συµβολίζεται µε το γράµµα ϕ . 
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∆εύτερο 
ρόβληµα 

∆ίνονται δύο τµήµατα µε µήκη ,α β . Να κατασκευαστεί τµήµα µε µήκος x  

τέτοιο, ώστε το εµβαδόν του ορθογωνίου µε $λευρές x  και xα −  να είναι ίσο 

µε το εµβαδόν του τετραγώνου µε $λευρά β . 
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Το $αρα$άνω $ρόβληµα $εριγράφεται αλγεβρικά α$ό την εξίσωση 
2

( )x xα β− =  ή ισοδύναµα  
2 2

x xβ α+ = . 

 

Γεωµετρική λύση 

• Πάνω σε µια ευθεία ε $αίρνουµε τµήµα αΑΒ = .  

• Γράφουµε ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ.  

• Φέρουµε ηµιευθεία δ κάθετη στην ευθεία ε στο σηµείο Α. (Η ηµιευθεία δ 

και το ηµικύκλιο βρίσκονται στο ίδιο ηµιε$ί$εδο της ευθείας ε).  

• Πάνω στην δ $αίρνουµε σηµείο Γ τέτοιο ώστε βΑΓ = . 

• Α$ό το Γ φέρουµε την ευθεία 
1
ε  $αράλληλη στην ε.  

• Έστω ∆ ένα α$ό τα σηµεία τοµής της 
1
ε  και του ηµικυκλίου.  

• Α$ό το ∆ φέρουµε την ∆Ε κάθετη στην ευθεία ε. 

• Η λύση της $ροβλήµατος είναι το τµήµα ΑΕ. Όµως λύση είναι ε$ίσης και 
το τµήµα ΒΕ.  
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Παρατηρούµε ότι για να ορίζεται το σηµείο ∆, δηλαδή για να τέµνει η ευθεία 

1
ε  το ηµικύκλιο $ρέ$ει 2

2

α
β α β≤ ⇔ ≥ .  

Α
όδειξη  

Το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ορθογώνιο γιατί η γωνία �Α∆Β  είναι εγγεγραµµένη σε 
ηµικύκλιο και το ∆Ε είναι το ύψος στην υ$οτείνουσα. Τότε ισχύει  

2 2 2
( ) ( )α βΑΕ⋅ΒΕ = ∆Ε ⇔ ΑΕ⋅ ΑΒ−ΑΕ = ∆Ε ⇔ ΑΕ⋅ −ΑΕ = . 

Άρα το τµήµα ΑΕ είναι η λύση της εξίσωσης 2
( )x xα β− = . 
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Οµοίως µ$ορούµε να α$οδείξουµε ότι και το τµήµα ΒΕ είναι η λύση της 

εξίσωσης 2
( )x xα β− = . 

 

Ό$ως είδαµε το $αρα$άνω $ρόβληµα $εριγράφεται αλγεβρικά α$ό την 

εξίσωση  
2 2

x xβ α+ = . 

Η εξίσωση αυτή έχει διακρίνουσα 2 2
4α β∆ = − . Ισχύει 0 2α β∆ ≥ ⇔ ≥ . Οι  

λύσεις είναι  
2 2 2 2

4 4
  ή  

2 2
x x

α α β α α β+ − − −
= =  

$ου είναι και οι δύο θετικές.  
 

 

 

Τρίτο 
ρόβληµα 

∆ίνονται δύο τµήµατα µε µήκη ,α β . Να κατασκευαστεί τµήµα µε µήκος x  

τέτοιο, ώστε το εµβαδόν του τετραγώνου µε $λευρά x  να είναι ίσο µε το 

άθροισµα των εµβαδών του ορθογωνίου µε διαστάσεις , xα  και του 

τετραγώνου µε $λευρά β . 
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Το $αρα$άνω $ρόβληµα $εριγράφεται αλγεβρικά α$ό την εξίσωση  
2 2

x xα β= + . 

 

Γεωµετρική λύση 

• Πάνω σε µια ευθεία ε $αίρνουµε τµήµα βΑΒ = .  

• Φέρουµε την ηµιευθεία δ κάθετη στην ε στο σηµείο Α και $άνω σε αυτήν 

$αίρνουµε σηµείο Γ τέτοιο, ώστε αΑΓ = .  

• Γράφουµε τον κύκλο διαµέτρου ΑΓ.  

• Φέρουµε την τέµνουσα Β∆Ε του κύκλου $ου διέρχεται α$ό το κέντρο Ο 

του κύκλου. 
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• Η λύση της $ροβλήµατος είναι το τµήµα ΒE. 
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Α
όδειξη  

Η Β∆Ε είναι τέµνουσα και η ΒΑ εφα$τοµένη α$ό το σηµείο Β. Σύµφωνα µε το 

θεώρηµα για της τέµνουσες κύκλου ισχύει  
2

2

2

2 2

( )

( )α β

α β

Β∆ ⋅ΒΕ = ΒΑ

ΒΕ⋅ ΒΕ −∆Ε = ΒΑ

ΒΕ⋅ ΒΕ − =

ΒΕ = ⋅ΒΕ +

 

Άρα το τµήµα ΒE είναι η λύση της εξίσωσης 2 2
x xα β= + .  

 

Ό$ως είδαµε το $αρα$άνω $ρόβληµα $εριγράφεται αλγεβρικά α$ό την 

εξίσωση  
2 2

x xα β= + . 

Η εξίσωση αυτή έχει θετική διακρίνουσα 2 2
4α β∆ = +  και λύσεις  

2 2 2 2
4 4

  ή  
2 2

x x

α α β α α β+ + − +
= =  

Η θετική λύση της εξίσωσης είναι 
2 2

4

2
x

α α β+ +
= .  

 

 


