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∆υναµικά συστήµατα και Χάος 
 

Είναι γνωστό ότι µια ακολουθία 
n

x  µε 0n ≥  µπορεί να οριστεί µε αναδροµικό τύπο. 

Για παράδειγµα  

0

1

12

n n

x

x x+

=

=
 

Η ισότητα 0 12x =  είναι η αρχική τιµή και η ισότητα 1n nx x+ =  ο αναδροµικός τύπος 

ο οποίος λειτουργεί ως εξής: 

Για 0n =  γίνεται 1 0x x=  και επειδή 0 12x =  έχουµε 1 12 3,4641x = = . 

Για 1n =  γίνεται 2 1x x=  και επειδή 1 3,4641x =  έχουµε 2 1,8612x = .  

Υπολογίζοντας περισσότερους όρους της ακολουθίας 
n

x  παρατηρούµε ότι τείνουν στο 

1. Αυτό µπορούµε να το επαληθεύσουµε µε ένα κοµπιουτεράκι. Γράφουµε τον αριθµό 

12 και πατάµε διαδοχικά το πλήκτρο για τον υπολογισµό της τετραγωνικής ρίζας. 

Μετά από ορισµένα πατήµατα καταλήγουµε στον αριθµό 1.  

 

Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να παρουσιαστεί µε τη σύνθεση µιας συνάρτησης f  

µε τον εαυτό της. Έστω ( )f x x= . Τότε ο αναδροµικός τύπος 1n nx x+ =  γράφεται 

1 ( )
n n

x f x+ = .  

 Για 0n =  έχουµε 1 0( )x f x= . 

 Για 1n =  έχουµε 2 1 0( ) ( ( ))x f x f f x= = . 

 Για 2n =  έχουµε 3 2 0( ) ( ( ( )))x f x f f f x= = . 

 

Λέµε ότι µια συνάρτηση :f ∆ → ∆ , όπου ∆ είναι ένα υποσύνολο του � , ορίζει ένα 

δυναµικό σύστηµα. Αν επιλέξουµε µια αρχική τιµή 0x ∈∆  τότε ορίζεται η ακολουθία 

0 0 0 0, ( ), ( ( )), ( ( ( ))),x f x f f x f f f x …  

και για κάθε διαφορετική επιλογή της αρχικής τιµής 0x  προκύπτει µια διαφορετική 

ακολουθία. Για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό γράφουµε 

  2 ( ) ( )( ) ( ( ))f x f f x f f x= =�  
3( ) ( )( ) ( ( ( )))f x f f f x f f f x= =� �  

κλπ. όπου ο αριθµός στον εκθέτη δεν δηλώνει δύναµη αλλά πόσες φορές συνθέτουµε 

την f  µε τον εαυτό της.  

 

Αντικείµενο της θεωρίας των δυναµικών συστηµάτων είναι η µελέτη των ακολουθιών 
2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … που προκύπτουν για διάφορες τιµές του 0x . Η ακολουθία 

αυτή λέγεται τροχιά του 0x  µέσω της συνάρτησης f . Το δυναµικό σύστηµα που 

ορίζεται από µια συνάρτηση f  είναι ένα διακριτό δυναµικό σύστηµα. Εκτός από τα 

διακριτά δυναµικά συστήµατα υπάρχουν και τα συνεχή δυναµικά συστήµατα που 

προκύπτουν από τις λύσεις των διαφορικών εξισώσεων.  

 

Στον ορισµό του δυναµικού συστήµατος είπαµε ότι για τη συνάρτηση f  πρέπει να 

ισχύει :f ∆ → ∆ , δηλαδή το σύνολο τιµών της f  να είναι υποσύνολο του πεδίο 

ορισµού της. Η συνάρτηση ( ) lnf x x=  δεν έχει αυτή την ιδιότητα γιατί έχει πεδίο 
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ορισµού (0, )∆ = +∞  και σύνολο τιµών ( )f ∆ = � . Για αυτή τη συνάρτηση δεν 

µπορούµε να ορίσουµε την ακολουθία 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x …. Πράγµατι αν 

πάρουµε 0 10x =  τότε  

1 0 0

2 1 1

3 2 2

( ) ln ln10 2,30259

( ) ln 0,83403

( ) ln 0,18148

x f x x

x f x x

x f x x

= = = =

= = =

= = = −

 

Επειδή 3 0x <  δεν ορίζεται ο όρος 4x . 

 

Ορισµοί 

Έστω µια συνάρτηση :f ∆ → ∆ , όπου ∆ είναι ένα διάστηµα του � .  

1. Το σηµείο 0x ∈∆  λέγεται σταθερό σηµείο της f  αν 0 0( )f x x= . 

2. Το σηµείο 0x ∈∆  λέγεται περιοδικό σηµείο της f  περιόδου n  αν 0 0( )n
f x x= . 

3. Το σηµείο 0x ∈∆  λέγεται τελικά σταθερό σηµείο της f  αν υπάρχει φυσικός 

αριθµός k  τέτοιος ώστε το 0( )k
f x  να είναι σταθερό σηµείο της f . 

4. Το σηµείο 0x ∈∆  λέγεται τελικά περιοδικό σηµείο της f  περιόδου n  αν 

υπάρχει φυσικός αριθµός k  τέτοιος ώστε το 0( )k
f x  να είναι περιοδικό σηµείο της 

f  περιόδου n . 

 

Παράδειγµα 1
ο
  

Στην περίπτωση της συνάρτησης ( )f x x=  το δυναµικό σύστηµα που ορίζεται έχει 

πολύ απλή συµπεριφορά. Το 0 και το 1 είναι σταθερά σηµεία της συνάρτησης αφού 

(0) 0f =  και (1) 1f = . Έτσι η ακολουθία που ορίζεται για 0 0x =  είναι 0,0,0,…  και 

για 0 1x =  είναι 1,1,1,… . Ακόµη για οποιαδήποτε επιλογή της αρχικής τιµής 0x  µε 

0 0x >  η ακολουθία 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … τείνει πάντα στον αριθµό 1. 

Υπάρχουν όµως δυναµικά συστήµατα µε πολύ πιο σύνθετη συµπεριφορά όπως θα 

δούµε παρακάτω.  

 

Στον παρακάτω πίνακα βλέπουµε τους πρώτους όρους από τις ακολουθίες που 

προκύπτουν για διάφορες τιµές του 0x  µέσω της συνάρτησης ( )f x x= . 

0 0x =  0 1x =  0 15x =  0 120x =  0 0,02x =  

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

15 

3,87298 

1,96799 

1,40285 

1,18442 

1,08831 

1,04322 

1,02138 

1,01063 

1,00530 

120 

10,9545 

3,30975 

1,81927 

1,34880 

1,16138 

1,07767 

1,03811 

1,01888 

1,00939 

0,02 

0,14142 

0,37606 

0,61323 

0,78309 

0,88492 

0,94070 

0,96990 

0,98483 

0,99238 
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Παράδειγµα 2
ο
  

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση :f →� �  µε 2( ) 1f x x= − . Υπάρχουν δύο σταθερά 

σηµεία τα 
1 5

2

−
 και 

1 5

2

+
, δηλαδή ισχύει 

1 5 1 5

2 2
f
 − −

=  
 

 και 

1 5 1 5

2 2
f
 + +

=  
 

. Ακόµη ισχύει (0) 1f = −  και ( 1) 0f − = , άρα τα σηµεία 0 και 1 

είναι περιοδικά περιόδου 2 αφού 2 (0) ( (0)) ( 1) 0f f f f= = − =  και 

2 ( 1) ( ( 1)) (0) 1f f f f− = − = = − . Το σηµείο 
1 5

2

+
−  είναι τελικά σταθερό αφού 

1 5 1 5

2 2
f
 + +
− =  

 
 και το σηµείο 1 2+  είναι τελικά περιοδικό αφού 

( 1 2 ) 2f + = , ( 2) 1f = , (1) 0f = .  

 

0

1 5

2
x

−
=  0

1 5

2
x

+
=  0 0x =  

0

1 5

2
x

+
= −  

0 1 2x = +  

1 5

2

−
 

1 5

2

+
 0 

1 5

2

+
−  1 2+  

1 5

2

−
 

1 5

2

+
 1−  

1 5

2

+
 2  

1 5

2

−
 

1 5

2

+
 0 

1 5

2

+
 1 

1 5

2

−
 

1 5

2

+
 1−  

1 5

2

+
 0 

1 5

2

−
 

1 5

2

+
 0 

1 5

2

+
 1−  

1 5

2

−
 

1 5

2

+
 1−  

1 5

2

+
 0 

 

Έστω 1

1 5 1 5
,

2 2

 + +
∆ = −  

 
 και 2

1 5 1 5
, ,

2 2

   + +
∆ = −∞ − ∪ +∞      

   
. 

Αν 0 1x ∈∆  µε 0

1 5

2
x

−
≠  τότε η ακολουθία που προκύπτει µέσω της συνάρτησης 

2( ) 1f x x= −  τείνει στην περιοδική τροχιά 0, 1,0, 1,0, 1,− − − … . Σε αυτήν την 

περίπτωση η περιοδική τροχιά λέγεται περιοδικός ελκυστής γιατί υπάρχει ένα 

διάστηµα ∆ τέτοιο ώστε η ακολουθία 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … να τείνει στην 

περιοδική τροχιά για κάθε 0x ∈∆ . 

Αν 0 2x ∈∆  τότε η ακολουθία που προκύπτει µέσω της συνάρτησης 2( ) 1f x x= −  

τείνει στο +∞ .  
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Στον παρακάτω πίνακα βλέπουµε τους πρώτους όρους από τις ακολουθίες που 

προκύπτουν για διάφορες τιµές του 0x  µέσω της συνάρτησης 2( ) 1f x x= − . 

 

0 1,5x =  0 0,5x = −  0 0,8x =  0 1,9x =  0 2x = −  

1,5 

1,25 

0,5625 

−0,68359 

−0,53270 

−0,71623 

−0,48701 

−0,76281 

−0,41810 

−0,82518 

−0,31906 

−0,89819 

−0,19324 

−0,96265 

−1,5 

−0,75 

−0,4375 

−0,80859 

−0,34617 

−0,88016 

−0,22531 

−0,94923 

−0,09895 

−0,99020 

−0,00075 

−0,99998 

−0,00001 

−0,99999 

0,8 

−0,36 

−0,8704 

−0,24240 

−0,94124 

−0,11406 

−0,98698 

−0,02585 

−0,99932 

−0,00133 

−0,99997 

−0,00003 

−0,99999 

−0,00001 

1,9 

2,61 

5,8121 

32,7805 

1073,56 
61,1525 10⋅  
121,3283 10⋅  
241,7644 10⋅  
483,1133 10⋅  
969,6929 10⋅  

1939,3953 10⋅  
3878,8273 10⋅  

−2 

3 

8 

63 

3968 
71,5745 10⋅  
142,4790 10⋅  
286,1457 10⋅  
573,7769 10⋅  

1151,4265 10⋅  
2302,0351 10⋅  
4604,1416 10⋅  

 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι είναι δυνατόν από πολύ κοντινές αρχικές τιµές να 

προκύψουν ακολουθίες µε τελείως διαφορετική συµπεριφορά.  

Είναι 
1 5

1,61803 1,61804
2

+
< < . 

Αν πάρουµε 0 1,61803x =  η ακολουθία 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … τείνει στην 

περιοδική τροχιά. 

Αν πάρουµε 0

1 5

2
x

+
=  η ακολουθία 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … είναι σταθερή.  

Αν πάρουµε 0 1,61804x =  η ακολουθία 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … τείνει στο +∞ .  

 

Στα δύο παραδείγµατα που µελετήσαµε είδαµε δυναµικά συστήµατα τα οποία είναι 

απολύτως προβλέψιµα µε την έννοια ότι γνωρίζουµε την συµπεριφορά της ακολουθίας 
2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … για τις διάφορες τιµές της αρχικής τιµής 0x . ∆ηλαδή τα 

δυναµικά συστήµατα που µελετήσαµε δεν παρουσιάζουν χαοτική συµπεριφορά. Όµως 

πότε ένα δυναµικό σύστηµα λέγεται χαοτικό; Υπάρχουν αρκετοί ορισµοί οι οποίοι 

περιγράφουν πότε ένα δυναµικό σύστηµα λέγεται χαοτικό. Ορισµένοι είναι 

τοπολογικοί ενώ άλλοι προέρχονται από τον χώρο της θεωρίας µέτρου. Ο παρακάτω 

ορισµός είναι τοπολογικός και υπάρχει στο βιβλίο του Robert Devaney “An 

Introduction to Chaotic Dynamical Systems”.  

 

Ορισµός 

Έστω V  ένα σύνολο πραγµατικών αριθµών. (Το σύνολο V ⊂ �  δεν είναι απαραίτητα 

διάστηµα). Η συνάρτηση :f V V→  λέγεται χαοτική αν ισχύουν οι παρακάτω τρεις 

συνθήκες: 

i. Η f  έχει ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες. 

ii. Η f  είναι τοπολογικά µεταβατική. 

iii. Τα περιοδικά σηµεία της f  είναι πυκνά στο V . 
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Στη συνέχεια θα περιγράψουµε αναλυτικά τις τρεις συνθήκες του παραπάνω ορισµού.  

 

Λέµε ότι η συνάρτηση :f V V→  έχει ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες 

αν υπάρχει 0δ >  τέτοιος ώστε για κάθε x V∈  και κάθε 0ε >  υπάρχουν 

( , )y x x Vε ε∈ − + ∩  και n∈�  τέτοιοι ώστε ( ) ( )n nf x f y δ− > . 

 

Έτσι αν µια συνάρτηση f  έχει ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες τότε για 

κάθε x  υπάρχουν σηµεία y  οσοδήποτε κοντά στο x  τέτοια ώστε οι όροι 

( ),  ( )n nf x f y  να απέχουν τουλάχιστον κατά δ  για κάποια τιµή του n . 

 

Αν µια συνάρτηση έχει ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες τότε οι 

στρογγυλοποιήσεις που γίνονται από τον υπολογιστή κατά τον υπολογισµό µιας 

τροχιάς 2 3

0 0 0 0, ( ), ( ), ( ),x f x f x f x … είναι δυνατόν από κάποιον όρο 0( )n
f x  και έπειτα 

να δώσουν αποτελέσµατα που δεν έχουν καµία σχέση µε τις πραγµατικές τιµές.  

 

Λέµε ότι η συνάρτηση :f V V→  είναι τοπολογικά µεταβατική αν και µόνο αν για 

οποιαδήποτε διαστήµατα 1 2,  ∆ ∆  υπάρχουν 1x V∈∆ ∩  και k ∈�  τέτοια ώστε 

2( )k
f x ∈∆ . ∆ηλαδή όσο µικρά και αν είναι τα διαστήµατα 1 2,  ∆ ∆  και όπου και αν 

βρίσκονται πάντα υπάρχει κάποιος αριθµός 1x V∈∆ ∩  τέτοιος ώστε η τροχιά του να 

επισκέπτεται το διάστηµα 2∆ . Από οπουδήποτε µπορούµε να βρεθούµε οπουδήποτε. 

Αν το σύνολο V  είναι κλειστό διάστηµα τότε η συνάρτηση :f V V→  είναι 

τοπολογικά µεταβατική αν και µόνο αν υπάρχει 0x V∈  µε την παρακάτω ιδιότητα: 

Για κάθε x V∈  και κάθε 0ε >  υπάρχει n∈�  τέτοιος ώστε 0( ) ( , )n
f x x xε ε∈ − + . 

Σε αυτή την περίπτωση η τροχιά του 0x  βρίσκεται σχεδόν παντού στο διάστηµα V .  

 

Λέµε ότι τα περιοδικά σηµεία της συνάρτησης :f V V→  είναι πυκνά στο V  αν και 

µόνο αν για κάθε x V∈  και κάθε 0ε >  υπάρχει 0 ( , )x x x Vε ε∈ − + ∩  τέτοιος ώστε το 

σηµείο 0x  να είναι περιοδικό σηµείο της f . ∆ηλαδή τα περιοδικά σηµεία της f  

βρίσκονται σχεδόν παντού µέσα στο V .  

 

Η ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες και η τοπολογική µεταβατικότητα είναι 

χαρακτηριστικά µιας συνάρτησης τα οποία δηλώνουν αταξία. Αρχικές τιµές που 

διαφέρουν ελάχιστα µεταξύ τους µπορεί να έχουν τελείως διαφορετικές τροχιές. 

Ακόµη υπάρχουν τροχιές που καλύπτουν σχεδόν όλο τον χώρο. Από την άλλη µεριά οι 

περιοδικές τροχιές δηλώνουν την επανάληψη µιας κατάστασης, την προβλεψιµότητα. 

Έτσι είναι µια ένδειξη τάξης. Σε µια χαοτική συνάρτηση λοιπόν συνυπάρχουν η αταξία 

(συνθήκες i. και ii. του ορισµού) και η τάξη (συνθήκη iii. του ορισµού). 

 

Παράδειγµα 3
ο
  

Η συνάρτηση ( ) 4 (1 )f x x x= −  έχει την ιδιότητα να απεικονίζει το διάστηµα [0,1]V =  

στον εαυτό του. ∆ηλαδή για κάθε [0,1]x∈  ισχύει ( ) [0,1]f x ∈ . Αποδεικνύεται ότι η 

συνάρτηση αυτή είναι χαοτική στο σύνολο [0,1]V = .  
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Παράδειγµα 4
ο
  

Άλλο ένα παράδειγµα χαοτικής συνάρτησης είναι η 

1
2 ,        αν 0

2
( )

1
2 1,    αν 1

2

x x

f x

x x

 ≤ ≤
= 
 − < ≤


 

Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι πρώτοι όροι από τις τροχιές της f  µε αρχικές τιµές 

0

1
0,032258

31
x = � …  και 0 0,0322x′ = . 

Επανάληψη 0

1
0,032258

31
x = � …  0 0,0322x′ =  

1n =  
2

0,064516
31
� …  0,0644  

2n =  
4

0,129032
31
� …  0,1288  

3n =  
8

0, 258064
31
� …  0, 2576  

4n =  
16

0,516129
31
� …  0,5152  

5n =  
1

0,032258
31
� …  0,0304  

6n =  
2

0,064516
31
� …  0,0608 

7n =  
4

0,129032
31
� …  0,1216  

8n =  
8

0, 258064
31
� …  0, 2432  

9n =  
16

0,516129
31
� …  0, 4864  

10n =  
1

0,032258
31
� …  0,9728  

11n =  
2

0,064516
31
� …  0,9456  

12n =  
4

0,129032
31
� …  0,8912  

13n =  
8

0, 258064
31
� …  0,7824  

 

Παρόλο που οι αρχικές τιµές 0x , 0x′  διαφέρουν πολύ λίγο οι τροχιές τους είναι αρκετά 

διαφορετικές. Για τις πρώτες 9 επαναλήψεις οι δύο τροχιές είναι αρκετά κοντά όµως 

από εκεί και µετά οι τροχιές διαφέρουν σηµαντικά.  

 

Από τα παραδείγµατα 3 και 4 είναι φανερό ότι συναρτήσεις µε πολύ απλό τύπο είναι 

δυνατόν να παρουσιάζουν πολύπλοκη δυναµική συµπεριφορά.  
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Θεώρηµα  

Έστω f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. 

α) Αν ( ) 1f x′ >  για κάθε x∈∆  τότε για κάθε ,α β ∈∆  µε α β≠  ισχύει  

( ) ( )f fβ α β α− > − . 

β) Αν ( ) 1f x′ <  για κάθε x∈∆  τότε για κάθε ,α β ∈∆  µε α β≠  ισχύει  

( ) ( )f fβ α β α− < − . 

Απόδειξη 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα µέσης τιµής υπάρχει ξ  µεταξύ των ,α β  τέτοιος ώστε  

( ) ( )
( )

f f
f

β α
ξ

β α
−

′ =
−

. 

Από την παραπάνω ισότητα προκύπτει ότι:  

• Αν ( ) 1f ξ′ >  τότε ( ) ( )f fβ α β α− > − . 

• Αν ( ) 1f ξ′ <  τότε ( ) ( )f fβ α β α− < − . 

Έτσι το θεώρηµα αποδείχτηκε. 

 

Παρατήρηση 

Αν ( ) 1f x′ >  τότε οι εικόνες δύο σηµείων ,α β  µέσω της f  αποµακρύνονται, ενώ αν 

( ) 1f x′ <  τότε οι εικόνες δύο σηµείων ,α β  µέσω της f  πλησιάζουν. Έτσι η 

συνθήκη ( ) 1f x′ >  είναι συνθήκη αταξίας (τα σηµεία αποµακρύνονται) ενώ η 

συνθήκη ( ) 1f x′ <  είναι συνθήκη τάξης (τα σηµεία πλησιάζουν). 

 

 

 

 


