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1. ∆ιανύσµατα 

 

1. Στο παρακάτω σχήµα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο µε ύψος Α∆ και το ΕΖΗΘ τετράγωνο. 

Να υπολογίσετε τις γωνίες: 

(α) ( ),ΑΒ ΑΓ
���� ����

 (β) ( ),ΑΒ ΒΓ
���� ����

 (γ) ( ),∆Α ΓΒ
���� ����

 

(δ) ( ),ΑΓ ∆Α
���� ����

 (ε) ( ),ΒΑ ∆Α
���� ����

 (στ) ( ),ΘΗ ΖΘ
���� ����

 

(ζ) ( ),ΗΖ ΕΘ
���� ����

 (η) ( ),ΖΘ ΖΕ
���� ����

 (θ) ( ),ΘΗ ΕΖ
���� ����

 

 
 

2. Οι διαγώνιοι ενός ορθογωνίου ΑΒΓ∆ τέµνονται στο Ο. Να κατασκευάσετε ένα διάνυσµα, το 

οποίο να έχει αρχή στο Α και να είναι ίσο µε το  

(α) Γ∆
����

             (β) Ο∆
����

             (γ) ΟΓ
����

             (δ) ΓΟ
����

 

 

 

 
 

3. Οι διαγώνιοι ΑΓ, Β∆ ενός παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ τέµνονται στο Ο. 

(α) Να βρείτε ένα σηµείο Ε τέτοιο, ώστε ΑΕ = ∆Β
���� ����

.  

(β) Να βρείτε ένα σηµείο Ζ τέτοιο, ώστε ΒΖ = ΑΟ
���� ����

. 

(γ) Να βρείτε ένα σηµείο Η τέτοιο, ώστε ΓΗ = ΑΒ
���� ����

. 

(δ) Να βρείτε ένα σηµείο Θ τέτοιο, ώστε ∆Θ = ΟΒ
���� ����

. 

 

 

 

 

4. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆. Να αποδείξετε ότι ΑΒ+∆Γ = ∆Β+ ΑΓ
���� ���� ���� ����

. 

 

5. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και σηµείο Μ. Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓ∆ είναι 

παραλληλόγραµµο αν και µόνο αν ΜΑ+ΜΓ =ΜΒ+Μ∆
����� ���� ����� ����

.  
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6. Αν ισχύει ότι ΒΜ +Γ∆ = ΓΑ−∆Β
����� ���� ���� ����

 να αποδείξετε ότι το σηµείο Μ συµπίπτει µε το σηµείο Α.  

 

7. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σηµείο Μ τέτοιο, ώστε ΒΜ = ΑΓ
����� ����

. Να αποδείξετε ότι 

ΑΜ = ΑΒ+ ΑΓ
����� ���� ����

. 

 

8. ∆ίνονται δύο σηµεία Α, Β. Να βρείτε ένα σηµείο Μ τέτοιο, ώστε  

(α) 
1

2
ΑΜ = ΑΒ
����� ����

,      (β) 
1

2
ΑΜ = ΒΑ
����� ����

,      (γ) 2ΑΜ = ΑΒ
����� ����

,      (δ) 
2

3
ΑΜ = ΑΒ
����� ����

,       

(ε) 4 5ΑΜ = ΑΒ
����� ����

,     (στ) 
1

2
ΑΜ = ΜΒ
����� �����

,    (ζ) 3ΑΜ = ΒΜ
����� �����

,      (η) 
2

3
ΑΜ = ΒΜ
����� �����

.       

Να κάνετε ένα σχήµα για κάθε περίπτωση.  

 

9. Να γράψετε το διάνυσµα 5 3 2ΑΒ− ΑΓ+ ΒΓ
���� ���� ����

 ως γραµµικό συνδυασµό των ,ΑΒ ΑΓ
���� ����

. 

 

10. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν Κ, Λ, Μ είναι τα µέσα των πλευρών ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα να 

εκφράσετε τα διανύσµατα , ,ΑΚ ΒΛ ΓΜ
���� ���� ����

 ως γραµµικό συνδυασµό των ,ΑΒ ΑΓ
���� ����

.  

 

11. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σηµείο Μ της ΒΓ τέτοιο, ώστε 2ΒΜ = ΜΓ
����� ����

. Να αποδείξετε ότι 

( )
1

2
3

ΑΜ = ΑΒ+ ΑΓ
����� ���� ����

. 

 

12. ∆ίνεται ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και ένα σηµείο Ρ τέτοιο, ώστε 2ΡΒ = − ΡΑ
���� ����

. Να 

αποδείξετε ότι 2ΡΑ+ ΡΓ + Ρ∆ = ΒΓ
���� ��� ��� ����

.  

 

13. Στην πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ θεωρούµε σηµείο Ρ τέτοιο, ώστε 5 3ΒΡ = ΡΓ
���� ���

. Να αποδείξετε 

ότι 5 3 8ΑΒ+ ΑΓ = ΑΡ
���� ���� ����

. 

 

14. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και τα µέσα Μ, Ν των πλευρών ΒΓ, Γ∆ αντίστοιχα. Να 

αποδείξετε ότι ( )
3

4
ΑΜ +ΑΝ = ΑΒ+ ΑΓ + Α∆
����� ���� ���� ���� ����

. 

15. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σηµείο Σ. Να αποδείξετε ότι το διάνυσµα 2 6 4ΣΑ− ΣΒ+ ΣΓ
���� ���� ����

 

είναι ανεξάρτητο του σηµείου Σ.  

 

16. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία Μ, Ρ. Να αποδείξετε ότι το διάνυσµα 

3 5 7 2 10ΡΑ+ ΜΑ+ ΡΜ + ΜΓ− ΡΒ
���� ����� ���� ���� ����

 είναι σταθερό, ανεξάρτητο των Μ, Ρ.  

 

17. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και ένα σηµείο Μ. Να αποδείξετε ότι το διάνυσµα 

4 3 2ΜΑ+ ΜΒ− ΜΓ− Μ∆
����� ����� ���� ����

 είναι σταθερό (ανεξάρτητο του Μ).  

 

18. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι πραγµατικοί αριθµοί κ, λ, µ  τέτοιοι, ώστε κ λ µ 0+ + = . Να 

αποδείξετε ότι για τυχαίο σηµείο Μ το διάνυσµα κ λ µΜΑ+ ΜΒ+ ΜΓ
����� ����� ����

 είναι σταθερό.  

 

19. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆ και Ε τέτοια, ώστε Α∆ = ΓΒ
���� ����

 και .ΓΕ = ΑΒ
���� ����

 Να 

αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆, Β, Ε είναι συνευθειακά. 
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20. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το µέσο Μ της πλευράς ΑΒ. Θεωρούµε τα διανύσµατα Μ∆ = ΒΓ
���� ����

 

και ΜΕ = ΑΓ
���� ����

. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆, Γ, Ε είναι συνευθειακά. 

 

21. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σηµείο ∆ τέτοιο, ώστε α βΑ∆ = ΑΒ+ ΑΓ
���� ���� ����

 µε α β 1+ = . Να 

αποδείξετε ότι τα σηµεία Β, Γ, ∆ είναι συνευθειακά. 

 

22. ∆ίνονται τα διανύσµατα ,α β
�

�

 και τα σηµεία Ο, Α, Β, Γ. Αν ισχύει 2 3α βΟΑ = +
���� �

�

, 

5α βΟΒ = +
���� �

�

 και 11 3α βΟΓ = −
���� �

�

, να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

23. Έστω κ, λ, µ  µη µηδενικοί αριθµοί µε κ λ µ 0+ + = . Αν κ λ µ 0ΟΑ+ ΟΒ+ ΟΓ =
���� ���� ���� �

, να 

αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

24. Αν για τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ ισχύει η σχέση 5 3 8ΑΒ+ Α∆ = ΑΓ
���� ���� ����

, να αποδείξετε ότι τα σηµεία 

Β, Γ, ∆ είναι συνευθειακά. 

 

25. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε ένα σηµείο Μ τέτοιο, ώστε 0ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ =
����� ����� ���� �

.  

 

26. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε ένα σηµείο Ρ τέτοιο, ώστε  

2 4 2ΑΡ+ ΑΒ = ΡΒ+ΓΡ − ΑΓ
���� ���� ���� ��� ����

.  

 

27. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Να προσδιορίσετε ένα σηµείο Μ τέτοιο, ώστε 

ΜΒ+ΜΓ+Μ∆ =ΜΑ
����� ���� ���� �����

.  

 

28. Έστω Ε το µέσο της πλευράς Γ∆ ενός παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ και Ζ σηµείο της πλευράς 

ΒΓ τέτοιο, ώστε 
1

3
ΒΖ = ΒΓ
���� ����

. Να εκφράσετε τα διανύσµατα ΑΕ
����

, ,ΑΖ
����

 ΒΕ
����

, ∆Ζ
����

 και ΕΖ
����

 ως 

γραµµικό συνδυασµό των ,ΑΒ Α∆
���� ����

. 

 

29. ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β. Να βρείτε σηµείο Μ τέτοιο, ώστε 
4

2 3
3

ΜΑ+ ΜΒ = ΑΒ
����� ����� ����

. 

 

30. ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β. Να βρείτε ένα σηµείο Μ, ώστε 2ΑΜ = ΒΜ
����� �����

. 

 

31. ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β. Να βρείτε ένα σηµείο Μ, ώστε 
2

3
ΜΑ = ΑΒ
����� ����

. 


