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3. Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 
 

1. Το τετράγωνο ΑΒΓ∆ του παρακάτω σχήµατος έχει πλευρά 3 και οι διαγώνιοί του τέµνονται 

στο Ο. Να υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόµενα: 

(α) ΑΒ⋅Α∆
���� ����

 (β) ΟΑ⋅ΟΓ
���� ����

  (γ) ΑΒ⋅ΑΓ
���� ����

 

(δ) ΑΒ⋅∆Γ
���� ����

 (ε) ΟΑ⋅ΟΒ
���� ����

 (στ) ΑΓ ⋅ΓΒ
���� ����

 

 
 

2. Το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω σχήµατος έχει πλευρά 4 και το Α∆ είναι το ύψος 

του. Να υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόµενα: 

(α) Α∆ ⋅ΒΓ
���� ����

 (β) ΑΒ⋅Α∆
���� ����

  (γ) ΑΒ⋅ΑΓ
���� ����

 

(δ) ΑΒ⋅ΓΑ
���� ����

 (ε) Β∆ ⋅ΒΓ
���� ����

 (στ) ∆Β⋅∆Γ
���� ����

 

 
 

3. ∆ίνονται τα διανύσµατα ,α β
��

 για τα οποία ισχύουν 2α =
�

, 3β =
�

 και ( )
π

,
3

α β =
��

. ∆ίνονται 

ακόµη τα διανύσµατα γ α β= −
�� �

 και 2δ α β= +
� ��

.  

(α) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο α β⋅
��

.  

(β) Να υπολογίσετε τα µέτρα των διανυσµάτων ,γ δ
��

. 

(γ) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο γ δ⋅
��

. 

4. ∆ίνονται τα διανύσµατα ,α β
��

 για τα οποία ισχύουν 1
2 3

βα
= =

�
�

 και ( )
2π

,
3

α β =
��

. Να 

εκφράσετε ως γραµµικό συνδυασµό των ,α β
��

 το διάνυσµα δ
�

 για το οποίο ισχύουν οι σχέσεις 

( )//δ α β−
� ��

 και ( )α β δ⊥ +
� ��

.  

 

5. ∆ίνονται τα µη µηδενικά διανύσµατα ,α β
��

 µε 0α β+ ≠
� ��

 και 0α β− ≠
� ��

. Να αποδείξετε ότι:  

(α) α β α β α β+ = − ⇔ ⊥
� � �� � �

.  

(β) ( ) ( )α β α β α β+ ⊥ − ⇔ =
� � �� � �

. 

 

Ο

ΒΑ

∆ Γ

∆

Α

Β Γ



Σχολείο: 1
ο
 ΓΕΛ Κοµοτηνής                                                   

Καθηγητής: Νίκος Φωτιάδης                                                Μαθηµατικά Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου 

6. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 3 4α βΑΒ = −
���� ��

 και 12 5α βΑΓ = −
���� ��

, όπου ,α β
��

 δύο διανύσµατα µε 

1α β= =
��

 και α β⊥
��

.  

(α) Να εκφράσετε το ΒΓ
����

 ως γραµµικό συνδυασµό των ,α β
��

.  

(β) Να βρείτε τα µήκη των πλευρών του τριγώνου.  

(γ) Να υπολογίσετε το µήκος της διαµέσου ΑΜ.  

 

7. Αν για τα κάθετα διανύσµατα ,α β
��

 ισχύουν ( ) ( )3α β α β+ ⊥ −
� �� �

 και 4α β− =
��

, να βρείτε τα 

µέτρα των α
�

 και β
�

.  

 

8. Αν τα διανύσµατα ,α β
��

 είναι κάθετα και έχουν ίσα µέτρα, να αποδείξετε ότι το ίδιο ισχύει και 

για τα διανύσµατα κα β+
��

 και α κβ−
��

 µε κ ∈ℝ .  

 

9. Αν 
2

2
α =
�

 και ( ) ( )5α β α β− ⊥ −
� �� �

, να βρείτε το 3α β−
��

.  

 

10. ∆ίνονται τα κάθετα διανύσµατα ,α β
��

 για τα οποία ισχύουν ( ) ( )2 6α β α β− ⊥ +
� �� �

 και 

3 6α β+ =
��

. Να αποδείξετε ότι 3α =
�

 και 3β =
�

.  

 

11. Έστω ,α β
��

 δύο διανύσµατα για τα οποία ισχύουν 3 2 2α β+ =
��

, 3 2 1α β− =
��

 και η γωνία των 

διανυσµάτων 3 2α β+
��

 και 3 2α β−
��

 είναι 
π

3
. Να υπολογίσετε τα α

�
 και β

�
.  

 

12. Αν για τα διανύσµατα ,α β
��

 ισχύει 2α β α β+ = =
� �� �

, να αποδείξετε ότι 6α β β− =
� ��

.  

 

13. Να βρείτε την τιµή του α ∈ℝ  για την οποία τα διανύσµατα ( 2)u i jα α= + +
� ��

 και 

2( 1) (1 2 )v i jα α= + + −
� ��

 είναι κάθετα. 

 

14. ∆ίνονται τα διανύσµατα (4,3)α =
�

 και (3,1)β =
�

. Να αναλύσετε το διάνυσµα α
�

 σε δύο 

συνιστώσες, µια παράλληλη στο διάνυσµα β
�

 και µια κάθετη στο διάνυσµα β
�

.  

 

15. Αν (2,3)α =
�

, ( 1,2)xβ = −
�

 και ( , 2)x xγ = +
�

, να βρείτε την τιµή του x∈ℝ , ώστε 

( )α β γ⊥ +
�� �

. 

 

16. ∆ίνονται τα διανύσµατα (4,1)α =
�

, ( 2,4)β = −
�

 και (2,3)γ =
�

. 

(α) Να υπολογίσετε τις παραστάσεις α β⋅
��

 και α β
��

. 

(β) Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 
2

( )α β⋅
��

 και 2 2α β⋅
��

. 

(γ) Να βρείτε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων ( )α β γ⋅
�� �

 και ( )β γ α⋅
� � �

. 
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17. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο είναι 4ΑΒ =
����

,  6ΑΓ =
����

 και η γωνία των διανυσµάτων ΑΒ
����

 

και ΑΓ
����

 είναι 
π

3
. Αν Μ είναι το µέσο της πλευράς ΒΓ τότε: 

(α) Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος ΑΜ
�����

.  

(β) Να αποδείξετε ότι η προβολή του διανύσµατος ΑΒ
����

 πάνω στο διάνυσµα ΑΜ
�����

 είναι το 

διάνυσµα 
14

19
ΑΜ
�����

.                       (1
η
 ∆έσµη 1999) 

 

18. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 
οˆ 90Α =  είναι αΑΒ =  και 3αΑΓ = . Να υπολογίσετε 

την τιµή της παράστασης  

ΑΒ⋅ΒΓ + ΑΓ ⋅ΒΓ
Κ =

ΒΓ⋅ΒΓ

���� ���� ���� ����

���� ���� . 

 

19. ∆ίνονται τα διανύσµατα ,α β
��

 για τα οποία ισχύουν 2α =
�

, 1β =
�

 και ( )
2π

,
3

α β =
��

.  

(α) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο α β⋅
��

.  

(β) Να υπολογίσετε το µέτρο 2α β+
��

. 

(γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ( ), 2α α β+
�� �

.  

 

20. Για τα κάθετα διανύσµατα ,α β
��

 ισχύει 1α =
�

 και 2β =
�

. Αν 3 2u α β= +
���

 και 2v α β= −
���

, να 

βρείτε: 

(α) τα µέτρα u
�

 και v
�

. 

(β) το εσωτερικό γινόµενο u v⋅
� �

. 

(γ) την προβολή του v
�

 πάνω στο u
�

. 

 

21. Για τα διανύσµατα , ,α β γ
�� �

 ισχύουν 8α β⋅ =
��

, προβ (2, 2 3)αβ =�

�
, 2α =
�

, 4γ =
�

 και 

0α β γ− + =
� �� �

.  

(α) Να αποδείξετε ότι 2 7β =
�

. 

(β) Να βρείτε το εσωτερικό γινόµενο α γ⋅
� �

.  

(γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ( ),α γ
� �

.  

(δ) Να βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος α
�

.  

 

22. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε 2ΑΒ = Α∆ , αΑ∆ =
���� �

 και βΑΒ =
���� �

. Έστω ότι Μ είναι το 

µέσο της πλευράς ∆Γ και Ν το µέσο του ΑΜ. Υποθέτουµε ακόµη ότι ( )
π

,
3

α β =
��

. 

(α) Να εκφράσετε τα διανύσµατα ΑΜ
�����

 και ∆Ν
����

 ως γραµµικό συνδυασµό των α
�

 και β
�

.  

(β) Να αποδείξετε ότι ΑΜ ⊥ ∆Ν
����� ����

. 

(γ) Να αποδείξετε ότι 
3

προβ
4
β

ΑΒ
ΑΜ =����

����� �
. 

(δ) Να αποδείξετε ότι 3 αΑΜ =
����� �

 και να βρείτε τη γωνία �ΜΑΒ . 


