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12. Ολοκληρώµατα 

 

Στις ασκήσεις 1-5 χρησιµοποιούµε τις ιδιότητες 

• ( )( ) ( ) ( ) ( )f x dx g x dx f x g x dx
β β β

α α α
+ = +∫ ∫ ∫  • ( ) ( )f x dx f x dx

β β

α α
λ λ=∫ ∫  

• ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
β γ β

α α γ
= +∫ ∫ ∫  • ( ) ( )f x dx f x dx

β α

α β
= −∫ ∫  

 

1. Να αποδείξετε ότι 
2 2

0 0

1 1
2

1 1
x x

dx dx
e e

−
+ =

+ +∫ ∫ . 

 

2. Να αποδείξετε ότι 
1

1

1
ln ln

e

e
dx xdx

x

  = 
 ∫ ∫ .  

 

3. Να βρείτε για ποια τιµή του α ∈ℝ  ισχύει 
3

2 21 1

2
2 3

1 1

x x
dx dx

x x

α α

− −
+ =

+ +∫ ∫ . 

 

4. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει 
4 4

0 3
( ) 1 ( )f x dx f x dx= +∫ ∫ .  

Να αποδείξετε ότι 
3

0
( ) 1f x dx =∫  και 

2 3

0 2
( ) 1 ( )f x dx f x dx= −∫ ∫ .  

 

5. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει 
2 1

0 0
( ) 2 ( )f x dx f x dx=∫ ∫ .  

Να αποδείξετε ότι 
1 2

0 1
( ) ( )f x dx f x dx=∫ ∫ .  

 

 

Στην άσκηση 6 χρησιµοποιούµε κυρίως τον τύπο 

1

1

x
x dx

βρβ ρ

α
α

ρ

+ 
=  + 

∫ , για 1ρ ≠ − . 

Ιδιότητες που είναι απαραίτητες:  

• 
1 ν
ν α

α
−=  (µετατρέπει το κλάσµα σε δύναµη) 

• 
1

ν να α=  (µετατρέπει τη ρίζα σε δύναµη) 

• ν µ ν µα α α +⋅ =  και 
ν

ν µ
µ

α
α

α
−=  (µετατρέπουν δύο δυνάµεις σε µία)  

 

6. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα: 

i.     

2
2

2

1

1
x x dx

x

 − 
 ∫  ii.   

2
2

1

1x
dx

x

+
∫  iii.  

2

41

1 x
dx

x

+
∫  

iv.   
4

0
x xdx∫  v.    ( )21

0
1 x dx−∫  vi.  

2
2

21

1x x x
dx

x

− +
∫  

vii. 
4

21

1 3 1
dx

x x x

 
− + 

 
∫  viii.  

1

0

1

1

x
dx

x

−

+∫  ix.  
4

1

3 1x
dx

x

+
∫  
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Στις ασκήσεις 7-10 χρησιµοποιούµε τον τύπο [ ]( ) ( )f x dx f x
β β

αα
′ =∫ . 

 

7. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή δεύτερη παράγωγο. Να αποδείξετε ότι  

α) 
1

( ) 1 (1) (0)

0
(1 ( ))

x f x f f
e f x dx e e

+ +′+ = −∫           β)
2

0
[ ( ) ( )] 2 (2)xf x f x dx f′′ ′ ′+ =∫ . 

 

Παραλλαγή της άσκησης 7 

α) ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή παράγωγο για την οποία 

ισχύει 
1

( )

0
(1 ( )) 0

x f x
e f x dx

+ ′+ =∫ . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον (0,1)ξ ∈  

τέτοιο, ώστε ( ) 1f ξ′ = − . 

β) ∆ίνεται η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή παράγωγο για την 

οποία ισχύει 
2

0
[ ( ) ( )] 4xf x f x dx′′ ′+ =∫ . Αν η εφαπτοµένη της 

f
C  στο σηµείο (2, (2))fΑ  

τέµνει τον άξονα y y′  στο 1−  να αποδείξετε ότι (2) 3f = . 

 

8. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή παράγωγο. Αν (0) 2f =  και (1) 1f = −  να 

υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα  

α) 
1

0

( ) ( )
x

f x f x
dx

e

′ −
∫   β) 

1

0
[2 ( ) ( )]x f x xf x dx′+∫   γ) 

1

0
( ) ( )f x f x dx′∫  

 

9. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή παράγωγο. Αν (0) 1f = −  και (1)f e=  να 

αποδείξετε ότι 
1

20

( ) ( )
2

( )

xf x f x
e dx

f x

′−
=∫ .  

 

10. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύουν οι σχέσεις 

(1) 0f =  και 
1

0
[ ( ) ( ) ] 1

x x x
f e f e e dx

−′ − =∫  να αποδείξετε ότι ( )f e e= . 

 

 

Στις ασκήσεις 11-14 θέτουµε ( )f t dt c
β

α
=∫  και συνδυάζουµε αυτή την ισότητα µε την ισότητα της 

άσκησης για να υπολογίσουµε το c . 

 

11. Να βρείτε τη συνεχή συνάρτηση f  για την οποία ισχύει  

α) 
2

0
( ) ( )f x x f t dt= + ∫ , x∈ℝ    β) 

1

0
( ) ( )f x f t dt′ = ∫ , x∈ℝ  και (0) 1f =  

 

12. Έστω f  µια συνάρτηση συνεχής στο ℝ  για την οποία ισχύει 
2

3

0
( ) (10 3 ) ( ) 45f x x x f t dt= + −∫

για κάθε x∈ℝ . Να αποδείξετε ότι 3
( ) 20 6 45f x x x= + − , x∈ℝ . 

 

13. Να βρείτε τη συνεχή συνάρτηση f  για την οποία ισχύει 
2

2

0
[ ( ) ( )] 6 12f x f t dt x+ = +∫ .  

 

14. Αν ( )
1

0
1( )

2

0
( ) 3

f x dx

e f x x dx
∫ = +∫  να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 

1

0
( )f x dx∫ .  
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης 
 

Οι ασκήσεις 15-20 λύνονται µε αλλαγή µεταβλητής 

Θέτουµε ( )u f x= , τότε ( )du f x dx′= .  

Για x β=  έχουµε ( )u f β=  και για x α=  έχουµε ( )u f α= .  

( )

( )
( ( )) ( ) ( )

f

f
g f x f x dx g u du

β β

α α
′ =∫ ∫  

 

15. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα:  

i.     
1

2 3

0
( 2)x x dx+∫  ii.   

2
2 3

1
8x x dx

−
−∫  iii.  

2
1

0 2

x
dx

x −∫  

iv.   
1

2 lne x
dx

x

+
∫  v.    

π/3

0
ηµ3xdx∫  vi.  

1
3 2

0

x
e dx

−∫  

 

16. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα:  

i.     
1

2

1
ln( 1)x x dx

−
+∫  ii.   

4

0 2 1

dx

x +∫  iii.  
1

0

4 3

2 1

x
dx

x

−
+∫  

iv.   
3

10

1
( 2)x x dx−∫  v.    

1

20

2 1

2

x
dx

x x

+
+ +∫  vi.  

2
ln3

0 1

x

x

e
dx

e +∫  

 

17. Αν 
1

0
( ) 6xf x dx =∫  να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 

1
3 2

0
( )x f x dx∫ .  

 

18. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι  

( )
1 2

0 0
( ) ( 1) ( )f x f x dx f x dx+ + =∫ ∫ . 

 

19. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε τύπο 

4

( )
1

x

x
f x

e
=

+
. 

α) Να αποδείξετε ότι 4
( ) ( )f x f x x+ − =  για κάθε x∈ℝ . 

β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 

4
2

2 1
x

x
dx

e− +∫ . 

 

20. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση : (0, )f +∞ → ℝ  για την οποία ισχύει 2 2
( ) 2 2x f x f x

x

 + = 
 

 για 

κάθε 0x > . Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
2

1
( )f x dx∫ . 

 

 

Οι ασκήσεις 21-25 λύνονται µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx
β ββ

αα α
′ ′= −∫ ∫  

 

21. ∆ίνεται η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή δεύτερη παράγωγο η 

οποία παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
0

1x = . Να αποδείξετε ότι 
1

0
( ) (0) (1)xf x dx f f′′ = −∫ .  
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22. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα:  

i.     
1

2

0

x
x e dx

−∫  ii.   
2

1
ln

e

x xdx∫  iii.  

π

2

0
συνx xdx∫  

iv.   

1

2

0

1
ln

1

x
dx

x

+ 
 − ∫  v.    

π
2

0
ηµx

e xdx∫  vi.  
1

0

2 1
x

x
dx

e

+
∫  

 

23. ∆ίνεται η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή δεύτερη παράγωγο για 

την οποία ισχύουν 
0

( )
lim 1

ηµx

f x

x→
=  και ( )

π

0
( ) ( ) ηµ πf x f x xdx′′+ =∫ . Να αποδείξετε ότι (0) 0f =  

και (π) πf = . 

 

24. ∆ίνεται η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή δεύτερη παράγωγο. Αν 

(0) (0) 1f f ′+ =  και (1) (1)f f e′+ =  να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ( )
1

0
( ) ( )

x
f x f x e dx

−′′ −∫ .  

 

25. ∆ίνεται η συνάρτηση 
2

( ) 2 3f x x x= − . Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
0

( ) ( )
x

e f x dx
α

αΙ = ∫  

και στη συνέχεια να βρείτε το όριο lim ( )
α

α
→−∞

Ι . 

 

 

Η άσκηση 26 λύνεται µε ανάλυση ενός κλάσµατος σε απλά 

1 2 1 2
( )( )

x

x x x x x x x x

α β+ Α Β
= +

− − − −
. 

 

26. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα:  

i.     
4

23

4

2

x
dx

x x

−
−∫  ii.   

1

20

1

4
dx

x −∫  iii.  
2

20

7

6

x
dx

x x

+
− −∫  

iv.   
1

20

2 1

5 6

x
dx

x x

+
− +∫  v.    

3

21

1x
dx

x x

−
+∫  vi.  

2

20

3 2

3 2

x
dx

x x

+
+ +∫  

 

 

Στις ασκήσεις 27-28 υπάρχουν συνδυασµοί των παραπάνω τεχνικών 

 

27. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα:  

i.     
2π

0
συν xdx∫  ii.   

1
ηµ(ln )

e

x dx∫  iii.  
ln 2

0

1

1

x

x

e
dx

e

−
+∫  

iv.   
4

1

ln x
dx

x
∫  v.    

3
1

0

x
e dx

+∫  vi.  
9

4 ( 1)

dx

x x −∫  

 

28. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύουν 

(0) 1f =  και (1) 2f = . Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα: 

α) 
1

20

( )

( ) ( )

f x
dx

f x f x

′

+∫    β) 
1

( )

0
( ) ( )

f x
f x f x e dx′∫  

 



Σχολείο: 1
ο
 ΓΕΛ Κοµοτηνής                                             

Καθηγητής: Νίκος Φωτιάδης                                                Μαθηµατικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου 

 

Ανισότητες µε ολοκληρώµατα 

 

            
 

• Έστω f  µια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και ,α β ∈∆  µε α β< . Αν ( ) 0f x ≥  

για κάθε x∈∆  τότε ( ) 0f x dx
β

α
≥∫ . 

•  Έστω f  µια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και ,α β ∈∆  µε α β< . Αν ( ) 0f x ≥  

για κάθε x∈∆  και το "=" δεν ισχύει για κάθε x∈∆  τότε ( ) 0f x dx
β

α
>∫ . 

• Έστω ,f g  δύο συναρτήσεις συνεχείς σε ένα διάστηµα ∆ και ,α β ∈∆  µε α β< . Αν 

( ) ( )f x g x≥  για κάθε x∈∆  τότε ( ) ( )f x dx g x dx
β β

α α
≥∫ ∫ . 

•  Έστω ,f g  δύο συναρτήσεις συνεχείς σε ένα διάστηµα ∆ και ,α β ∈∆  µε α β< . Αν 

( ) ( )f x g x≥  για κάθε x∈∆  και το "=" δεν ισχύει πάντα τότε ( ) ( )f x dx g x dx
β β

α α
>∫ ∫ . 

 

29. Να αποδείξετε ότι ( 1) ln( 1)x x x+ + ≥  για κάθε 1x > −  και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι 
1

1

0
( 1) 1

x
x dx e

++ > −∫ .  

 

30. Να αποδείξετε ότι 
3

ηµ
6

x
x x x− ≤ ≤  για κάθε 0x ≥  και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι 

1
2

0

13 1
ηµ

42 3
x dx< <∫ .  

 

31. Έστω : (0, )f +∞ → ℝ  µια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Για κάθε 0α >  να 

αποδείξετε ότι 
2 ( )

( ) ln 2 (2 ) ln 2
f x

f dx f
x

α

α
α α< <∫ . 

 

32. ∆ίνεται η συνάρτηση 

1

( ) xf x xe=  µε 0x > . Να βρείτε την ελάχιστη τιµή της συνάρτησης και 

να αποδείξετε ότι 
1

1

e
xe dx e>∫ .  

 

33. Έστω :[0,1]f →ℝ  µια συνεχής συνάρτηση µε ελάχιστη τιµή 1m =  και µέγιστη τιµή 2M = . 

Να αποδείξετε ότι  
1 1

0 0

1 1
( ) 2

2 ( )
f x dx dx

f x
< ⋅ <∫ ∫ . 

 

34. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f  για την οποία ισχύει ( ) 1f x′ <  για κάθε x∈ℝ .  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( )g x f x x= −  είναι γνησίως φθίνουσα. 

β) Να αποδείξετε ότι 
1

0

1 1
(1) ( ) (0)

2 2
f f x dx f− < < +∫ . 
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35. ∆ίνεται η συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση :[1, 2]f →ℝ  για την οποία ισχύει 

(1) 1f = −  και (2) 1f = . 

α) Να αποδείξετε ότι ( ( ) 1)( ( ) 1) 0f x f x− + ≤  για κάθε [1,2]x∈ . 

β) Να αποδείξετε ότι 
 2

2

 1
( ) 1f x dx ≤∫ . 

 

36. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  η οποία είναι παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε  

(0) 1f =   και  ( ) ( ) 2
xf x f x e′+ >  για κάθε x∈ℝ .  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
2

( ) ( )
x xg x e f x e= − , x∈ℝ  είναι γνησίως αύξουσα.  

β) Να αποδείξετε ότι ( )
xf x e<  για κάθε 0x < .  

γ) Να αποδείξετε ότι 
 0

 1

2
( ) 1xf x dx

e−
> −∫ . 

 

37. ∆ίνεται η συνάρτηση 
2

( ) ln( 1)f x x x= + + , x∈ℝ . 

α) Να αποδείξετε ότι 
2

1
( )

1
f x

x
′ =

+
 και να βρείτε την εφαπτοµένη της 

f
C  στο 

0
0x = .  

β) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κοίλη στο διάστηµα [0, )+∞ . 

γ) Να αποδείξετε ότι 
1

2

0
ln( 1) 1x x dx+ + <∫ . 

 

38. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )

x
e

f x
x

= , 0x > . 

α) Να µελετήσετε την f  ως προς την κυρτότητα. 

β) Να βρείτε την εφαπτοµένη της 
f

C  στο σηµείο της (2, (2))fΑ . 

γ) Να αποδείξετε ότι 
2

2

1

3
( )

8

e
f x dx >∫ . 

 

39. ∆ίνεται η συνάρτηση 

2

4
( )

1

x
f x

x
=

+
, x∈ℝ . 

α) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f  ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.  

β) Να αποδείξετε ότι 
1

1
(1 ηµ ) ( ) 1x f x dx

−
+ <∫ .  

γ) Να αποδείξετε ότι 
2

(2 ) ( ) ( )
x

x
xf x f t dt xf x< <∫  για κάθε 1x >  και να υπολογίσετε το όριο 

2

lim ( )
x

xx
f t dt

→+∞ ∫ . 

 

40. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  για την οποία ισχύει ( ) 0f x′′ >  για κάθε x∈ℝ . Αν 0α >  να 

αποδείξετε ότι  

α) ( ) (0) ( )f x f f xα′− ≤ , για κάθε [0, ]x α∈ . 

β) 
2

0
2 ( ) ( ) 2 (0)f x dx f f

α
α α α′< +∫ . 

 

 



Σχολείο: 1
ο
 ΓΕΛ Κοµοτηνής                                             

Καθηγητής: Νίκος Φωτιάδης                                                Μαθηµατικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου 

 

Ολοκλήρωµα παράγουσας - Ολοκλήρωµα αντίστροφης - Εµβαδόν 

 

Έστω F  µια παράγουσα της συνάρτησης f  στο διάστηµα ∆  και έστω ,α β ∈∆ . 

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x dx x F x dx xF x xF x dx xF x xf x dx
β β β ββ β

α αα α α α
′ ′= = − = −∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

41. Έστω F  µια παράγουσα της συνάρτησης 
2

( )
x

f x e
−=  στο ℝ  µε 

1
(1)

2
F = . Να υπολογίσετε το 

ολοκλήρωµα 
1

0
( )F x dx∫ . 

 

42. Έστω F  µια παράγουσα της συνάρτησης f  στο ℝ  για την οποία ισχύει ( ) 2 2F x x≥ +  για 

κάθε x∈ℝ  και (1) 4F = . Να αποδείξετε ότι 
1

0
( ) 1xf x dx <∫ . 

 

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα 
1
( )I f x dx

β

α

−= ∫  

• Θέτουµε 1
( )u f x−=  

• Λύνουµε ως προς x , δηλαδή ( )x f u= , και παραγωγίζουµε: ( )dx f u du′=  

• Τα νέα άκρα είναι 1
( )u f α−=  για x α=  και 1

( )u f β−=  για x β=  

Το ολοκλήρωµα γίνεται 
1

1

( )

( )
( )

f

f
I uf u du

β

α

−

−
′= ∫ . 

 

43. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ln 2f x x x= + . Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να 

υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
2 1

1

2
( )

e

f x dx
+ −∫ . 

 

44. ∆ίνεται η συνάρτηση 

1

( ) xf x e=  µε 0x > . 

α) Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να βρείτε την 
1f −
. 

β) Να υπολογίσετε το άθροισµα 
211

2

1

1

ln

e
x

e
e dx dx

x
+∫ ∫ .  

 

45. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνάρτηση για την οποία ισχύει 3
( ) ( )f x f x x+ =  για κάθε x∈ℝ .  

α) Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να βρείτε την 
1f −
. 

β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
2

0
( )f x dx∫ .  

 

• Εµβαδόν χωρίου ανάµεσα στην 
f

C , τον άξονα x x′  και τις ευθείες x α= , x β=  

( )E f x dx
β

α
= ∫  

Αν δεν δίνεται κάποιο από τα άκρα λύνουµε την εξίσωση ( ) 0f x = . 

• Εµβαδόν χωρίου ανάµεσα στις ,
f g

C C  και τις ευθείες x α= , x β=  

( ) ( )E f x g x dx
β

α
= −∫  

Αν δεν δίνεται κάποιο από τα άκρα λύνουµε την εξίσωση ( ) ( )f x g x= . 
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46. ∆ίνεται η συνάρτηση 
2

1
,   1

( )
ln

,   1

x

x
x

e
f x

x
x

x

− <
= 

 ≥


. 

Να αποδείξετε ότι η f  είναι συνεχής και να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που 

περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x x′  και τις ευθείες 

0x =  και x e= . 

 

47. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2 lnf x x x= − , 0x > . 

α) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f , τον άξονα x x′  και τις ευθείες x α= , 1x α= +  µε 0α >  είναι 

( ) 2 2 ln ( 1) ln( 1)α α α α α αΕ = + + − + + . 

β) Να βρείτε για ποια τιµή του 0α >  το εµβαδόν ( )αΕ  γίνεται ελάχιστο.  

 

48. ∆ίνεται η συνάρτηση 
2

( )f x x x α= + + , α ∈ℝ . Η εφαπτοµένη (ε) της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f  στο σηµείο τοµής της µε την ευθεία 2x =  τέµνει τον άξονα y y′  στο 

0
3y = − .   

α) Να αποδείξετε ότι 1α = .  

β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται µεταξύ της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f , της εφαπτοµένης (ε), του άξονα x x′  και της ευθείας 
3

5
x = . 

 

49. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 3 2
( ) 3 2ηµ θf x x x= − −  και την ευθεία 

2
2 2ηµ θy x= − − .  

 

50. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )
xf x eλ=  µε 0λ > . 

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f  που διέρχεται από την αρχή των αξόνων είναι η y exλ= . 

β) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του χωρίου, το οποίο περικλείεται µεταξύ της γραφικής 

παράστασης της f , της εφαπτοµένης (ε) και του άξονα y y′ , είναι 
2

2

e
E

λ
−

= . 

 

51. Θεωρούµε τη συνάρτηση 
2

( ) 2 ( 2)f x x= + −  µε 2x ≥ . 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση 
1f −
  και να βρείτε τον τύπο της.  

β) Να βρείτε τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f  και 1f −
 µε 

την ευθεία y x= .  

γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων f  και 1f −
.  

 

52. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )
xf x e= . Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x x′ , την εφαπτοµένη της 
f

C  που 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων και την ευθεία 1x = − .  


