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7. Συνέχεια συνάρτησης – Θεώρηµα Bolzano  

 

1. ∆ίνονται οι συναρτήσεις , :f g →ℝ ℝ  για τις οποίες ισχύει 2 2 2
( ) ( ) ηµf x g x x+ =  για κάθε 

x∈ℝ .  

(α) Να αποδείξετε ότι ( ) ηµf x x≤  για κάθε x∈ℝ .  

(β) Να αποδείξετε ότι οι ,f g  είναι συνεχείς στο 0. 

 

2. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει 3
( ( ) 1) ( )x f x f x x+ = +  για 

κάθε x∈ℝ . Να βρείτε τον τύπο της f . 

 

3. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής στο 0. Αν 
0

( )
lim 1 (0)
x

f x
f

x→
= +  να 

βρείτε το (0)f  και να υπολογίσετε το όριο 

2

0

ηµ ( )
lim

( )x

x f x

f x x→

+
+

. 

 

4. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνάρτηση για την οποία ισχύει 
( ) ( )f x f y

M
x y

−
<

−
, για κάθε ,x y∈ℝ  

µε x y≠ , όπου M  θετικός αριθµός.  

(α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι συνεχής.  

(β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( )g x f x Mx= −  είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ . 

 

5. ∆ίνονται οι συναρτήσεις , :f g →ℝ ℝ  για τις οποίες ισχύει ( ) ( ) 2 ( )f x g x f x< <  για κάθε 

x∈ℝ  και 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

= .  

(α) Να αποδείξετε ότι (0) 0f > . 

(β) Να αποδείξετε ότι η g  δεν είναι συνεχής στο 0. 

 

6. Έστω 

1

1 2

2
( ) lim

2

h h

h hh

x
f x

x x

+

+→+∞

+
=

+
, µε 0x > . Να βρείτε τον τύπο της f  και να αποδείξετε ότι 

είναι συνεχής. 

 

7. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  για την οποία ισχύει 
0

( )
lim

ηµx

xf x

x→
= +∞ . Να αποδείξετε ότι η 

f  δεν είναι συνεχής στο 0.  

 

8. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση εφxe x=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο 
π

0,
2

 
 
 

.  

 

9. ∆ίνεται η συνάρτηση 
3

( ) 1f x x x= + − .  

(α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
0

(0,1)x ∈  τέτοιος ώστε 
0

( ) 0f x = .  

(β) Αν 
0

x  είναι ο αριθµός του (α) ερωτήµατος να αποδείξετε ότι 
0

2

0

0

( )
lim 3 1
x x

f x
x

x x→
= +

−
. 
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10. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει 3 2
( ) ( ) ( ) 1

xf x f x f x xe+ + = −  

για κάθε x∈ℝ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

διάστηµα (0,1) .  

 

11. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει (0) 1f =  και (1) 1f = − . Να 

αποδείξετε ότι η εξίσωση 
3 2
( ) ( ) ( ) 1

xf x f x f x xe+ + = −  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

διάστηµα (0,1) . 

 

12. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε 
0

( )
lim 1

( 1)x

f x

f x→
= −

+
. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

( ) 0f x =  έχει µία τουλάχιστον ρίζα.  

 

13. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε (1) 0f ≠ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

( ) (1 )
0

1

f x f x

x x

−
+ =

−
 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,1) .  

 

14. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :[0,1]f →ℝ  µε 0 ( ) 1f x< <  για κάθε [0,1]x∈ . Να αποδείξετε 

ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
0

(0,1)x ∈  ώστε 3 2 2

0 0 0 0 0
( ) ( )f x x f x x x− = − .  

 

15. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :f →ℝ ℝ . Αν υπάρχει 
0

x ∈ℝ  τέτοιος ώστε 
2

0 0
(1) (1) (2) 0x f x f f+ + =  να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 ( ) (1) 0

x f x f− =  έχει µια 

τουλάχιστον πραγµατική ρίζα στο διάστηµα [1,2] . 

 

16. ∆ίνεται η συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε ( ) 0f x >  για κάθε x∈ℝ . 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 ( ) (1)f x f x=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (1, 2) . 

 

17. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε 
1

(1)
2

f =  και ( ) 0f x ≠  για κάθε x∈ℝ . Να 

αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) (2 )f x x x= −  έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστηµα (0, 2) . 

 

18. ∆ίνεται η συνάρτηση 
4 2

( ) 1f x x x xα β= + + − , όπου ,α β ∈ℝ .  

(α) Να υπολογίσετε τα όρια lim ( )
x

f x
→+∞

 και lim ( )
x

f x
→−∞

.  

(β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει δύο τουλάχιστον ετερόσηµες ρίζες.  

 

19. ∆ίνεται η συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση :[1,3]f →ℝ  µε (2) 0f = . Να 

αποδείξετε ότι η εξίσωση (2 1)f x x+ =  έχει ακριβώς µία πραγµατική ρίζα.  

 

20. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :[0, 4]f →ℝ  µε (0) (4)f f= . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

( ) (2 ) 2 ( 2)f x f x f x+ = +  έχει µία τουλάχιστον πραγµατική ρίζα.  
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21. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση 
π

: 0, [2, 4]
2

f
  →  

. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

(ηµ ) ηµ( ( )) 4f x f x x+ =  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα 
π

0,
2

 
 
 

. 

 

22. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε 
2

2

(1) ( )
lim

4x

f f x x

x
α

→

+
= ∈

−
ℝ . Να αποδείξετε ότι η 

εξίσωση ( ) 0f x =  έχει µία τουλάχιστον πραγµατική ρίζα. 

 

23. ∆ίνονται οι συναρτήσεις , :f g →ℝ ℝ  τέτοιες ώστε 2
( ) ( ) 2 ( ) 2g x f x f x= − +  για κάθε x∈ℝ . 

Έστω ότι η f  είναι συνεχής και 2 2
(0) (2) 4 (2) 4f f f+ = − . Να αποδείξετε ότι:  

(α) η γραφική παράσταση της g  είναι πάνω από τον x x′ . 

(β) (0) 0f =  και (2) 2f = .  

(γ) η g  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο.  

 

24. Έστω µια συνάρτηση :[0,1]f →ℝ  τέτοια, ώστε (0) 0f = , (1) 1f =  και 
3 2

( ( )) ( )f x f x x x− = − , για κάθε [0,1]x∈ . Να αποδείξετε ότι: 

 i) η f  δεν µπορεί να πάρει την τιµή 
1

2
. 

 ii) η f  δεν είναι συνεχής. 

 

25. Έστω συνάρτηση f  η οποία είναι συνεχής στο ℝ  και τέτοια, ώστε (0) (2) (1)f f f< < . Να 

αποδείξετε ότι η f  δεν είναι αντιστρέψιµη.  

 

26. Έστω µια συνάρτηση f  η οποία είναι συνεχής στο ℝ  και τέτοια ώστε 2
( ( )) ( )

xf x xf x e+ ≥ , 

για κάθε x∈ℝ . Αν η γραφική παράσταση της f  τέµνει τον άξονα y y′  στο σηµείο (0,1) να 

αποδείξετε ότι ( ) 0f x > , για κάθε x∈ℝ . 

 

27. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση µε (0) 1f =  και 2 2
( ) 1f x x= +  για κάθε x∈ℝ . Να 

βρείτε τον τύπο της f . 

 

28. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση µε (0) 1f =  και 2
( ) 1 2 ( )f x xf x= −  για κάθε x∈ℝ . 

Να υπολογίσετε το όριο lim ( )
x

f x
→+∞

. 

 

29. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση µε (0) 0f =  και ( ) ( )
2

f x f x
e x e

−+ =  για κάθε x∈ℝ . 

Να αποδείξετε ότι η f  είναι περιττή. 

 

30. Έστω :f →ℝ ℝ  µια συνεχής συνάρτηση µε 2 2
( ) 2 1f x x x= − +  για κάθε x∈ℝ . Να βρείτε 

τον τύπο της f . 

 


