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ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ:  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  

ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙ∆ΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4) 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Αν 
1 2
,z z ∈ℂ , να αποδείξετε ότι 

1 2 1 2
z z z z⋅ = .  

Μονάδες 7 

Α2. Πότε δύο συναρτήσεις f  και g  λέγονται ίσες; 

Μονάδες 4 

Α3. Πότε µια συνάρτηση f  λέγεται συνεχής σε ένα κλειστό 

διάστηµα [ , ]α β ; 

Μονάδες 4 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη 

λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασµένη. 
 

α) Για κάθε µιγαδικό αριθµό z  ισχύει 
2 2

z z= . 

β) Μια συνάρτηση :f Α→ ℝ  είναι συνάρτηση 1-1, αν και 

µόνο αν για οποιαδήποτε 
1 2
,x x ∈Α  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν 
1 2

x x= , τότε 
1 2

( ) ( )f x f x= . 

γ) Αν 1α >  τότε lim 0
x

x
α

→−∞
= . 

δ) Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 
0

x  και η συνάρτηση 

g  είναι συνεχής στο 
0

x , τότε η σύνθεσή τους g f�  είναι 

συνεχής στο 
0

x . 

ε) Αν µια συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ 

και δε µηδενίζεται σ ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για 
κάθε x∈∆  ή είναι αρνητική για κάθε x∈∆ , δηλαδή 
διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆. 

Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β 

∆ίνονται δύο συναρτήσεις ,f g  για τις οποίες ισχύει 
2

( )( ( ) 1) 1f x g x x− = +  για κάθε x∈ℝ . Η συνάρτηση f  είναι συνεχής 

στο ℝ  και ισχύουν οι σχέσεις  

(0) 3f = −  και lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= . 

Β1. Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x ≠  για κάθε x∈ℝ  και να βρείτε το 

πρόσηµο της f . 

Μονάδες 8 

Β2. Να αποδείξετε ότι ( ) 1g x <  για κάθε x∈ℝ . 

Μονάδες 4 

Β3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
0

(0,1)x ∈  τέτοιο 

ώστε 
0 0

( )g x x= . 

Μονάδες 8 

Β4. Να υπολογίσετε το όριο 

2
1

lim
( )

x

x

e

f x

−

→+∞

+
. 

Μονάδες 5 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί 
1 2
,z z  για τους οποίους ισχύει  

       1

1

3
1

3

z

z

−
=

+
  και  2

2

2 2
2

2

z i

z i

−
=

+
, 

1
3z ≠ − , 

2
2z i≠ .    (1) 

 

Γ1. Να αποδείξετε ότι ο 
1

z  είναι φανταστικός. 

Μονάδες 5 

Γ2. Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του 
2

z . 

Μονάδες 6 

Γ3. Αν η εικόνα του 
1

z  ανήκει και στην ευθεία 2x y+ =  να 

αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του z  για 

τους οποίους ισχύει 
1 2

5 2Im( )z z z− − =  είναι κύκλος που 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
Μονάδες 4 
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Γ4. Έστω 
1 2
,z z  µιγαδικοί που επαληθεύουν τις σχέσεις (1) µε 

1 2
Im( ) Re( )z z x= = , όπου x∈ℝ . Θεωρούµε τη συνάρτηση 

1 2
( )f x z z= − . 

α. Να αποδείξετε ότι 
2 9

( ) 2 3
4

f x x x= − + , για κάθε x∈ℝ  και  

    ότι η f  παρουσιάζει ελάχιστο για 
3

4
x = . 

Μονάδες 6 

β. Να υπολογίσετε το όριο ( )lim ( ) 2
x

f x x
→+∞

− .  

Μονάδες 4 

 
ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Να αποδείξετε ότι για όλους τους µιγαδικούς αριθµούς ,z w  ισχύει η 

σχέση  
2 2 2

2 4 4Im( )z iw z w zw− = + + . 

Μονάδες 6 

∆2. Έστω µια συνάρτηση f  η οποία είναι συνεχής και γνησίως 

µονότονη στο ℝ  και έχει σύνολο τιµών το ανοιχτό διάστηµα 

(0, )+∞ . Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς 1 (1)z f i= − +  και 
1

4 (1)w f i
−= − +  για τους οποίους ισχύει η σχέση  

2 21
Im( )

4
z w zw+ = − . 

α. Να αποδείξετε ότι 2w iz= . 
Μονάδες 4 

β. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f  και g  µε  

    ( ) (2 ( ))g x f x f x x= − −  είναι γνησίως φθίνουσες στο ℝ . 

Μονάδες 4 

γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
1

2 ( ) ( )x f x f x
−− =  έχει   

    µοναδική ρίζα στο διάστηµα (1,2) . 

Μονάδες 5 

  δ. Να υπολογίσετε τα όρια 
( ) 2

lim
1 ( )x

f x

f x→−∞

+
−

 και lim ( )ηµ
x

f x x
→+∞

 
  .  

Μονάδες 6 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ  ΣΕΛΙ∆ΑΣ  - Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ 

ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ  
 

 
Ο∆ΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζοµένους) 

 

1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόµενο µάθηµα. Στο 

εσώφυλλο πάνω-πάνω να συµπληρώσετε τα ατοµικά στοιχεία 

µαθητή. Στην αρχή των απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την 

ηµεροµηνία και το εξεταζόµενο µάθηµα. Να µην αντιγράψετε τα 

θέµατα στο τετράδιο και να µην γράψετε πουθενά στις απαντήσεις 

σας το όνοµά σας. 

2. Να γράψετε το ονοµατεπώνυµό σας στο πάνω µέρος των 

φωτοαντιγράφων αµέσως µόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σηµειώσεις 

σας πάνω στα θέµατα δεν θα βαθµολογηθούν σε καµία περίπτωση. 

Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε µαζί µε το τετράδιο και τα 

φωτοαντίγραφα. 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέµατα µόνο µε µπλε ή 

µόνο µε µαύρο στυλό µε µελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, 

και µόνο για πίνακες, διαγράµµατα κλπ . 

4. Κάθε απάντηση επιστηµονικά τεκµηριωµένη είναι αποδεκτή. 

5. ∆ιάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες µετά τη διανοµή των 

φωτοαντιγράφων. 

6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: 13.00. 

 
  

KΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
 

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ  
 

 
 


