
ΑΣΚΗΣΗ 
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Έστω ′Α  το συµµετρικό του Α ως προς τη ΒΓ, ′Β  το 

συµµετρικό του Β ως προς την ΑΓ και ′Γ  το συµµετρικό του Γ ως προς την ΑΒ. 

Έστω ακόµη ∆, Ε, Ζ τα κέντρα των περιγεγραµµένων κύκλων των τριγώνων ′Α ΒΓ , 

′ΑΒ Γ , ′ΑΒΓ  αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

(α) Οι περιγεγραµµένοι κύκλοι των τριγώνων ′Α ΒΓ , ′ΑΒ Γ , ′ΑΒΓ  διέρχονται από 

το ίδιο σηµείο.  

(β) Τα ευθύγραµµα τµήµατα Α∆, ΒΕ, ΓΖ συντρέχουν.  

 

 
Σχήµα 1 

 

Απόδειξη 
(α) Η ′ΑΑ  είναι κάθετη στη ΒΓ άρα η ′ΑΑ  βρίσκεται πάνω στο ύψος του τριγώνου 

ΑΒΓ από την κορυφή Α. Οµοίως οι ′ΒΒ  και ′ΓΓ  βρίσκονται πάνω στα ύψη του 

τριγώνου ΑΒΓ από τις κορυφές Β και Γ αντίστοιχα. Άρα οι ′ΑΑ , ′ΒΒ , ′ΓΓ  

τέµνονται σε ένα σηµείο Η που είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. (Σχήµα 2) 

 

Θα αποδείξουµε ότι ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ′Α ΒΓ  διέρχεται από το 

σηµείο Η. ∆ηλαδή θα αποδείξουµε ότι το τετράπλευρο ′Α ΒΗΓ  είναι εγγράψιµο. 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι � �′ ′Α ΗΒ = Α ΓΒ . 

Είναι � �′Α ΗΒ = ΑΓΒ  ως συµπληρωµατικές της γωνίας �ΗΒΓ .  

Ακόµη � �′Α ΓΒ = ΑΓΒ  γιατί είναι συµµετρικές ως προς τη ΒΓ. 
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Άρα � �′ ′Α ΗΒ = Α ΓΒ .  

Οµοίως αποδεικνύουµε ότι και οι περιγεγραµµένοι κύκλοι των τριγώνων ′ΑΒ Γ  και 
′ΑΒΓ  διέρχονται από το Η.  

 
Σχήµα 2 

 

(β) Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα Α∆, ΒΕ, ΓΖ 

συντρέχουν. 

Έστω Κ το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. (Σχήµα 3)  

Το τρίγωνο ΒΚΓ είναι ισοσκελές µε ΚΒ = ΚΓ  αφού το Κ είναι το περίκεντρο του 

τριγώνου ΑΒΓ. Ακόµη τα τρίγωνα ΒΓΚ και ΒΓ∆ είναι ίσα γιατί είναι συµµετρικά ως 

προς τη ΒΓ. Άρα ΚΒ = ΚΓ = ∆Β = ∆Γ  οπότε το τετράπλευρο Β∆ΓΚ είναι ρόµβος. 

Τότε � �∆ΒΓ = ΒΓΚ . 

Οµοίως το τετράπλευρο ΑΕΓΚ είναι ρόµβος οπότε � �ΕΑΓ = ΑΓΚ . 

Προσθέτοντας τις δύο τελευταίες ισότητες παίρνουµε  
� � � � �∆ΒΓ +ΕΑΓ = ΒΓΚ + ΑΓΚ = ΑΓΒ .    (1)  
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Σχήµα 3 

 

Έστω Μ το σηµείο τοµής των Α∆, ΒΕ και Θ το σηµείο τοµής των Α∆, ΒΓ. (Σχήµα 4) 

Θα αποδείξουµε ότι το τετράπλευρο ΑΒ∆Ε είναι παραλληλόγραµµο.  

Τα τρίγωνα ′Α ΒΓ , ′ΑΒ Γ  είναι ίσα γιατί και τα δύο είναι συµµετρικά του τριγώνου 

ΑΒΓ. Άρα οι περιγεγραµµένοι κύκλοι τους είναι ίσοι οπότε ΑΕ = Β∆  ως ακτίνες 

ίσων κύκλων. Έτσι αρκεί να αποδείξουµε ότι //ΑΕ Β∆ .  

Στο τρίγωνο ΑΓΘ είναι  

� � �ο
180 −ΑΘΓ = ΘΑΓ+ ΑΓΘ     (2) 

Στο τρίγωνο Β∆Θ είναι  

� � � � � � � �
(2)

ο ο
180 180Β∆Θ = −ΒΘ∆ −∆ΒΘ = −ΑΘΓ−∆ΒΘ = ΘΑΓ+ ΑΓΘ−∆ΒΘ =  

� � �
(1)

=ΘΑΓ +ΕΑΓ = ΕΑΘ . 

Άρα //ΑΕ Β∆ .  

Αφού το ΑΒ∆Ε είναι παραλληλόγραµµο οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται, οπότε το Μ 

είναι το µέσο των Α∆, ΒΕ. 

Οµοίως αποδεικνύουµε ότι το ΑΖ∆Γ είναι παραλληλόγραµµο οπότε το Μ είναι το 

µέσο των Α∆, ΓΖ.  

Έτσι τα τµήµατα Α∆, ΒΕ, ΓΖ διέρχονται από το ίδιο σηµείο Μ. 
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Σχήµα 4 
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