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Περίληψη 
Τα δυναµικά συστήµατα είναι ένας κλάδος της επιστήµης που αναπτύχθηκε 

για να περιγράψει φυσικά φαινόµενα που εξελίσσονται στο χρόνο. Στο 

ξεκίνηµά τους τα δυναµικά συστήµατα ήταν ένας κλάδος της φυσικής, 

σύντοµα όµως οι ιδέες και οι µέθοδοι τους βρήκαν εφαρµογές και σε άλλες 

επιστήµες όπως στη βιολογία, στη χηµεία και στη µηχανική των ρευστών. 

Συστήµατα που εξελίσσονται στο χρόνο µπορεί να παρουσιάζουν κάποια 

κανονικότητα π.χ. να καταλήγουν σε κάποια σταθερή κατάσταση ή να 

εµφανίζουν περιοδικότητα, µπορεί όµως να εµφανίζουν και µια εξαιρετικά 

παράξενη συµπεριφορά που επικράτησε να ονοµάζεται χαοτική. Στην εργασία 

αυτή µελετάµε απλά πληθυσµιακά βιολογικά µοντέλα τα οποία εµφανίζουν 

χαοτική συµπεριφορά.  

 

Abstract 

‘Dynamical systems’ is a scientific discipline which was developed in order 

to describe natural phenomena evolving over time. At its beginnings, 

dynamical systems used to be a branch of physics but soon its ideas and 

methods found application in other disciplines such as biology, chemistry 

and fluid mechanics. Systems that develop over time could present with 

certain regularities, e.g. they may settle down in a steady state or they may 

exhibit some periodicity, but, they could also develop some unusual 

behaviors which could be described as chaotic.  In this paper we present 

some simple biological population models displaying chaotic behavior.  

 

Λέξεις κλειδιά: πληθυσµιακά µοντέλα, δυναµικά συστήµατα, χάος. 
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Εισαγωγή  

Ο Νεύτωνας σκέφτηκε να περιγράψει την κίνηση ενός συστήµατος 

σωµάτων µε εξισώσεις, συγκεκριµένα µε διαφορικές εξισώσεις, αφού η 

επιτάχυνση είναι ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας και η ταχύτητα ο 

ρυθµός µεταβολής της θέσης. Το παράδειγµα αυτό αποτελεί ένα από τα 

πρώτα µαθηµατικά µοντέλα που χρησιµοποιήθηκε µε επιτυχία για να 

περιγράψει ένα φυσικό φαινόµενο. Η πρωτοπόρα σκέψη του Νεύτωνα 

επεκτάθηκε από τις επόµενες γενιές επιστηµόνων οι οποίοι χρησιµοποίησαν 

τις διαφορικές εξισώσεις για να περιγράψουν την εξέλιξη στο χρόνο 

διαφόρων φυσικών συστηµάτων. ∆ηµιουργήθηκε έτσι ένας νέος κλάδος της 

επιστήµης που ονοµάστηκε ∆υναµικά Συστήµατα. Όταν ο χρόνος είναι 

συνεχής χρησιµοποιούνται διαφορικές εξισώσεις για την περιγραφή του 

συστήµατος, ενώ αν ο χρόνος θεωρηθεί διακριτός, για παράδειγµα αν η 

µεταβολή του συστήµατος γίνεται ανά µήνα, τότε η περιγραφή του 

συστήµατος γίνεται µε εξισώσεις διαφορών.  

Η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων δεν είναι πάντα εφικτή, ειδικά 

όταν αυτές δεν είναι γραµµικές. Έτσι, από τη µελέτη των πρώτων 

παραδειγµάτων σχηµατίστηκε η εσφαλµένη άποψη ότι η κίνηση των υπό 

εξέταση σωµάτων παρουσιάζει µια κανονικότητα. Τα σώµατα είτε 

καταλήγουν σε µια κατάσταση ευσταθούς ισορροπίας είτε κινούνται για 

πάντα εκτελώντας περιοδικές κινήσεις (πλανήτες). Σε κάθε περίπτωση η 

θέση τους είναι προβλέψιµη µε την έννοια ότι αν γνωρίζουµε τη διαφορική 

εξίσωση που περιγράφει την κίνηση ενός σώµατος (νόµος) και την 

κατάστασή του κάποια χρονική στιγµή (αρχικές τιµές) τότε η λύση της 

διαφορικής εξίσωσης (πρόβληµα αρχικών τιµών) µας δίνει τη δυνατότητα 

να γνωρίζουµε τη θέση του σώµατος οποιαδήποτε χρονική στιγµή στο 

µέλλον.  

Σύντοµα όµως από τη µελέτη µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων 

έγινε αντιληπτό ότι υπάρχει και ένα άλλο είδος κίνησης η οποία είναι τόσο 

ακανόνιστη και εξαιρετικά πολύπλοκη που δεν επιτρέπει την πρόβλεψη 

µελλοντικών καταστάσεων σε µεγάλο βάθος χρόνου. Αυτό το είδος της 

συµπεριφοράς ονοµάστηκε χαοτικό. ∆εν υπάρχει ένας µοναδικός ορισµός 

που να περιγράφει τη χαοτική συµπεριφορά. Οι διάφοροι ορισµοί που έχουν 

δοθεί, παρά τις όποιες τεχνικές µικροδιαφορές τους, περιγράφουν µια 

κατάσταση στην οποία η κίνηση δεν εµφανίζει περιοδικότητα, ενώ 

ταυτόχρονα υπάρχει ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες. Ο 

Poincaré ήταν ο πρώτος που διαπίστωσε την ύπαρξη αυτής της παράξενης 

κίνησης καθώς µελετούσε το πρόβληµα των τριών σωµάτων. Συγκεκριµένα 

ο Poincaré µελέτησε θεωρητικά την κίνηση τριών ουράνιων σωµάτων που 
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κινούνται στο ίδιο επίπεδο. Θεώρησε ότι τα δύο από αυτά έχουν πολύ 

µεγάλη µάζα και το τρίτο είναι πολύ µικρό και διαπίστωσε ότι η κίνηση του 

µικρότερου σώµατος µπορεί να είναι ακανόνιστη [1].  

Η µελέτη των δυναµικών συστηµάτων αρχικά περιορίζονταν στη 

µελέτη προβληµάτων της φυσικής, όµως στη συνέχεια επεκτάθηκε σε άλλες 

επιστήµες µεταξύ των οποίων η βιολογία [2], [3]. Τα άρθρα του R. May [4], 

[5] δείχνουν ότι απλές εξισώσεις διαφορών, που προκύπτουν από βιολογικά 

πληθυσµιακά µοντέλα, µπορεί να εµφανίσουν εξαιρετικά πολύπλοκη 

δυναµική συµπεριφορά.  

 

Το πρόβληµα του Fibonacci 

Η µαθηµατική µοντελοποίηση του πληθυσµού ενός βιολογικού 

συστήµατος γίνεται µε κάποιες παραδοχές. Ένα ιστορικό, αλλά µη 

ρεαλιστικό, παράδειγµα αποτελεί το παρακάτω πρόβληµα, το οποίο 

αποδίδεται στον Fibonacci. Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα βιολογικό σύστηµα 

το οποίο αποτελείται από κουνέλια. Για το σύστηµα αυτό υποθέτουµε ότι 

• τα νεογέννητα κουνέλια ενηλικιώνονται σε ένα µήνα 

• κάθε ζευγάρι ενήλικων κουνελιών κάθε µήνα φέρνει στη ζωή ένα 

αρσενικό και ένα θηλυκό κουνέλι 

• τα κουνέλια δεν πεθαίνουν ποτέ 

• υπάρχει άφθονη τροφή και χώρος για όλα τα κουνέλια 

• το σύστηµα είναι αποµονωµένο, δηλαδή τα κουνέλια δεν απειλούνται 

από άλλα ζώα ή κυνηγούς 

• αρχικά υπάρχουν δύο ενήλικα κουνέλια, ένα αρσενικό και ένα θηλυκό   

 

Η µεταβολή του πλήθος των ζευγαριών των κουνελιών γίνεται ανά 

µήνα. Έστω 0x  το αρχικό πλήθος των ζευγαριών, 1x  το πλήθος των 

ζευγαριών τον πρώτο µήνα, 2x  το πλήθος των ζευγαριών το δεύτερο µήνα 

κλπ. Συµβολίζουµε λοιπόν µε 
n

x  το πλήθος των ζευγαριών στο τέλος του 

n − οστού µήνα. Από τα 
n

x  ζευγάρια ορισµένα είναι ενήλικα, τα 

συµβολίζουµε µε 
n
ε , και τα υπόλοιπα είναι ανήλικα, τα συµβολίζουµε µε 

n
α . Έτσι έχουµε 

n n n
x ε α= + . 

Σύµφωνα µε τις υποθέσεις το πλήθος των ενήλικων ζευγαριών στο 

τέλος κάποιου µήνα είναι ίσο µε το πλήθος όλων των ζευγαριών του 

προηγούµενου µήνα αφού τα ενήλικα παραµένουν στη ζωή ενώ τα ανήλικα 

ενηλικιώνονται. Άρα 1n n
xε −= .  
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Ακόµη, το πλήθος των ανήλικων ζευγαριών στο τέλος κάποιου µήνα 

είναι ίσο µε το πλήθος των ενήλικων ζευγαριών του προηγούµενου µήνα 

αφού κάθε ζευγάρι ενήλικων δηµιουργεί ένα ζευγάρι ανήλικων. Άρα 

1n n
α ε −= .  

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η ισότητα 
n n n

x ε α= +  γίνεται 

1 1n n n
x x ε− −= + . Όµως 1 2n n

xε − −= , οπότε τελικά έχουµε  

1 2n n n
x x x− −= + , για 2n ≥ . 

 

Το εκθετικό µοντέλο 

Το µοντέλο αυτό είναι ένα από τα πρώτα δηµογραφικά µοντέλα. 

Αναπτύχθηκε από τον Malthus το 1798 για τη µελέτη της αύξησης του 

ανθρώπινου πληθυσµού. Για το πληθυσµιακό µοντέλο κάνουµε τις 

παρακάτω υποθέσεις 

• ο πληθυσµός µεταβάλλεται σε διακριτές χρονικές περιόδους, π.χ. ανά 

εβδοµάδα 

• το ποσοστό των γεννήσεων κάθε εβδοµάδα είναι σταθερό και ίσο µε α  

• το ποσοστό των θανάτων κάθε εβδοµάδα είναι σταθερό και ίσο µε β  

 

Υποθέτουµε ότι ο πληθυσµός αρχικά είναι 0x , ενώ n  εβδοµάδες µετά ο 

πληθυσµός είναι 
n

x . Αφού το ποσοστό των γεννήσεων σε µία εβδοµάδα 

είναι ίσο µε α  το πλήθος των γεννήσεων από την εβδοµάδα n  στην 

εβδοµάδα 1n +  είναι ίσο µε 
n

xα . Ανάλογα, το πλήθος των θανάτων το ίδιο 

χρονικό διάστηµα είναι ίσο µε 
n

xβ . Έτσι, στο τέλος της 1n +  εβδοµάδας ο 

πληθυσµός είναι 1n n n n
x x x xα β+ = + − , ή ισοδύναµα,  

1n n
x xκ+ =  

όπου 1κ α β= + − . Η λύση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών είναι 

0

n

n
x xκ= .  

Αν το ποσοστό των γεννήσεων είναι µεγαλύτερο από το ποσοστό των 

θανάτων τότε 1κ >  και ο πληθυσµός παρουσιάζει εκθετική αύξηση. 

Αντίθετα αν το ποσοστό των γεννήσεων είναι µικρότερο από το ποσοστό 

των θανάτων τότε 1κ <  και ο πληθυσµός παρουσιάζει εκθετική µείωση 

(σχήµα 1). 
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Σχήµα 1 

 

Η λογιστική απεικόνιση 

Στο εκθετικό µοντέλο είδαµε ότι η µεταβολή του πληθυσµού είναι 

ανάλογη του πληθυσµού, 1n n n
x x Lx+ − = , όπου L α β= − . Το εκθετικό 

µοντέλο, στην περίπτωση που είναι 0L > , προβλέπει ανεξέλεγκτη αύξηση 

του πληθυσµού. το οποίο δεν είναι ρεαλιστικό. Θα περιµέναµε ότι σε 

περίπτωση που ο πληθυσµός ξεπεράσει κάποια κρίσιµη τιµή τότε λόγω 

έλλειψης της τροφής και του χώρου θα έπρεπε να ακολουθήσει κάποια 

µείωση του πληθυσµού. Στην προσπάθεια βελτίωσης του εκθετικού 

µοντέλου σε αυτή την κατεύθυνση ο Verhulst [6] πρότεινε το µοντέλο 

1 ( )
n n n n

x x Lx M x+ − = − , όπου ,L M  είναι θετικές σταθερές. Παρατηρούµε 

ότι όταν η τιµή 
n

x  του πληθυσµού είναι µικρότερη από M  το γινόµενο 

( )
n n

Lx M x−  είναι θετικό, οπότε 1n n
x x+ > . Αντίθετα, όταν η τιµή 

n
x  του 

πληθυσµού είναι µεγαλύτερη από M  το γινόµενο ( )
n n

Lx M x−  είναι 

αρνητικό, οπότε 1n n
x x+ < . 

Για λόγους απλοποίησης αντί για την εξίσωση διαφορών  

1 ( )
n n n n

x x Lx M x+ − = −    (1)  

θα µελετήσουµε τη δυναµική της εξίσωσης  

1 (1 )
n n n

x x xκ+ = − .    (2) 

Στην πραγµατικότητα οι εξισώσεις διαφορών (1) και (2) είναι ισοδύναµες 

αφού η αντικατάσταση 
1

n n

LM
x y

L

+
=  µετασχηµατίζει, µετά από πράξεις, 

την (1) στην 1 (1 )
n n n

y y yκ+ = − , όπου 1 LMκ = + . 

Η εξίσωση διαφορών (2) είναι γνωστή ως λογιστική εξίσωση και 

παρουσιάζει µια εξαιρετικά πλούσια δυναµική συµπεριφορά για διάφορες 

τιµές της σταθεράς κ .  

 



 

 

 

 

 

 

34
ο
 Πανελλήνιο Συνέδριο Μαθηµατικής Παιδείας 

 

Αν (0, 4]κ ∈  και 0 [0,1]x ∈  τότε 1 [0,1]x ∈ . Πράγµατι, από την ισότητα 

1 0 0(1 )x x xκ= −  προκύπτει άµεσα ότι 1 0x ≥ . Επιπλέον, από την ανισότητα 

0 0

1
(1 )

4
x x− ≤  που ισχύει για κάθε 0x ∈ℝ  παίρνουµε 0 0(1 ) 1

4
x x

κ
κ − ≤ ≤ . 

Με µαθηµατική επαγωγή προκύπτει ότι [0,1]
n

x ∈  για κάθε n∈ℕ .  

Η εξίσωση 1 (1 )
n n n

x x xκ+ = − , (0, 4]κ ∈  είναι ένα µαθηµατικό µοντέλο 

που περιγράφει τον πληθυσµό 
n

x  κάποιου είδους τη χρονική στιγµή n . 

Σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο αν η αρχική τιµή 0x  του 

πληθυσµού βρίσκεται στο διάστηµα [0,1]  τότε σε κάθε χρονική στιγµή ο 

πληθυσµός βρίσκεται στο ίδιο διάστηµα
1
.  

Η εξίσωση διαφορών 1 ( )
n n

x f x+ =  είναι ένα διακριτό δυναµικό 

σύστηµα 1ης τάξης. Στο εκθετικό µοντέλο είναι ( )f x xκ= , ενώ στο 

λογιστικό µοντέλο είναι ( ) (1 )f x x xκ= − . Ένα διακριτό δυναµικό σύστηµα 

1ης τάξης είναι µια αναδροµική σχέση που για κάθε αρχική τιµή 0x  ορίζει 

µια ακολουθία. Η συµπεριφορά της ακολουθίας καθώς n →∞  είναι το 

κύριο αντικείµενο της µελέτης ενός διακριτού δυναµικού συστήµατος. 

Ένα σηµείο α  λέγεται σταθερό σηµείο (ή σηµείο ισορροπίας) για το 

δυναµικό σύστηµα 1 ( )
n n

x f x+ =  αν ( )f α α= . Το εκθετικό µοντέλο µε 

1κ ≠  έχει µοναδικό σταθερό σηµείο το 0, ενώ το λογιστικό µοντέλο έχει 

δύο σταθερά σηµεία, το 0 και το 
1κ

κ

−
.  

Για τιµές της παραµέτρου κ  στο διάστηµα (0,3]  η δυναµική 

συµπεριφορά του λογιστικού µοντέλου είναι αρκετά απλή. Συγκεκριµένα:  

• Αν (0,1]κ ∈  τότε lim 0
n

n
x

→∞
=  για κάθε 0 [0,1]x ∈ . ∆ηλαδή, ο πληθυσµός 

τείνει να εξαφανιστεί.  

• Αν (1,3]κ ∈  τότε 
1

lim
n

n
x

κ

κ→∞

−
=  για κάθε 0 (0,1)x ∈ . ∆ηλαδή, ο 

πληθυσµός τείνει σε µια σταθερή τιµή.  

Παρατηρούµε ότι κάποιο από τα δύο τα σταθερά σηµεία του λογιστικού 

µοντέλου λειτουργεί ως ελκυστής, δηλαδή, όποια και αν είναι η αρχική τιµή 

                                                           
1
 Ο αριθµός 1 στο διάστηµα [0,1] µπορεί να σηµαίνει 1 χιλιάδα, 1 εκατοµµύριο ή 

οποιοδήποτε συγκεκριµένο πλήθος που αποτελεί ένα όριο το οποίο δεν µπορεί να 

ξεπεράσει ο πληθυσµός. 
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0x  του πληθυσµού σε βάθος χρόνου ο πληθυσµός είτε θα εξαφανιστεί, είτε 

θα καταλήξει σε κάποια σταθερή τιµή. (Σχήµα 2) 

 

 

     
Σχήµα 2 

 

Αν η παράµετρος κ  πάρει τιµές λίγο µεγαλύτερες από το 3 τότε 

εµφανίζονται δύο περιοδικά σηµεία  
2

1

1 2 3

2

κ κ κ
α

κ

+ − − −
=      και   

2

2

1 2 3

2

κ κ κ
α

κ

+ + − −
=  

περιόδου 2. Ένα σηµείο α  λέγεται περιοδικό µε περίοδο 2 για το δυναµικό 

σύστηµα 1 ( )
n n

x f x+ =  αν ( ( ))f f α α=  και ( )f α α≠ . Τα σηµεία 1 2,α α  

είναι ελκτικά, δηλαδή, για οποιαδήποτε αρχική τιµή 0x  του πληθυσµού, 

εκτός κάποιων εξαιρέσεων, σε βάθος χρόνου η τιµή του πληθυσµού 

παρουσιάζει µία ταλάντωση ανάµεσα στις τιµές 1 2,α α . Οι εξαιρέσεις που 

αναφέρονται πιο πάνω είναι τα σταθερά σηµεία ή σηµεία που µετά από 

κάποιο χρόνο καταλήγουν σε κάποιο σταθερό σηµείο. Στο σχήµα 3 φαίνεται 

η εξέλιξη του πληθυσµού για δύο διαφορετικές αρχικές τιµές 0x  και 

3, 2κ = . Το σχήµα στα αριστερά είναι αυτό που εµφανίζεται για 

οποιαδήποτε σχεδόν τιµή του 0x . Όµως για αρχική τιµή 0 0.1097x ≃  είναι 

1 0,3125x =  και 2 0,6875x =  που είναι το σταθερό σηµείο.  

                  
Σχήµα 3 
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Καθώς η παράµετρος κ  παίρνει όλο και µεγαλύτερες τιµές 

εµφανίζονται 4 περιοδικά ελκτικά σηµεία, 8 περιοδικά ελκτικά σηµεία κλπ. 

Είναι το φαινόµενο του διπλασιασµού της περιόδου. Στο σχήµα 4 φαίνεται 

η τυπική εξέλιξη του πληθυσµού για 3,55κ = . Σε βάθος χρόνου η τιµή του 

πληθυσµού κάνει κατά προσέγγιση µια περιοδική ταλάντωση µε περίοδο 4. 

Υπάρχουν όµως κάποιες αρχικές τιµές 0x  που καταλήγουν είτε στα 

σταθερά σηµεία, είτε στα σηµεία µε περίοδο 2.   

 
Σχήµα 4 

 

Καθώς η τιµή της παραµέτρου κ  πλησιάζει την τιµή 4 η δυναµική 

συµπεριφορά του λογιστικού µοντέλου γίνεται όλο και πιο περίπλοκη, 

µάλιστα για κάποιες τιµές το µοντέλο γίνεται χαοτικό.  

 

Ορισµός 

Έστω :[ , ] [ , ]f α β α β→ . Το δυναµικό σύστηµα 1 ( )
n n

x f x+ = , λέγεται 

χαοτικό αν  

α) έχει ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες,  

β) είναι τοπολογικά µεταβατικό,  

γ) το σύνολο των περιοδικών σηµείων του είναι πυκνό στο [ , ]α β .  

 

Το δυναµικό σύστηµα 1 ( )
n n

x f x+ =  έχει ευαίσθητη εξάρτηση στις 

αρχικές συνθήκες αν υπάρχει 0δ >  τέτοιος ώστε για κάθε 0 [ , ]x α β∈  και 

κάθε 0ε >  υπάρχουν 0 0 0( , )y x xε ε∈ − +  και n∈ℕ  τέτοιοι ώστε 

n nx y δ− > . ∆ηλαδή για κάθε αρχική τιµή 0x  υπάρχουν σηµεία 0y  

οσοδήποτε κοντά στο 0x  τέτοια ώστε οι όροι ,
n n

x y  να απέχουν 

τουλάχιστον κατά δ  για κάποια τιµή του n . Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι 

δύο αρχικές τιµές 0 0,x y  µπορεί να διαφέρουν ελάχιστα µεταξύ τους όµως οι 
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όροι των ακολουθιών ,
n n

x y  µπορεί να διαφέρουν σηµαντικά µετά από 

κάποια τιµή του n .  

Το δυναµικό σύστηµα 1 ( )
n n

x f x+ =  λέγεται τοπολογικά µεταβατικό αν 

υπάρχει 0 [ , ]x α β∈  µε την ιδιότητα: Για κάθε [ , ]y α β∈  και κάθε 0ε >  

υπάρχει n∈ℕ  τέτοιος ώστε ( , )
n

x y yε ε∈ − + . ∆ηλαδή η ακολουθία 

0 1 2, , ,x x x …  έχει τιµές σχεδόν παντού στο διάστηµα [ , ]α β . Αυτό πρακτικά 

σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να χωρίσουµε το διάστηµα [ , ]α β  σε δύο ή 

περισσότερα µικρότερα διαστήµατα και να µελετήσουµε τη δυναµική του 

συστήµατος σε κάποιο από αυτά ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, αφού δεν 

µπορούµε να βρούµε κάποιο διάστηµα [ , ]I α β⊂  τέτοιο ώστε ( )f x I∈  για 

κάθε x I∈ .  

Τα περιοδικά σηµεία του δυναµικού συστήµατος 1 ( )
n n

x f x+ =  είναι 

πυκνά στο [ , ]α β  αν και µόνο αν για κάθε [ , ]y α β∈  και κάθε 0ε >  

υπάρχει 0 ( , )x y yε ε∈ − +  τέτοιο ώστε το σηµείο 0x  να είναι περιοδικό 

σηµείο της f . ∆ηλαδή τα περιοδικά σηµεία της f  βρίσκονται σχεδόν 

παντού στο διάστηµα [ , ]α β . 

Στο σχήµα 5 φαίνεται η εξέλιξη του λογιστικού µοντέλου για 4κ =  και 

δύο αρχικές τιµές 0 0,3298x =  και 0 0,3299y = . Μέχρι την τιµή 10n =  οι 

όροι ,
n n

x y  είναι περίπου ίσοι, όµως για 10n >  οι όροι των δύο ακολουθιών 

δεν φαίνεται να έχουν κάποια σχέση µεταξύ τους.  

 

 
Σχήµα 5 
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